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Viscosidade
» Definicgdo:

- Vamos considerar o fluxo de um fluido em velocidade baixa
(ndo turbulento), de modo que as linhas de fluxo (stream/ines)
sejam suaves

* A linha de fluxo € tangente ao vetor velocidade do fluido em cada ponto ao
longo de seu caminho. Ndo hd mistura de fluido entre as linhas de fluxo: o
fluxo é laminar (em camadas)

- Um fluido pode sofrer uma tensdo de cisalhamento viscoso se o
esforgo de cnsalhamen’ro for variavel. Uma maneira de criar
esta situagdo € imergir em um fluido duas placas paralelas de
drea S e mover uma paralelamente a outra como na Fig. 1.26

Vy =V

V,=0
- Se o fluido em contato com cada placa “grudar” nelas, o fluido
em contato com a placa inferior ficara em repouso e aquele em
contato com a placa superior se moverd com a velocidade dela
(“no-slip” boundary condition)



Viscosidade

Vy=V
F
| ,
— yT
— =
—
F — -
—t X
v,=0

FIGURE 1.26. Forces F and —F are needed to make the top
plate move in a viscous fluid while the bottom plate remains
stationary. The velocity profile is also shown.

« Como resultado da ‘no-s/ip” boundary condition, o fluido
move-se paralelamente entre as placas, com uma
velocidade que depende da posigdo (Fig. 1.26)

* A variagdo de velocidade entre as placas dd origem a um
gradiente de velocidades dv,/dy



Viscosidade

Para manter a placa superior em movimento (comv =v,)ea
placa inferior estaciondria, é necessario exercer uma forga em
cada placa conforme a flgur'a

Em geral, a tensdo de cisalhamento (ou forga por unidade de
drea) € proporcional ao gradiente de velocidade de fluxo, com n
sendo o coeficiente de viscosidade:

F dv, N
— = - 1.33
S ! dy ( )

Esta equagdo da a forga exercida pelo fluido acima de um plano
a uma altura y sobre o fluido no plano imediatamente abaixo

Fluidos que se movem de acordo com esta equagdo sdo chamados
fluidos newtonianos (hd muitas excecdes)



Fluxo viscoso em um tubo

Co.nsidere o fluxo viscoso !aminar de um fluido em um tubo de
raio constante R, e comprimento Ax

Por enquanto, vamos ignorar a forga gravitacional

A pressdo na extremidade esquerda desse segmento de tubo é
p(x) e na direita, p(x+ Ax)

Vamos considerar que o fluido ndo esta acelerado = a forga
total sobre qualquer elemento de volume do fluido é zero

Nesse caso, o perfil de velocidades deve ser como mostrado na
Fig. 1.27: zero nas paredes e maximo no centro

R
2nr Axn |dv / drl
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FIGURE 1.27. Longitudinal and transverse cross sections of
the tube. Newton’s first law is applied to the shaded volume.



Fluxo viscoso em um tubo = v(r)

* Quais sdo forgas que atuam no fluido contido no cilindro sombreado
da Fig. 1.27?

 Excluindo-se a gravidade, ha apenas trés forgas:
O fluido da esquerda exerce uma forga wrép(x) pelo lado direito na diregdo x
O fluido da direita exerce uma forga -wr2p(x+ Ax)

O fluido que estd fora da drea sombreada, que se move mais lentamente, exerce
uma forga Qe atrito viscoso, para a esquerda, através da superficie cilindrica de
raio r, que € dada por 2rrAx n(dv/dr)

R
P 2nr Axn |dv /dr|

o

,
O
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FIGURE 1.27. Longitudinal and transverse cross sections of
the tube. Newton’s first law is applied to the shaded volume.



Fluxo viscoso em um tubo = v(r)

Como o fluido ndo esta acelerado (e lembrando que dv/dr é
hegativo), a soma das forgas deve ser zero:

-2 plr) —ple 4+ Ax)| + 27r Axn (dv/dr) = 0. (1.34)

Rearranjando:

dv r (pler+ Ax) — p(x) _dpr
dr 2 Ax " de 2

Integrando-se, obtemos:

1 [(dp
dv = — | — rdr,
/ l 2n ((Lt*) ,/! :

1 /d
v(r) = 4—}} (i) 2 4+ A (1.36)

dr



Fluxo viscoso em um tubo = v(r)

Para o fluxo a direita, dp/dx é negativo. Portanto, é conveniente
escrever Ap como uma queda de pressdo de x para x+dx:

Ap = p(x)—plr+Ax)
Assim, o 1°. fermo de 1.36 torna-se > —(1/4n)(Ap/Ax)r?

A constante de integragdo A vem de considerar a "no-s/ip”
boundary condition : uma vez que a parede estd em repouso, a
velocidade do fluido nas paredes (r = R,) € zero. O resultado
final €

1A +
PRz _2) (1.37)

o(r) = JI—”I 2

Temos, portanto, um perfil de velocidades parabdlico



Definicoes
it a taxa total de fluxo (ou fluxo volumétrico ou corrente de volume)

é o volume de fluido por se?undo movendo-se através da segdo de
choque do tubo 2> [i]: m3s

jy+ a taxa de fluéncia volumétrica ou densidade de fluxo volumétrica
€ o volume por unidade de drea por unldade de tempo através de
alguma drea pequena ho tubo = [j,]: m3 st m?=ms!

Na verdade, j, € a velocidade do fluxo em um dado ponto

Al€— VAt —B

FIGURE 1.28. Flow of fluid across the plane at B.

. (volume transported)  SwvAt o
Jo =" - = =u. (1.38)
(area)(time) SAt




Fluido de Poiseuille

 Para se obter a corrente volumétrica i, j, deve ser integrado sobre a
segdo de choque do tubo:

RP
1= f Jo (1) 277 dr,
0

o2 Ap 1
P = I &—}j i (E’g — -r2) dr. (1.39)
4 A
« TIsso resulta em — if'p ip (1.40)
n Ax

« A Eq. (1.40) representa o fluxo de um fluido viscoso através de um
tubo de raio de R, devido a um gradiente de pressdo Ap/Ax

Note-se que pequenas alteragdes de didmetro causam grandes variagdes de fluxo



Efeitos de aceleragdo e da gravidade

« Vamos considerar agora o caso geral em que, além de viscosidade, o
fluxo pode ser acelerado e sofrer agdo da gravidade

 Para isso, levamos em conta quatro contribuigoes agindo em um
fluido incompressivel que flui em um tubo circular cujo raio pode

variar:

I
Ap = / (dp/dx) dx (1.42)

1

= rﬁpvisc -+ .ﬁf)grav T nﬁpaccell i nﬁpa,ccelQ-

o s

X4

FIGURE 1.29. A pipe of circular cross section with radius and
height varying along the pipe.



Efeitos de aceleragdo e da gravidade

Como o fluido € incompressivel, o fluxo total i ndo depende de x
Se o tubo estreita, a velocidade aumenta

Vamos admitir que as variagoes de raio sdo suaves, de forma que se
possa considerar o perfil de velocidades como sendo parabdlico em
qualquer ponto do tubo.

Podemos entdo tratar x como sendo uma distancia ao longo de um tubo cilindrico

Se definirmos a velocidade médica como sendo

() = —5—, (1.43)

podemos usar (1.37) e (1.40) para reescrever o perfil de velocidades
como




Efeitos de aceleragdo e da gravidade

) o= |1 72 i | 72
) =2 e T R | R |
(1.44)

« 0 1° termo de (1.42) é a pressdo que deve vencer o atrito viscoso.
Pode-se reescrever (1.35) como:

dpyisc 21 d_l

d:x rodr

« Usando (1.44), obtém-se

dpvisc 8” 2
= | 1.45
dr TR (w) (1.45)




Efeitos de aceleragdo e da gravidade

« Integrando-se (1.45), obtém-se

T2 T2/ d s
Apyice = — / dpyiee = — / ( I ) dr  (1.46)
r -~ dx '

8ni [T dx
=T )
T Jo, R5(r)

» Parair além disso, seria necessdrio conhecer R (x)

» O fermo seguinte p,.,, Tem a ver com a variagdo de pressdo
hidrostatica dada pefa Eq. (1.30) = p = pp - pgz

Ia d’
P ,
AJ:'r)gra:v — _/ dpgrav — _/ (ngax dz = (JQ(EQ — ,-’.:1).
T -~
(1.47)




Efeitos de aceleragdo e da gravidade

Os Ultimos dois termos de (1.42) sdo as diferengas de pressdo
necessdrias para acelerar o fluido

Se o fluxo for estaciondrio (i.e. a velocidade depende apenas da
posi¢do), havera uma aceleragdo se a se¢do de choque do tubo variar
O 3°. termo estd associado a esta aceleragdo. Vejamos como deriva-lo.

Vamos considerar um pequeno trecho ds da stream/ine e uma pequena
area dA perpendicular a ele

Note que ds é um deslocamento ao longo da stream/ine ao passo que dx € ao longo
do eixo do tubo - dA.ds define um pequeno volume de fluxo

Sejam ds e dA tdo pequenos que v seja aproximadamente a mesma
em todos os pontos dentro desse volume. A massa de fluido nesse
volume sera dm = p.dA.ds



Efeitos de aceleragdo e da gravidade

Agora, ignorando-se viscosidade e gravidade, de forma que apenas a
diferenga de pressdo esteja associada a aceleragdo, temos a forga
efetiva no volume: dp

dF = — L gsdA. (1.48)
ds -

A aceleracdo do fluido no elemento é

d, /
dvo dF T (d_p) dedd 1 (@) S (1.49)

ds

dt — dm pdsdA P

. dv dv ds dv
Pela regra da cadeia > =~ - (d—g) (E) = v (?) .

Portanto, @i _ (fff) (1.50)
ds
J =y
,i\'paccell / ( paccell) ds = _HO/ v (1) ds
Jz, ds
2
B paz B pvi -




Efeitos de aceleragdo e da gravidade

O termo final A corresponde a variacdo de pressdo necessaria
accel2 -

para acelerar o fluido entre os pontos 1 e 2 se a velocidade num ponto

fixo estiver variando com o tempo

Isso acontece, p. ex., ao sangue que é acelerado ao ser ejetado do coragdo durante
a sistole

Para derivar esse termo, vamos imaginar novamente o pequeno trecho
de streamline ds e a pequena drea dA perpendicular a ele.

Vamos ignorar gravidade e viscosidade, assim como variagdes na velocidade devidas
a variacoes de didmetro do tubo

Ou seja, hd aceleracdo apenas se a velocidade varia em um ponto fixo

A forca efetiva necessdria para acelerar essa massa é dada pela
diferenga de pressdo (1.48):

A o
AF = —dAdpaceers = dm [ 2= ) = p [ Z2) dA ds,
ot ot

! v !
camn 0 = —0N| — 15,
Paccel2 f ot (
82 2O
APaccelz = — / dPaccel2 = f)/ (T) ds. (1.52)
Js, J sy dt




Equagdo generalizada de Bernoulli

« Juntando todos os efeitos vistos anteriormente, obtém-se a
equagdo generalizada de Bernoulli:

2 Ov 52 dpyi
p1 — pa = Ap = p/ 5 ds —/ (— i;isc) ds
J 84 C s1 S

\_V_/ h -~ ~
-&paccelﬂ -&p\f‘lsc
(1.53)
2 42
pvs  pUi )
N— c— ¥

‘&paccell




O sistema circulatorio humano

« O sistema circulatério tem duas
partes: a circulagdo sistémica
(parte esquerda) e a circulagdo
pulmonar (parte direita)

A medida que o coragdo bate, a pressdo
do sangue que deixa o coragdo sobe e
desce

Pressdo sistdlica é a mdxima, pressdo
diastélica é a minima

Como o sangue é incompressivel, o fluxo
volumétrico total i permanece o mesmo
em todos os niveis de ramificagdo da
drvore vascular

Ver Tab. 1.4 (pdgina seguinte): valores

médios de pressdo e de calibre de vasos.

Inferior
vena cava

Pulmonary circulation—9%

| q—Arteries—13%

/
Systemic
vessels

“—— Arterioles
and
— capillaries

—7%




TABLE 1.4. Typical values for the average pressure at the entrance to each generation of the major branches of the cardio- Pulmonary circulation—9%
vascular tree, the average blood volume in certain branches, and typical dimensions of the vessels.

Location Average Blood Diameter? Length? Wall Avg. Revnolds number at
pressure  volume® (mm) (mm) thickness®  velocity® maximum flow ©
(torr) (ml) (mm) (ms™1)

Systemic circulation

. . Superior
Left atrium 5 vena cava
Left ventricle 100 Heart—7%
Aorta 100 156 20 500 2.00 4.80x1071 9 400
Arteries 95 608 4 500 1.00 4.50%1071 1300
Arterioles 86 94 0.05 10 0.2 5.00x102 :
Capillaries 30 260 0.008 1 0.001 1.00x1073 ) o Arteries—13%
Venules 10 470 0.02 2 0.002  2.00x1073 i A Systemic
Veins 4 2682 5 25 0.5 1.00x102 Yoe
Vena cava 3 125 30 500 1.5 3.80x1071 3000 —
Right atrium 3 and
Pulmonary Circulation ; —c_a;;g:aries
Right atrium 3
Right ventricle 25
Pulmonary artery 25 52
Arteries 20 91 7 800
Arterioles 15 6}
Capillaries 10 104
Veins 5 215 2 200
Left atrium 5

“From R. Plonsey (1995). Physiologic Systems. In J. R. Bronzino, ed. The Biomedical Engineering Handbook, Boca Raton, CRC
Press, pp. 9-10.

PFrom J. N. Mazumdar (1992). Biofluid Mechanics. Singapore, World Scientific, p. 38.

“From W. R. Milnor (1989). Hemodynamics, 2nd. ed. Baltimore, Williams & Wilkins, p. 148.

Globulos Vermelhos

= oy (1.43)

Glébulos Brancos |

Plaquetas I

Inferior Vena Cava



O sistema circulatorio humano

» Define-se resisténcia vascular R de um segmento do sistema
circulatorio como a razdo entre a diferenga de pressdo através
desse segmento e o fluxo através dele:

B Ap

l

R

« De (1.40), vemos que
SnAx

. (1.58)

=
~
Ee

A resisténcia decresce rapidamente com o aumento do raio do vaso



O sistema circulatorio humano

Se vasos com diferentes didmetros estdo conectados em série tal
que o fluxo i seja o mesmo através deles e a queda de pressdo total
seja a soma da queda ao longo dos vasos, entdo a resisténcia total é
a soma das resisténcias de cada vaso:

Riot = R1i+ Ry + Ry + -+ . (1.59)

Se existem ramificacoes tais  que vdrios vasos estejam em paralelo
com a mesma queda de pressdo em cada um, o fluxo total através de
todas as ramificagdes ¢ igual ao fluxo no vaso que alimenta essa
rede. A resisténcia total é entdo dada por

1o _ 1,1 1
Rioe Ri Ry Rs

(1.60)

Ver aplicagaes no texto i = (60 ml beat™1)(80 beat min~*) = 4800 ml min~*
=80 x 10 % m? st




O sistema circulatorio humano

A pressdo no ventriculo esquerdo varia durante o ciclo cardiaco.
Na Fig. 1.35, vemos essa pressdo plotada em fungdo do volume
ventricular. O sentido do ciclo é anti-hordrio.

O ventriculo enche com p ~ 0 até

que v > 60ml. Para v = 100 ml,
comega um periodo de contragdo
a volume constante que faz a
pressdo ventricular subir até
ultrapassar a pressdo diastdlica
ha aorta, e a valvula da aorta se
abre. A con’rragao continua e a
pressdo sobe ainda mais, mas o
volume ventricular diminui com a
sangue fluindo para a gorta. Ai o
ventriculo relaxa. A vdlvula da
aorta fecha quando a pressado
ventricular cai abaixo da pressdo
nha aorta.

120
100 - —
5 80 —
*;, Aortic Valve Opens
S 60 _|
§ Y )\
o 40 —
Contraction
20 —
Filling
0 | | Lt
0 20 40 60 80 100

Ventricular Volume, ml

FIGURE 1.35. Pressure—volume relationship in the left ven-
tricle. The curve is traversed counterclockwise with increasing
time. The stroke volume is 100 — 35 = 65 ml. Systolic pressure
is 118 torr, and diastolic pressure is 70 torr. The ventricular
pressure drops below diastolic while the pressure in the arter-
ies remains about 70 torr because the aortic valve has closed
and prevents back flow



Fluxo turbulento e nimero de Reynolds

» Vdrios aspectos da circula¢do podem ser modelados por um fluido
de Poiseuille (Eq. 1.40). H4 porém quatro efeitos (além de 1.42)
que fazem esse modelo falhar:

»  Pode haver turbuléncia;
Ha desvios de um perfil de velocidades parabélico;
As paredes dos vasos sdo eldsticas;

A viscosidade aparente depende tanto da fragdo do volume sanguineo ocupado
pelas células vermelhas quanto do tamanho do vaso.

« A importdncia do fluxo turbulento (ndo laminar) é determinado
por um humero adimensional caracteristico do sistema chamado
nimero de Reynolds Ny, que é definido como

_ LVp
Np=—F (1.61)
Ji
L € um comprimento caracteristico do sistema
V é uma velocidade caracteristica do problema

p € a densidade
n € a viscosidade do fluido




Ndmero de Reynolds

(versdo Wikipedia)

* O coeficiente, nimero ou médulo de Reynolds (abreviado como Re) é
um ndmero adimensional usado em mecdnica dos fluidos para o cdlculo
do regime de escoamento de determinado fluido sobre uma superficie.
E utilizado, por exemplo, em projetos de tubulagdes industriais e asas
de avioes.

+ O seu significado fisico é um quociente de forgas: forgas de inércia
(vo) e forgas de viscosidade (1/D). E expressado como sendo

vD
Re = P22
U

v - velocidade média do fluido

D - longitude caracteristica do fluxo, o diametro para o fluxo no tubo
H - viscosidade dindmica do fluido

p - massa especifica do fluido



Ndmero de Reynolds

(versdo Wikipedia)

A significancia fundamental do ndmero de Reynolds é que o mesmo
permite avaliar o tipo do escoamento (a estabilidade do fluxo) e
pode indicar se flui de forma laminar ou turbulenta. Para o caso
de um fluxo de dgua num tubo cilindrico, admite-se os valores de
2.000 e 2.400 como limites.

Desta forma, para valores menores que 2.000 o fluxo serd laminar,
e para valores maiores que 2.400 o fluxo serd turbulento. Entre
estes dois valores o fluxo é considerado como transitério.

O ndmero de Reynolds constitui a base do comportamento de
sistemas reais, pelo uso de modelos fisicos reduzidos.

Um exemplo comum € o tunel aerodindmico onde se medem forgas
desta natureza em modelos de asas de avides, automoveis,
edificagoes. Pode-se dizer que dois sistemas sdo dinamicamente
semelhantes se o nimero de Reynolds for o mesmo para ambos.



Ndmero de Reynolds

(Estimativa a la Hobbie)

Considere-se uma diferenga de pressdo Ap atua sobre um segmento de um
fluido de Poiseuille de comprimento Ax. A diferenga entre as forgas
exercidas nas extremidades desse segmento é R ,*Ap.

Para uma velocidade média do fluido 7, o trabalho efetivo feito sobre o
segmento pelos fluidos a montante e a jusante no intervalo de tempo At é
Wyisc = TR,*ApvUAt

Como o fluido ndo estd acelerado, este trabalho é convertido em energia
térmica. Podemos entdo resolver a Eq. (1.40) para Ap e usar (1.43) para

escrever . : _ -
Wiise = ’FTRf} ApTAt = 8w Ax At.

A energia cinética do fluido movendo-se em um cilindro de comprimento
e Ey = mo? _ prRy (TAYT  paRT At
2 2 TR

e a razdo entre a energia cinética e o trabalho realizado é

E,  pUR, 1 pvR, 1

_ — Nr.
Wiise  16nAx 16§ n 16¢ .

Nesta Ultima passagem, usou-se Ax = &R,



Ver valores de Ni na dltima coluna. O fluxo sanguineo é
laminar exceto na aorta ascendente e na artéria pulmonar

principal, onde pode ocorrer turbuléncia durante o pico de
fluxo.

TABLE 1.4. Typical values for the average pressure at the entrance to each generation of the major branches of the cardio-
vascular tree, the average blood volume in certain branches, and typical dimensions of the vessels.

Location Average Blood Diameter? Length” Wall Avg. Reynolds number at
pressure  volume” (mm) (mm) thickness”  velocity® maximum flow ¢
(torr) (ml) (mm) (ms™1)
Systemic circulation
Left atrium 5
Left ventricle 100
Aorta 100 156 20 500 2.00 4.80x1071 9400
Arteries 95 608 4 500 1.00 4.50%1071 1 300
Arterioles 86 04 0.05 10 0.2 5.00x10~2
Capillaries 30 260 0.008 1 0.001 1.00x10~3
Venules 10 470 0.02 2 0.002 2.00x1073
Veins 4 26382 5% 25 0.5 1.00x1072
Vena cava 3 125 30 500 1.5 3.80x1071 3 000
Right atrium 3
Pulmonary Circulation
Right atrium 3
Right ventricle 25
Pulmonary artery 25 52
Arteries 20 091 7 800
Arterioles 15 6
Capillaries 10 104
Veins 5 215 2 200
Left atrium 5

“From R. Plonsey (1995). Physiologic Systems. In J. R. Bronzino, ed. The Biomedical Engineering Handbook, Boca Raton, CRC
Press, pp. 9-10.

PFrom J. N. Mazumdar (1992). Biofluid Mechanics. Singapore, World Scientific, p. 38.

“‘From W. R. Milnor (1989). Hemodynamics, 2nd. ed. Baltimore, Williams & Wilkins, p. 148.



