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Capitulo 2—Equacdes a Diferencas Nao-Lineares
Topicos 2.1 a 2.7
2.1 — Reconhecendo uma equacdo nao-linear

No capitulo anterior vimos que sistemas lineares sempre possuem
solugoes da forma x,=C2", onde A ¢é uma das solugdes da equagao
caracteristica do problema. O comportamento do sistema é ditado pelo auto-
valor dominante e ha apenas trés possibilidades basicas: [A<1, e x, —>0;
P>1, e x, cresce indefinidamente; e o caso critico [\|=1 onde x, fica
essencialmente constante.

Na natureza sabemos que comportamentos mais ricos ocorrem e, para
descrevé-los temos que considerar equagdes mais complicadas. Aqui vao
alguns exemplos:

Xpp1 =1 x,(1—x,)

k x,
b+x,

X1 =

_ —ax,
Xpnt1 =Xp €

2
Xpp1 = X, In(xy)

Qualquer tentativa de resolver essas equagdes com x,=CL\" falha

totalmente. Tente fazer isso e veja o que acontece.
Equagoes lineares sempre podem ser escritas como



Xppl =1 Xy FaoXy_ o+ Fay,x,_, +b

1 3 lva 2 ] x, _r

Qua quer equagao que envolva x;, x,x,_, In(x,), e*, cos(x,), , etc
a+xn

2 nao li A éncia imediata ¢é . 5 sao d lugo

é nao linear. A consequéncia imediata é que se x, e x; sdo duas solugdes

dessas equagdes, Cx;+C,x; ndo serd solugio. Perdemos a propriedade de

superposi¢io que tinhamos com as equagOes lineares e vamos precisar de

novos métodos de solucao, incluindo métodos numeéricos.
2.2 — Estados Estacionarios, Estabilidade e Parametros Criticos

O conceito de estado estacionario € fundamental e denota a auséncia
de mudangas no sistema. Junto com ele vem o conceito de estabilidade, que
podemos ilustrar da seguinte forma: considere uma bolinha sobre a superficie
ondulada da figura abaixo

As posicoes 1 e 3 sao de equilibrio, mas claramente 3 € instavel, pois
qualquer perturbagio sobre sua posicao a fara rolar para fora dali.

Como sabemos que 1 é estavel? Porque se a movermos um pouquinho
ela voltard para sua posi¢ao. Outro exemplo é o péndulo, que tem dois
pontos de equilibrio:

estavel instavel

Uma equagao nao-linear de primeira ordem pode ser escrita de forma
geral como

xn+1 = f(xn)



e um ponto de equilibrio, ou ponto fixo, é aquele que nao muda, i.e.,, onde
xn+1 = xn'

Chamando x esse ponto, ele deve satisfazer a equagao
x=fx)

Para determinar se X € estavel ou instavel, temos que analisar o que
acontece se deslocarmos o sistema da sua posicao de equilibrio. Basta
deslocar um pouquinho. Assim fazemos

X, =X+x
e, No passo seguinte, escrevemos

X, =X+Xx

n+ n+l

’

Se |x),|>

contrario, se

x| o sistema se afastou do equilibrio e é instavel. Caso

’ ’ . .17 . 7 4
xn+1| <|x,| ele se aproxima do equilibrio e é estavel.

Substituindo nas equagoes:

X = f(x,)

X+x,,=f(X+x))
5f(f)+x;%x; f@ =%
=§+x;§—fx

Ooops! O que aconteceu ali? Apareceu a derivada da fungao f(x)

calculada em x . Esse é um dos precos a se pagar pelas equagdes nao lineares.
Vamos terminar o calculo e depois vamos explicar o que isso significa.
Cancelando x dos dois lados obtemos

’ /af

X, =X =

n+l n ax

X



e temos nossa condigao:

9f

X

X éestavel se <1

X

Exemplo 1 — Vamos considerar o sistema
X, =rx,(1-x,); r>0
chamado de mapa logistico. A fungao é
f)=rx(1-x).
Os pontos de equilibrio sdo solugdes de
X=rx(1-Xx)
Uma solucao é x =0. A outra solucao satisfaz

l=r(l-x)=r—rx

e
To1-1
.

Vamos estudar a estabilidade de ambas:

(@) x=0 . Fazemos

1
n+l

x,=0+x" ; x,=0+x

n+l
0+x',,=r(0+x"))

v 2
n

x' a=rx', (1-x" )=rx' —rx

', v 2, . .
Como X ,é bem pequeno, X, ¢ ainda muito menor e pode ser

desprezado. Assim



n+l =rx n

X

e concluimos que X =0 é estavel se r < 1 e instdvel se r >1. O valor r=1 ¢
um “valor critico”.

_ | |
(b)le_; : Fazemos xnzl_;_i_xn ; xn+1=1—;+xn+1

1—l+x'n+1 = r(l—l+x'nj[l—(l—l+x'nﬂ
r r r
1—l+x'n+1 = r(l—l+x'nj(l—x'nj
r r r

1—l+x'n+1 :1—l+x'n—r(1—l+x'n)x'n
r r r

e obtemos

1
1 o ' 1 2
xnﬂ—xn—r(l—; X, —rx

=~x' [I-r+1]=2-7r)x',

) _ 1 , .. , .
Assim, x=1-— ¢ positivo somente se r >1. Além disso, ele
r

sera estavel se

1<r<3

Veja que ser r >3, 2— r| >1. Entao r=1 e r =3 sao parametros criticos

do problema.
Esse calculo complicado que fizemos é resumido pela aproximagao

f(f+x;)5f(f)+x;a—f
ox

Como f(x)=rx(1-x)=rx—rx’

Jof

—“—=rx-2rx

ox



of

$|§=0 =r

— :r—2r(1—1j=2—r
r

Graficamente estamos aproximando f(x) nas vizinhancas de X por
uma reta. O Apéndice 2.1 contém mais detalhes.

o
ox

T
f(x)= f(x)+a(x-x)

-
-

r‘hhl'h a:a—f|,
1 i —) ox'*
= o _ ,
X X—x=x,
Exemplo 2
x = kb>0
b+x,
. _ kx S
Pontos fixos: ¥ =—— (b+x)x =kXx
b+x
x=0 ou b+x=k e x=k-b
kx
X)=
f&@) b+x
af _ k kv kb

dx b+x (bh+x) :(b+x)2

Para x=0, 8_f|0 _k - estavelse  b>k
ox" b

Para x=k-b, a—fk_bzé - estavelse  b<k
ox k



Podemos construir um diagrama de bifurcagio

i . : o Kb
/ K_H-h i Eﬁf‘h" ;\‘i
£ l-l!l*'" 2
E:ﬂ

<
>

Exercicio: Construa o diagrama de bifurcagao para o exemplo 1.
2.3— A Equacao Logistica

Considere uma populagdo com crescimento per capita «. Se
o =r = constante, entdo a equacao que descreve essa populagao é

yn+1 :ryn

Se r<1 a populagao se extingue e se r >1 ela cresce indefinidamente.
Suponha entao que & depende de y e que

a=r—dy

de forma que a=r se a populagio é pequena, mas diminua se y>0.
r .
Quando y=7%= K  a taxa de crescimento se anula. Nesse caso pode

ser estabelecido um controle populacional. Escrevendo

yn+1 :(r_dyn)yn
Yu
=|1-Zn
1=,

Essa equagdo pode ser simplificada se definirmos



que mede a populagao em unidades de K. Assim, obtemos

X, =rx,(1-x,) ; x,20;r>0

que ¢ a equagao logistica que vimos no exemplo 1 da secao anterior.

Essa equagao possui uma versao continua, descrita pela equagao
diferencial

—x:rx(l—x)

cuja solugao é

rt
x(t) = x(0)e t
1—x(0)+x(0) "
Note que x(0)=0 e x(0)=1 sao solugcdes de equilibrio

dessa equacgao. A primeira é estavel se r <0 apenas, o que nao faz sentido
bioldgico. Para r >0 x=1 ésempre estavel. Graficamente obtemos

x(t

Esse tipo de comportamento simples ¢ bem diferente do que obtemos

< . . 1 . .
com a equacao discreta. Ja vimos que o ponto fixo x=1-— SO é
r

estavel se 1<r<3. O que acontece quando r>37?



Exercicio: Para r=33 e x,=0.5, calcule (usando uma calculadora)

X\, Xy,..., X, VOce consegue identificar um padrao?

24— Além de r=3

Se vocé fez o exercicio anterior, verificou que os valores de x, nao

mais tendem a um ponto fixo, mas oscilam entre os valores 0.48 e 0.82
aproximadamente. Esse ¢ um exemplo de uma oscilagio estivel de periodo dois
ou ciclo de periodo 2.

Os valores dos dois pontos para os quais a solugao converge, que
chamaremos de X, e X, sdo tais que

iz :f(i)
2 :f(iz)

i. e.,, um ponto leva ao outro.
Dessa forma, se aplicarmos a dindmica duas vezes comegando em X,

voltamos a X,. Entdo, X, € um ponto fixo dessa dindmica de dois passos.

Formalmente, pegamos a primeira equagao acima e substituimos na segunda:
X =f (f (il))

Temos aqui uma fungio composta (veja o apéndice 2.3) onde, no lugar
de x em f(x) colocamos a expressao da propria f(x):

fx)y=rx(1-x)
FAf@)=rf - fx)
= r[rx(l - x)][l —rx(1- x)]

Essa composigao da dois passos da dinamica de uma s6 vez, mas ¢
bem mais complicada. Os pontos fixos de f(f(x)) sio dados por

x=f(f(x)



Vemos imediatamente que x =0 é solucdo. Isso ja era esperado, pois
x=0 é ponto fixo de f(x) e deve permanecer x =0 depois de dois passos.

Entdo esperamos que x =1-1/r também seja solugdo. Vamos usar esse

fato:
x=rx(1-x)[1-rx(1-x)] (cancelando x)
1= rz(l—x)[l—rx+rx2]
1= [l-rx+ 1 —x 412 — 1]
ou

e’ =2r + x(1+7)—1+1/r* =0

Esse polindmio de grau 3 pode ser reescrito como
(x—1+1/r)ax® +bx +¢)=0

pois para x=1-1/r a equagdo deve ser satisfeita. Vamos comparar essa

equacao com a anterior e descobrir a, b e c. Depois é so fazer
ax’ +bx+c=0
e determinar as solugdes ndo-triviais: X, e X,.
Abrindo a equagao acima temos:
ax’ +x*(b—a+a/r)+x(c=b+b/r)+(—c+c/r)=0

Entao:

a=r

b—a+Z=b-r+1=-2r — |b=—r—1

;
c—b+gzc+r+1—1—l:1+r - c:1+l
r r r
: c 1.1 1 1
O termo que sobrou fica -c+-=-1-—+—+—=-1+— como
r roror r

deveria ser. A equagao que falta resolver é

10



rxz—(1+r)x+1+l:0
r

cujas solugdes sao

= = :r+1i,/(7‘—3)(7‘+1)

b 2r

que sao reais apenas se r > 3.

Para r =3.3 obtemos os valores
X, =0.82
X, =0.48

Finalmente estudamos a estabilidade dessa solugao de periodo 2.
Como mostramos no apéndice 2.3.

d , ,
E[f(f(x))k @) f(f)

Para x=%,, f(x)=x, e obtemos
d P Y
—fU@ll=rG f&
X
= (r —21%,)(r — 2rX,)

Das solugdes que encontramos vemos que

2rIXx =1+ 124 (r=3)(r +1)
r=2rx =—1%,/(r=3)(r+1)

(r =278 )(r = 21%,) = (- 1= =3 + 1) 1+ J(r = 3)(r +1)

=1-(r-3)(r+1)

(+ para X;; — para x,)

Para r=3.3 obtemos 1-1.29=-0.29, que tem modulo menor que 1 e é
estavel. Para r=3.5, no entanto obtemos —1.25 que ja é instdvel. Para

11



encontrarmos o valor maximo de r para o qual o ponto de periodo 2 € estavel
fazemos

1= =3)r+D)=—1
0 que resulta r’=2r-5=0 e

r:+1i%«/4+20=1+\/g ou

r. =3.4495

Exercicio: construa um grafico de bifurcagdo com essas informagoes.

Solucao

Y

2.5 — Métodos Graficos

Parte dos resultados que vimos nas segOes passadas podem ser
visualizados desenhando-se a funcdao f(x) responsavel pela dindmica.
Vamos ilustrar o procedimento com a equagao logistica

xn:l = f(xn)
fx)=rx(1-x)

O grafico de f(x) para r=2.5

12



que é uma parabola com maximo em x=1/2 e f(1/2)=1/2. A reta auxiliar

estd a 45°, representando a fun¢ao g(x) =x. Os pontos onde
f(x)=g8(x)

sdo aqueles onde
rx(l1-x)=x

e sao pontos fixos do problema, indicados por circulos.
A dindmica de uma condicdo inicial x, qualquer também pode ser

visualizada no grafico. O proximo ponto é x, = f(x,) e é obtido levando o
ponto x, verticalmente até f(x). Para trazer esse ponto de volta ao eixo x

usamos a reta auxiliar, pois g(x,) =x,:

A

Obtido x,, vamos até x, = f(x,) e o rebatemos de volta ao eixo x. A
sequéncia mostra que a drbita de x, vai se aproximando do ponto fixo.

O mesmo procedimento pode ser feito para o sistema

13



%2 = ff )
=rlrx—x)[1 - rx(1- )]

que corresponde a duas iteragdes (dois passos) do sistema original. As
figuras abaixo mostram f(f(x)) para valoresde r<3; r=3; r>3:

g ve ; s f A

: % 1 % 1 Y 4

Quando r=3 areta g(x)=x tangencia ao ponto fixo marcado com o

circulo. A partir desse ponto podem-se identificar trés pontos fixos onde s6
havia um. O ponto fixo central corresponde ao original, que ficou instavel.
Os outros dois sdo ¥, e x,, que calculamos anteriormente.

Exercicio: desenhe a drbita do ponto x,=0.75 para r=3.2. O que vocé

espera que aconteca nesse caso?

Conforme r aumenta novos pontos fixos de ordem maior aparecem, até
que, para r>3.7 a dinamica fica extremamente complicada, sem padroes
facilmente reconheciveis. Dizemos que a dindmica é cadtica quando as
orbitas de duas condig¢des iniciais muito proximas se afastam rapidamente
uma da outra.

Exercicio: Calcule os 10 primeiros pontos para x,=0.7 e x,=0.71; para

r=2.5 epara r=3.9. Compare as duas sequéncias.

Exercicio: Calcule os pontos fixos e estude a estabilidade dos sistemas

14



2.6 — Sistemas de Equa¢des Nao-Lineares
Sistemas com duas varidveis podem ser escritos como

xn+1 :f(xn’yn)
yn+l :g(xn’yn)

e analogamente para mais varidveis. A metodologia de estudo dessas

equacOes é similar a que utilizamos para uma tnica equagao:
(A) Procuramos os pontos fixos dados por

x=f(x,y)
y=fxy)

A solugao dessas equagdes nem sempre € facil.

(B) Se (x,y) corresponde a um ponto fixo, estudamos sua estabilidade

considerando pequenas perturbagdes e vendo se elas se afastam do
ponto fixo ou se re-aproximam dele:

4} -
v
3 oo 1\135‘;

¥
; Pn
_J] 3
= .
% b3
—_— ’ — ’
X, =X+Xx, X, =X+X,,,
Fazemos o, e _ o,
yn:y+yn yn+1:y+yn+l

15



Temos agora que monitorar duas quantidades, x” e y’. Como fazer
isso?

X+x,, = fX+x,,7+y,)
y+x,,=¢X+x,.y+y,)

Como as fungoes f e g sdo fungdes de duas variaveis, temos que derivar
em relagao a ambas:

v, = fED+Lx + Ly
ox dy

— , — — a ’ a ’
y+yn+1 zg(x,y)+—gxn +_gyn
ox dy
Usando que X = f(X,y), ¥ = g(X,y) e definindo

ay _a_f af

ox = :@
o o
s :a_i o) :£

(veja que todas as derivadas sdo calculadas em x” e y”) obtemos

/7 _ / /7
Xy =0y X, +a,,Y,

4 4 4
yn+1 =X, + a22yn
que é um sistema linear! Usando a notagao vetorial
x a, a
11 12
y aZl 1122

Wn+1 = AW

n

As solucdes desse sistema sao da forma CA". Se |/1| <1 a solugao tende

a zero e o ponto fixo (¥,) seré estdvel. Se |4|>1 as perturbagdes crescem e
(X,y) serd instavel.

16



Os autovalores sao determinados resolvendo
det(A-A4)=0 ou
A=PA+y=0
onde

ﬁ:au +a,,

YV =0y,0y, — 0,0,

2.7 — Critério de estabilidade para n=2

No caso de duas equagoes nao-lineares, a equagao de autovalores tem
solucao

1 BENB -4y
: 2
supondo que S >0. Entdao a maior raiz é A, e queremos que

A, =§+%w/ﬁ2 -4y <1
onde supomos A, real. Para que isso ocorra devemos ter, primeiro,
g <l, ou pf<2

Se isso ocorrer, ainda devemos ter

l\/ﬁ’2—47/<1—§

2

ou

17



ﬁz

Y 3 b
Y —ap)1-ps?

—-y<1-p = B<l+y

Combinando com a condi¢ao anterior obtemos

2>1+y>p

Exercicio: Repita o calculo para <0 e mostre que, em geral, a condi¢do de
estabilidade é

2>1+4>|f

Exemplo: Considere o sistema hospedeiro-parasitdide

-k
H,, = FHt(l + ”—Pfj
k
H
P =H ——t
t+1 t _F

com g, F, k positivos. Encontre os pontos fixos e determine sua estabilidade.
(problema 11 do livro).

—k
H= FH(I+%)

p-u-H
F

H=P=0 ¢éumasolugao. Se H # 0 entao a primeira equagao fica

—k
1:F(1+£j
k

18



que existe se| F >1].

Da segunda equagao obtemos

H(-F")=P = |H= (%jk(lﬂ/k 1)

Chamando

f(H,P)= FH(H%)

g(H,P)=H- H(l+%)

temos, para o ponto nao-trivial,

\ﬁz—kFH ab ) a_ —Ha _
& ) Kk 1+aPlk

- Vk _
g
F-1)a F" (F-1) F

——k
ay = ag‘ 5 1—(1+%j :1—%:T_1

ko |
‘ “F-1 %

k F'"-1
,B=a11+a22 = 1+(F——1)W

19



ye k FW—1+F—1kF F'* -1
(F=1) FY% F F-1 F%

FV 1] 1 FY* 1Y F
:kW[ﬁ“}:k(W (ﬁj

A estabilidade vai depender dos valores de k e F. Para o ponto
H =P =0 obtemos

a,=F

Ay, =0y =05 =0
que € estavel para F <1. O parametro critico F =1 corresponde a um ponto
de bifurcacao.
Exemplo: Nivel de CO:z no sangue e volume de ventilagao

Esse € um exemplo bastante completo que aparece no capitulo do livro,
no problema 1.18 e 2.17. Chamemos

Cn = concentracao de COz no sangue na n-€ésima respiragao
m = taxa constante de producao de CO: pelo metabolismo
V= volume de ar na respiragao n

L(C,,V,) =quantidade de CO: eliminado na respiragao n

T(C,)=volume de respiracao n + 1 devido a quantidade C. de

CO2 no sangue

As equagdes dinamicas sao:

20



C.= C - L(C,V)+ m

n+l n

CO, quehavia  parteeliminada  parte produzida
Vn+1 = T(Cn)
Modelo 1 — Linear

Vamos supor que

L, V,)=BV,
T(C,)=0aC,

Nesse caso

Cn+l:Cn_lBVn+m
V.=aC

n+l n
ou
Cn+l = Cn - aﬁcn—l +m

que ainda pode ser re-escrita como

C,. —-C +aBfC,_ =m

Essa ¢ uma equacgao linear nao-homogeénea, pois m#0. A solucao
geral de uma equacao do tipo

C,, tAC+BC,_ =D

n+l
(com A, B, D constantes) é

D

C,=AA+ AN +———
1+ A+ B

onde A, sao solugdes da equagao homogénea

21



L2 +AAl+B=0.

Para provar, basta substituir C, na equacao:

A s A+ — P Al Ay can+—P
1+ A+ B 1+ A+B

+Bl AL+ AA! P S
1+ A+B

Al

n+l
A

Az
ln—l

[+ A4, +B]+ [/13+A/1_+B]+L[1+A+B]=D
I1+A+B

pois A +AA +B=0 e A +AA +B=0.
No nosso caso a equagao homogénea é

P-1+28=0

zi:%[111/1—4aﬁ]

Entao temos:

@ sedapf<l

A, e A_sdo reais e ambos menores que 1. Portanto, A} e 4’ tendem a zero e

c -

" up

(b) sedapf>1
A, e A sao complexos da forma

A, :%iéwMa’ﬁ—l =re*’
rz@ e tgf=./4ap-1

22



~ . . m )
As solucgoOes oscilam e tendem a _,B se r<l. Se r>1,ie,se aff>1 as
o

solucoes crescem indefinidamente.
Modelo 2 — Nao-Linear

Vamos agora supor que L(C,,V,)=pV,C,. Nesse caso a equagdo

muda para

Cn+1 = Cn - ﬂVnCn +m
Vn+1 = acn

ou

C,.=C, —apCC,  +m

n—"n-1

O estado de equilibrio ocorre quando

ie.,

ou

Para estudar a estabilidade fazemos
C,=C+x,, X, pequeno.

n n

Substituindo na equacao e desprezando termos de x’:

23



C+x,, =C+x,—aBC+x)C+x, )+m
ou
X, =X, — a,b’(_j(xn +x,,)
veja que —afC* +m=0 . Re-escrevendo como
x. —x (1-aBfC)+apCx, =0
obtemos a seguinte equagao caracteristica:
A -A1-aBC)+aBC =0.
O critério de estabilidade na pagina ?? diz que se
2>1+0{,B€>‘1—a,86‘
a solucgao serd estavel. Isso implica que

0<apfC <1 ou

O<apfm<l1
Modelo 3
Suponha agora que
CV,
T C — n___max
(GO = +C!

onde [ = inteiro e K = constante positiva. Para [ =0

Vmax
2

= const.

TO (Cn) =

24



Para [=1,2,... etc., obtemos o seguinte comportamento:

Vﬂl

o

A equagao para C, fica

CYIC}Z’I— Vmax
Coa=C -t
n-1

Mostre que o equilibrio C é determinado pela equagio

BV,.C"=m(C'+K)

max

e resolva a equacao para /=0 e [=1.

25



Apéndice 2.1 — Derivada de uma funcao

Considere uma fungao suave como na figura abaixo. Para x” préximo
de x, podemos aproximar f(x) por uma reta.

£ )

W T

|-—-—

] i)

A derivada de f(x) no ponto x, € a tangente do angulo & que essa
reta faz com o eixo de x:

af

dx

()= f(xy) _ flxg—&) = flx,)
x/

- X, £

X Ef,(xo):thZf

onde devemos considerar & bem pequeno, de forma que €’ (ou poténcias
maiores) possam ser desprezados.
Veja que isso nos da

Fly) = f&)— f(x,)

ou
0

fO) = flx) + (= x0) f(x,)
que € a equagao da reta que procuramos. Re-escrevendo:

f(x,+&) = f(x))+€f(x,)

Apéndice 2.2 — Derivadas importantes
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(A)

(B)

©)

(D)

(E)

(F)

fx)=x’

(x, +€)" = x5 _ X% +2%,€~ %

£ £

f(x) = =2x,

(jogamos fora £; faremos 0 mesmo abaixo)

fx)=x"
3 3 3 2 3
Flxg) = (X +&)" —x _ X +3x,€ - x, _3x2
£ £
fx)=x"
(x,+&)"—x! x'+nex’” —x! o
f,(xo): 0 0 _*0 80 0 = nx!
f(x)=sinx

sin(x, + &) —sinx, _sinx,cosé& +sin£cosx, —sinx,

f )= £ £

para € pequeno sin€ =& e cos€ = €. Assim,

f'(x,) =cosx,
f(x)=cosx, f'(x)=-sinx

flx)=e*", f/(x)=ae™

Apéndice 2.3 — Func¢oes Compostas e suas Derivadas
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Sejam fx)=x"

(x)——

1+x
h(x)=sinx

1
1+ x?

Entao g(f(0)=

flg(x))= (Hl j

1
1+sinx

g(h(x))=

f(h(x))= (sinx)*

A derivada de f(g(x)) é: [f(g( )= f

|8 a_

dx

Prova:

;[ (g)]= f(g(X+8)) flg)

_ flg+ eg ‘)- flg))
E

Chamando g(x)=y e eg(x)=¢

fle+eg' ()= fly+€)= f(y) +€f ()
= flg()+eg' (x) f(g(x))

Substituindo na derivada temos

d% [f(g0)]=8'(x) f(g(x)

28



