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A	  equação	  de	  Dirac	  para	  elétrons	  livres	  é	  dada	  por	
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Mul-plicando	  tudo	  por	  β/ihc	  	  e	  definindo	  as	  matrizes	  γ por	  	  

γ 0 = β γ1 = βαx γ 2 = βαy γ 3 = βαz

obtemos	  

γ 0

c
∂Ψ̂(r, t)
∂ t

+

γ ⋅∇Ψ̂(r, t)+ ikΨ̂(r, t) = 0



onde	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  .	  Introduzindo	  ainda	  k = mc


xµ = (ct, r ) e ∂
∂ xµ

= ∂µ = (
1
c
∂
∂ t
,∇)

temos	  

γ µ
∂Ψ̂(r, t)
∂ xµ

+ ikΨ̂(r, t) = 0

onde	  fica	  implícita	  a	  soma	  sobre	  índices	  repe-dos.	  



Se	  em	  um	  referencial	  inercial	  R	  vale	  a	  equação	  

então	  em	  outro	  referencial	  inercial	  R’	  	  deve	  valer	  

γ µ
∂Ψ̂(r, t)
∂ xµ

+ ikΨ̂(r, t) = 0

onde	  xµ	  e	  x’µ	  	  estão	  conectados	  por	  uma	  transformação	  de	  Lorentz	  	  e	  	  

γ µ
∂Ψ̂ '(r ', t ')
∂ x 'µ

+ ikΨ̂ '(r ', t ') = 0

Ψ̂ '(r ', t ') =U+ Ψ̂(r ', t ')U = S Ψ̂(r, t)



Essa	  transformação	  é	  análoga	  ao	  caso	  de	  uma	  rotação	  do	  vetor	  S	  do	  spin:	  U	  
faz	  o	  papel	  do	  operador	  de	  rotação	  U=exp(-‐iJnφ/h).	  O	  resultado	  final	  é	  que	  	  
cada	  componente	  do	  spin	  no	  sistema	  rodado	  é	  uma	  combinação	  linear	  das	  
componentes	  originais	  de	  acordo	  com	  uma	  matriz	  de	  rotação	  S.	  
	  
Aqui	  temos	  uma	  complicação	  adicional	  que	  o	  campo	  depende	  do	  ponto	  do	  
espaço-‐tempo,	  que	  também	  ‘roda’	  na	  transformação.	  
	  
Além	  disso,	  para	  que	  a	  equação	  de	  Dirac	  seja	  invariante	  por	  transformações	  	  
de	  Lorentz,	  as	  matriz	  S	  deve	  ser	  uma	  representação	  do	  grupo	  de	  Lorentz:	  
	  
-‐  para	  cada	  transformação	  de	  Lorentz	  g	  existe	  uma	  matriz	  S[g]	  
	  
-‐  dadas	  duas	  transformações	  g1	  e	  g2	  e	  a	  transformação	  composta	  
	  	  	  	  	  g	  =	  g1g2	  devemos	  ter	  S[g]	  =	  S[g1]	  S[g2]	  



Uma	  transformação	  de	  Lorentz	  genérica	  pode	  ser	  escrita	  como	  

x 'µ = aµν x
ν + bµ com	   aµλaµ

ν = δλ
ν

Isso	  garante	  que	  o	  intervalo	  entre	  dois	  eventos,	  	  

dxµdxµ = c
2dt2 − dx2 − dy2 − dz2

seja	  preservado,	  i.e.,	  	  

dxµdxµ = dx '
µdx 'µ



Além	  disso	   gµνa
µ
λ = aνλ

onde	  

gµν = g
µν =

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1
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Temos	  ainda	  que	  

∂
∂xµ

= aνµ
∂

∂x 'ν
e ∂

∂x 'µ
= a ν

µ

∂
∂xν



Vamos	  então	  escrever	  a	  equação	  de	  Dirac	  no	  referencial	  R’:	  

γ µ
∂Ψ̂(r, t)
∂ xµ

+ ikΨ̂(r, t) = 0

γ µa µ
ν ∂[S−1Ψ̂ '(x ')]

∂ x ' ν
+ ikS−1Ψ̂ '(x ') = 0

Sγ µa µ
ν S−1 ∂Ψ̂ '(x ')

∂ x ' ν
+ ikΨ̂ '(x ') = 0

e	  a	  condição	  para	  invariância	  é	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ou	  	  	  	  Sγ µa µ
ν S−1 = γν γ µa µ

ν = S−1γνS



Cálculo	  de	  S	  para	  transformações	  infinitesimais	  

Dada	  uma	  transformação	  de	  Lorentz	  da	  forma	  
	  
escrevemos	  sua	  matriz	  S	  na	  forma	  

aµν = δ ν
µ +ε ν

µ

S =1+ dS

Temos	  então	  que:	  
	  
	  
	  
	  
(1)	  	  	   aµλaµ

ν = δ λ
µ +ε λ

µ( ) δµν +εµν( )
= δλ

ν +ε λ
µ δµ

ν +δ λ
µ εµ

ν +O(2) ≡ δλ
ν ε λ

ν = −ελ
ν



(2)	   γ µa µ
ν = S−1γνS

δ µ
ν +ε µ

ν( )γ µ = (1− dS)γν (1+ dS)

ε µ
ν γ µ = γνdS − dSγν

A	  solução	  desta	  equação	  é	  
	  
	  
e	  portanto	  

S =1+ 1
4
εµνγ

µγν

dS = 1
4
εµνγ

µγν



Prova:	  vamos	  verificar	  que	  essa	  solução	  sa-sfaz	  a	  equação	  	  

1
4
γ λεµνγ

µγν −
1
4
εµνγ

µγνγ λ

=
1
4
εµν −γ µγ λ + 2gµλ( )γν − 14εµνγ

µ −γ λγν + 2gλν( )

=
1
2
εµνg

µλγν −
1
2
εµνg

λνγ µ
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1
2
ε ν
λ γν −

1
2
εµ

λγ µ = ε ν
λ γν



Exemplo	  1:	  Rotações	  	  
	  
Considere	  a	  transformação	  

t ' = t
r ' = r + dϕ n̂× r

n̂

dφ	


r	  

r'	  

Abrindo	  o	  produto	  vetorial	  obtemos	  
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A	  componente	  temporal	  não	  tem	  nenhum	  papel	  e	  podemos	  escrever	  

ε ν
µ = dϕ

0 −nz ny
nz 0 −nx
−ny nx 0
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µ,ν =1,2,3

Como	  a	  métrica	  gµν tem	  o	  valor	  -‐1	  na	  parte	  espacial	  vemos	  que	  
	  
	  
Vamos	  agora	  definir	  um	  operador	  que	  se	  revelará	  muito	  importante:	  	


εµν = −ε ν
µ

Σµν =
i
2
[γ µ,γν ]= i γ µγν − gµν( )



Para	  cada	  µ	  e	  	  ν	  	  temos	  uma	  matriz	  Σµν. No	  entanto,	  como	  Σµν	  é	  definida	  através	  de	  
um	  comutador,	  Σµν = -Σµν	  .	  O	  conjunto	  é	  an-ssimétrico	  e	  apenas	  6	  matrizes	  são	  	  
independentes.	  No	  exemplo	  que	  estamos	  considerando,	  apenas	  os	  índices	  espaciais	  
serão	  importantes	  e	  correspondem	  a	  3	  dessas	  matrizes,	  que	  vamos	  renomear:	  

Σx ≡ Σ
23 Σy ≡ Σ

31 Σz ≡ Σ
12

Então	  

dS = 1
4
εµνγ

µγν =
1
4
εµν −iΣµν + gµν( ) = − i4εµνΣ

µν

pois	  gµν	  é	  diferente	  de	  0	  apenas	  na	  diagonal,	  mas	  Σµν	  é	  zero	  na	  diagonal.	  



Escrevendo	  as	  matrizes	  explicitamente	  

εµν = dϕ

0 nz −ny
−nz 0 nx
ny −nx 0

"

#

$
$
$
$

%

&

'
'
'
'

Σµν =
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−Σz 0 Σx
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e	  fazendo	  o	  produto	  termo	  a	  termo	  e	  somando	  (não	  é	  um	  produto	  de	  matrizes!)	  

dS = − i
4
2nxΣx + 2nyΣy + 2nzΣz
#$ %&dϕ = −

i
2
n̂ ⋅

Σ dϕ

Calculando	  as	  matrizes	  Σ	  explicitamente	  obtemos	  


Σ =


σ 0
0

σ

"

#
$

%

&
'



Ψ̂ '(r ', t ') =U+ Ψ̂(r ', t ')U = S Ψ̂(r, t)

U+ Ψ̂(r + dϕ n̂× r, t)U = 1− i
2
n̂ ⋅

Σ dϕ

&

'
(

)

*
+Ψ̂(
r, t)

U+ Ψ̂(r, t)U +U+ dϕ ∇Ψ̂(r, t) ⋅ n̂× r-
.

/
0U = Ψ̂(r, t)− i

2
dϕ n̂ ⋅


Σ Ψ̂(r, t)

Finalmente	  podemos	  calcular	  a	  transformação	  dos	  campos:	  

segundo	  termo	  à	  esquerda	  já	  é	  de	  primeira	  ordem	  e	  a	  ação	  de	  U+	  	  U	  pode	  ser	  pode	  
ser	  desprezada,	  pois	  produziria	  correções	  de	  ordem	  superior:	  	  

U+ dϕ ∇Ψ̂(r, t) ⋅ n̂× r%
&

'
(U ≈ dϕ ∇Ψ̂(r, t) ⋅ n̂× r



Re-‐arranjando	  os	  termos	  obtemos	  

U+ Ψ̂(r, t)U = Ψ̂(r, t)− dϕ ∇Ψ̂(r, t) ⋅ n̂× r − i
2
dϕ n̂ ⋅


Σ Ψ̂(r, t)

= 1− i
2
dϕ n̂ ⋅


Σ − dϕ n̂ ⋅ r ×∇( )
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Compondo	  várias	  transformações	  infinitesimais	  na	  direção	  n	  e	  definindo	  o	  	  
momento	  angular	  total	  


J = 

2

Σ+

L

obtemos	  

Ψ̂ '(r, t) = e
−iϕ

J ⋅n̂
 Ψ̂(r, t)

O	  operador	  J do	  campo	  fica 


J = Ψ+(r, t) r × 

i
∇+

2

Σ

%
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)
*∫ Ψ(r, t) d3r



Exemplo	  2:	  Movimento	  uniforme	  	  
	  
Considere	  agora	  que	  o	  referencial	  R’	  se	  desloque	  na	  direção	  x	  com	  velocidade	  v	  	  
em	  relação	  à	  R.	  Vamos	  escrever	  

v = c tanh χ

Com	  isso	  vemos	  que	  	  

Γ =
1

1− v2 / c2
= cosh χ e v

c
Γ = sinh χ

de	  forma	  que	  

a ν
µ =

cosh χ sinh χ 0 0
−sinh χ cosh χ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
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γ µa µ
ν = S−1γνS

Nesse	  caso	  pode-‐se	  resolver	  diretamente	  a	  equação	  para	  S	  

e	  o	  resultado	  é	  

S = exp −
χ
2
αx

"

#
$
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&
'= cosh χ / 2( )−αx sinh χ / 2( )

Exercícios:	  
	  
(1)  Verifique	  que	  a	  solução	  está	  correta	  subs-tuindo	  na	  equação	  acima	  para	  ν=0,1,2,3.	  

(2)  Verifique	  que	  a	  composição	  S’	  S’’	  resulta	  em	  uma	  transformação	  S	  cuja	  velocidade	  é	  
dada	  pela	  adição	  rela-vís-ca	  de	  v’	  e	  v’’.	  



Exemplo	  3:	  Reflexão	  	  
	  
Nesse	  caso	  temos	  uma	  transformação	  imprópria	  dada	  por	  

a ν
µ =

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1
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As	  equações	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ficam	  γ µa µ
ν = S−1γνS

S−1γ 0S = γ 0 S−1γ kS = −γ k

cuja	  solução	  é	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  como	  pode	  ser	  verificada.	  S = γ 0 = β



a	  reflexão	  espacial	  é	  então	  dada	  por	  

UP Ψ̂(
r, t)U+

P = γ
0 Ψ̂(−r, t)


