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* 2 — Um exemplo de sistemal caotico:
O mapa logistico

¢ 3 — Caos e Fractais



Sistemas Previsiveis e Nao- Previsiveis

¢ Calendario (@anes * Clima

bissextos, eclipses) * ElUuides turbulentes
® Penduloes (relogio) ® VMesa de pregos
® Sistemal massar ® Mesal de bilhars

mola



A Mesa de Pregos:
Caos e Deterrinisrmo

NN






http://serendip.brynmawr.edu/chaos/javacode/stad/Stadium.html

As equacdes de Newton, que regem a mecanica,
sdo deterministicas:

dadasias forcas agindersobre timssistenia derparticulas e
S| CONAIGOES IRicials dEVEMOGS) SENF Capazeside determinar
0 MEVIMERNto, do’ sistema.

SE jogamoes as boelinas (aprexiniadamente) do MESHO
mMoedo;, pergue elas nao caem (aproximadamente) no
Mesmo lugar?

Condicoes iniciais muito parecidas pedem provocar
efeitos dinamicoes muito diferentes!

Surpresa: sistemas muito simples podem, ter
comportamentos complexos, onde pequenas diferencas
iniciais sao amplificadas, levando a um comportamento
aleatorio.



3)

4)

Sistemas Regulares X Sistemas Caoticos

Sistema massa-mola

Péndulo simples

Sistema Terra-Sol

O pendulo duplo com molas


http://www.myphysicslab.com/spring1.html
http://www.myphysicslab.com/pendulum1.html
http://www.myphysicslab.com/pendulum1.html
http://www.myphysicslab.com/pendulum1.html
http://www.phy.ntnu.edu.tw/java/Kepler/Kepler.html
http://www.myphysicslab.com/dbl_spring2d.html

C) gscilziclor ela PIUfiigie

-

Periodic Forcing Flexible Beam

Magnets


http://www.math.udel.edu/~hsiao/m302/JavaTools/osduffng.html

Preto: x(0)=0.480 v(0)=0.355
Vermelho: x(0)=0.481 v(0)=0.355
Verde: x(0)=0.482 v(0)=0.355

CAQOS = sensibilidade a condicoes iniciais

imprevisibilidade




® Caos = sensibilidade’ as condicoes! Inicials

® Condicoes inicials muito proximas Separam-Se exponencialmente
rapido: (efeito borboleta)

* Existe um tempo caracteristico 1 dentro do gual previsoes sao

possiveis. Alem desse tempo o sistema torna-se imprevisivel. O
fator 1/t € chamado de



Perguntas:

® Porgue alglins sistemas deterministicos, Se
COmportam de fiorma Simples e outros de
formal quase; aleatoria (caotica)?

® Qual o mecanismo responsavel pelo
aparecimentor de dinamica caotica?

® Quais as iImplicacoes dor movimento caotico?

¢® Quao raros ou freglientes sao sistemas
caoticos?



Sistema dinamicos

Sistemas fisicos como o oscilador de Duffing ou o sistema
Sol-Terra-Lua sao complicados do ponto de vista matematico.

Vamos considerar aqui apenas sistemas dinamicos simples, que
servirao como modelos para o estudo de sistemas realistas.



X, = 49.0 X, = 0.030 Xo =1
7.0 x,=0.173... X, =1
2.646... X, = 0.416... X, =1
1.627... X; = 0.645... X; =1
1.275... X, = 0.803... X, =1
1.129... X = 0.896... X = 1
1.063... X, = 0.947... Xe =1
0 JC X, = 0.973... X, =1
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Ponto fixo Ponto fixo
instavel estavel
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Exemplo 2:

= 2.0

4.0

= 16

= 256

65536

= 4294967296

e T e

X,= 0.8 X,
X, = 0.64
X, = 0.4096
X; = 0.1677...
X, = 0.0281...
X = 0.0008...
1









Exemplo 3: o mapa logistico

Motivacao:
Seja X, a populagao de uma determinada espécie na geragao n.

A cada geracao uma parte da populacao morre e filhotes nascem.
O numero de individuos na geracao seguinte deve ser aproximadamente
proporcional ao numero de individuos na geracao anterior:

X ., = U X_ onde o parametro p > 1 mede a taxa de crescimento

Se a populacao fica muito grande pode faltar comida. Entao a taxa
de crescimento nao pode ser constante. Substituimos p por

u(1-X/X.)

onde X. € o maior numero de individuos que pode sobreviver com os
recursos existentes.



Veja que

Entao a equacao que descreve a populacao fica:

X =uX 1-X /X))

Dividindo os dois lados por X_e definindo uma nova variavel x, = X_/X_

X —

n+l




Pontos fixos: x,,; = X

Solucoes:

= 0.5

= 0.675
= 0.597...
= 0.650...
= 0.615...
= 0.640...
= 0.622...
= 0.634...

n

Xx=0 e X =(u-1)/u =0.629...
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Closeup of range: mu =3.0 - 3674

| | | |
‘close_up.dat’




Closeup of range: mu = 3.45 - 3.58

a.5




Closeup of range: mu = 3.544 - 3575




'bugsy2. dat’

Closeup of range: mu = 3.0 -3.679

Closeup of range: mu = 3.45 - 3.58

T T T
‘close_up.dat'




PiRamicar Alute=sSimia!

oraem ne Caes!




Para responder essa pergunta
vamos fazer uma analise
geometrica do problema.



u=4 f(x)=4x(1—-x) X = S ()

WA= 1






















Al Cada PESSe)rE o PROCESSOr pontosHncialmeEnte MUItorPROXIMOS
\/a0) SE afidstando; deVideraer EsticameEnto:

Selal distanciar Entre dois Pentes rEpresentar Uil Erfor na CondiGao
IRicIal, ESSEl Efrre acabal hicandor do tarmanhor der Espaco; tode), e
PEFAEMOS) 0 POdEr dEl PrEVISa0):

No caso da previsao do tempo, um erro de medida de 0.1 grau,
por exemplo, no dia seguinte representa 0.5 grau e cinco dias
depois 10 graus, perdendo totalmente o significado.

O processo de esticar e dobrar € o mecanismo

fundamental da geracao de caos.










Pontos que permanecem no intervalo
[0,1] apds N aplicacoes

Auto-similar

__, Poeira de Cantor

Conjunto fractal




1 - Fractais sao conjuntos auto-similares: ampliacoes
sucessivas do conjunto reproduzem exatamente o mesmo

conjunto.

2 — Fractais sao conjuntos quase auto-similares: ampliacoes
sucessivas sao parecidas com o conjunto inicial, mas nao idénticas.
O importante € que cada ampliacao revele novas estruturas.






A Curva de Koch e o Floco de Neve
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Adapted from Benoit Mandelbrot, Fracrals.

Stage 4




Tapete de Sierpinski













Viapas,Em DUaSHPIMENSE

(Xn+1 Yn+1)

f(xn»yn)




Mapas Quadraticos

Regra do jogo:
1 - ponto inicial € z,=0 [ou (X,Y,)= (0,0)]

2 — para cada valor de c [ou de (c,,C,)] verificamos quantos passos
sao necessarios para que |z.|2 > 4 [ou x 2+ Yy 2> 4]

3 — de acordo com esse numero de passos associamos uma cor
diferente ao ponto representado pela constante c. Por exemplo,
vermelho de sao necessarios trés passos, verde para quatro
passos etc.
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Jicler dar DImEnSae: Eractal

Tamanho NUmero

| | € N(€)
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4=22

16=4%4=42




4=22

Ya 16=42

1/2* (2)2 = (1/¢)?






12 8=23
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(2)° = (1/¢)’



Podemos entao definir a dimensao de uma
figura com base nesse processo:

Tomando o logaritmo dos dois lados podemos isolar d:



Stage 1

Stage 4

Adapted from Benoit Mandelbrot, Fractals.

Dimensao da Curva de Koch:

1/3
1/9

1/27

1/3k

16=42

64=43

4k



Exercicio: calcular a dimensao da esponja de Menger.

Resultado:

A esponja tem volume zero, pois d < 3, mas tem superficie
infinita, pois d > 2.

Quando colocada em um copo com agua o nivel da agua nao muda.

Mas se vocé quiser pintar a esponja, vocé precisa de uma quantidade
infinita de tinta!



Exemplos de Sistemas com

P j A ' Main Asteroid Belt Distribution
PO EMIES GE! tFES CORPOS
Cinturao de asteroides
antre Marter e Jupiter

S de Saturno

Aneis




MELELRBIOTIEE
0) =jizjto)f cja Eojrain)

EColodias:

MOGCEIOS Predaa@or-presa Com S ESPECI

‘4

(L

OUNIROS EXEMPLOS:

Pendulo duplo com hastes rigidas ou com molas

Osciladores acoplades nao-lineares ( redes atomicas)
Movimento de particulas em redes cristalinas

Movimento de eletrons em algumas: estruturas mesoscopicas

Fluldos turbulentos



Conclusees

¢

(efeitor berboleta). Apesar do; determinismo
das eqUaGOES de mMoVIMENEe NESSo: podEr de
previsao e limitado.

¢ € 0 Mmecanismo dinamico gue
produz caes (dinamica do padeiro).
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