Introducéao

O objetivo central deste aurso € estudar as propriedades ®miclasscas de sistemas mecéanicos cujos
andlogos classcos apresentam caos.  Vamos nos referir a este estudo como caos quartico, embora s
terminologia ndo tenha 0 mesmo sentido que seu andlogo caos cldssco. Um sistema é ¢asscamente cadtico
guando ele gresenta sensibilidade exponencial as condi¢fes iniciais : as ®lucbes $i0 tdo instévels que
trajetorias inicialmente vizinhas sparam-se exponencialmente rdpido umas das outras. Opondo-se a@s
sistemas cabticos estdo os sistemas integraves, onde a &isténcia de tantas constantes de movimento quanto
0 nimero de graus de liberdade faz @m que 0 movimento resultante sgja bastante simples. De fato, mostra-
se que em um sistema Hamiltoniano integravel com L graus de liberdade, trajetorias tipicas ocupam regides
de dimensdo L com atopologia de toros [1].

A teoria quantica surgiu no comeg do seaulo XX para eplicar fenbmenos microscdpicos para 0s
guais amecéiica désscade Newton ngo fornedaresultados satisfatorios. Dentre esses fenbmenos destacan-
e 0 caater quantizado de grandeza como energia e momento angular e & propriedades ondulatorias
apresentadas por particulas materias, que levariam a uma revolucéo de varios concetos classcos.

As primeiras idéias que levaram a0 desenvolvimento da teoria quantica asciavam os estados
guanticos com ondas cujo comprimento e frequéncia estavam asciados ao momento e energia da particula
pelas relagdes A = h/p e v = E/h. Impostas inicialmente por Planck ao foton para explicar o comportamento
da radiac® de rpo negro essas relagdes foram posteriormente postuladas por De Broglie avaler para
qualquer particula material. O valor numérico da constante de Planck, h = 6.6 x 10* Js, leva a
comprimentos de onda muito pequenos e dtas frequéncias para particulas maaoscopicas, correspondendo
de cetaforma a limite da Opticageométrica Para particulas movendo-se en um grau de liberdade esujeitas
a potenciais confinantes sbemos que & trgjetdrias $0 fechadas, ou periddicas, e para que a onda
correspondente se encaixa-se sobre atrajetéria, seria necessrio que o comprimento da érbita L fosse um
multiplo inteiro de comprimentosdeonda: L=n A =n h / p. No caso de uma particula presa en uma caxa
de cmprimento L is® leva 2L = n h/ (2mE)”? ou E = n® h* / (8 m L. Para potenciais do tipo oscilador
harmdnico ou no caso da equacé® radial de potenciais centrais, a definicdo de A fica invidvel, pois o
momento p ndo é mnstante. Como L p tem dimensdo de ac®, aregra de quaizacao foi generalizada para

S(E) :fp(q, E) dg=(n+1/2)k

onde 7 =h/(2m) . Para sistemas com apenas um grau cde liberdade a plicac® dessa regra de quartizacao,

conhedda hoje como regra de Bohr-Sommerfeld [2], fornecedtimos resultados no limite de grande nimeros
guanticos, tendo tido grande suces também na obtencéo das linhas espedrais do &omo de Hidrogénio.

Rapidamente a chamada veha teoria quanica com suas regras empiricas deu lugar a Mecéaica
Quantica nos moldes que a ®nhecemos hoje ean dia, onde & regras de quantiza¢ca podem ser obtidas como
aproximagdes da teoria completa. Qual 0 motivo entdo para que, passsdos mais de 80 anos de sua
formulac& predsa, voltemos a nos preocupar com meras aproximagdes? A reposta a 8 pergunta mmeca
também a quase 80 anos. Einstein, e depois Brillouin e Keller [3], generdizaram a féormula de Bohr e
Sommerfeld pera tratar sistemas integraveis com meis de um grau de liberdade, obtendo a regra de
guantizac@® EBK onde os niveis quanticos deveriam satisfaze
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onde y, sdo circuitos irredutiveis obre os toros onde o movimento classco amntece ea; sio fases
asciadas a0 nimero de causticas atravessadas pelo circuito correspodente.

O caso de sistemas ndo integréveis, onde o espa@ de fases ndo é folheado pa toros invariantes,
chamou a aencéo de Einstein, que viu ai uma grande obstrucéo a quantizac®. . Com a formalizac@® predsa
da Mecéica Quantica a regras de quantizaca tornaram-se desnecessrias e essa questdo foi praticamente
esquedda por muitos anos. Nao havia mais necessdade de se falar em trajetérias classcas.

Mais recaitemente, no final da décala de 60, o tratamento semiclédssco de sistema ndo-integraveis
voltou a tona cm uma perspediva diferente. Em vez de tentar congtruir a teoria quantica dravés da
mecéiica déasdca colocou-se aquestdo do principio da correspondéncia , que diz basicamente que en
certas stuagdes limites a teoria quantica deve se reduzir a dassca, pois sbemos, por exemplo, que eta
ultima funciona muito bem no mundo maaoscépico. Uma descricdo semicléssca de sistemas cadticos
deveria entdo existir e, dentro de dguma goroximaca, deveria ser posdvel determinar os niveis quanticos a
partir de informacé classca genas. N&o era daro no entanto como esse vinculo entre & teoria dasdca e
guanticapoderia ser estabeleddo no caso de haver caos. A resposta a ssa questdo sd veio com os trabalhos
seminais de Gutzwiller [4,5,6,7] que allminaram com a derivac@® da Férmula doTrago. A partir dai seguiu-
se um rapido desenvolvimento do que se @nvencionou chamar de Caos Quartico, estudo que investiga &
influéncias do caos classco em propriedades quanticas como niveis de energia efuncdes de onda. Hoje em
dia, com o avanco das témicas de litrografia de nanoestruturas, é posdvel estudar experimentalmente
sistemas com andlogos clésscos cabticos cujas condicdes justificam plenamente um tratamento semiclassco.
Ess tipo de approach é ndo sO muitas vezes mais smples do que resolver a equac® de Schrodinger como
também traz uma mpreensdo maior sobre quais caaderisticas basicas S0 responsaveis pelo
comportamento global do sistema.

Um dos objetivos principais desses notas é estudar em detalhe o limite semiclassco da Mecéica
Quéantica e @resentar um derivac® pas® a pas® da Férmula do Trag. Uma referéncia bibliografica
fundamental nessa a@eade pesquisa €0 livro de Ozorio de Almeida [8] Sstemas Hamiltoniancs : Caocs e
Quartizacdo. N&o temos agui a pretensdo agui de brir todos os topicos abordados nes livro nem de
Seguir o rigor que asua gresentacd® muitas vezes contém. A idéa ajui € de um curso mais introdutério
onde & passagens, as vezes sitis, sdo discutidas com mais detalhe témico do que cderia en uma aordagem
mais abrangente.

Antes de entrarmos no cédculo semiclassco propriamente dito, vamos rever algumas representagdes
guanticas que sdo particularmente Gteis no estudo semiclassco, como as distribuicdes de Wigner e Husmi, e
discutir alguns exemplos. Estudaremos em seguida o limite semicldssco de sistemas com apenas um grau de
liberdade, que, por sua simplicidade, permitira o cdculo completo do Propagador e da Funcdo de Green,
assm como dos niveis de energia edas funcbes de onda semiclasscas. Além do cdculo explicito, o caso de
um grau de liberdade nos trard intuicdo sobre ainterpretacd® geométrica de varias quantidades clésscas,
como a ac® das trgjetorias, as perficies Lagrangeanas e os diversos indices de Maslov que permeiam o
cdculo semiclésgco. Depois dese aquedmento trataremos o caso geral de L graus de liberdade, comecando
com sistemas integraveis para, finamente, ataca o sistemas cadticos onde deduziremos a famosa Férmula
do Trago de Gutawill er, considerada apedra fundamental no estudo da calogia quéntica

No restante deste cagitulo apresentaremos uma discussio sobre o significado da expressio caos
guartico e introduziremos os concetos de propagadores e fungdes de Green, que terdo importancia
fundamental em toda a adlise semicldsscaque gresentaremos.
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1.1 - Caos Quantico

A definicdo de caps classco ndo pode ser passada diretamente a mecénica quantica por envolver o
conceito de trgjetéria. Como 0 estado de um sistema quéantico € determinado pela sua funcéo de onda, em
vez de ser dado por um ponto no espag de fases, podemos pensar na sensibilidade & condigdes iniciais no
seguinte sentido: dada uma Hamiltoniana H com

5

¢, >=E,[p, > 1
estudamos a separaca temporal de dois estados vizinhos dados por

w©)>=3y c.l¢, >

@ ') >= (C,+5,)4, >
Definindo a disténcia no instante t, d(t), entre dois estados da maneira usual obtemos

0’0 =[w' ©>Hw©> =5 | &f

e D '
E fadl checa que d(t) = d(0) paratodotetodo H! Ou sga, ndo sO a distancia eitre [p> e |qJ >
ndo aumenta exponencialmente mm o tempo como ela fica onstante.

Uma outra maneira de ver ess problema é aseguinte : definimos os coeficientes dependente do tempo
Cn (t) — Cne—iEnt/h
deformaque

wl)>= 3 C. b, >

n

Substituindo na equacé de Schrédinger dependente do tempo vemos que os C, ‘s devem obedecea a
equacad linea

¢ =—'EC, .
7

Separando C, em parte red e imaginéria, C, = Q, + i P,, vemos que Q, e P, satisfazem as equagdes de um
oscilador harménico com frequénciaw, =E, /7 :

P = _('onQn ; Qn =w,R n:1’2""

n-n
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Esse onjunto de equagdes pode ser obtido através da Hamiltoniana déssca auxili ar

H =5 ()

n=1
gue éintegravel. Astrajetérias Qn(t), Py(t) cobrem toros de dimensdo infinita enenhum caos é esperado.

Portanto, ndo ha caps quéantico, mas certamente ha cas classco. Como fica eitdo o Prinipio da
Correspondéncia? Es< principio, formulado por Bohr em 1923[9,10] por ser resumido na frase: “A teoria
guartica devese aproximar da classca assntoticamente no limite dos grandes nimeros quarticos (ou,
formamente, no limite # - 0)”.

O ponto central dessa goarente inconsisténcia édiscutido por Berry [11] e reside na ndo-analiticidade do
limite # - 0. Como exemplo, Berry toma a interferéncia entre duas fontes de luz equidistantes do
observador q :

& q &

A intensidade édada pela superposicéo de duas ondas com nomentos +p e -p,
| =|elPa 4 g iPa/h|? — 4 0g? pq/ h.

Ja ayui o limite semicléssco é patoldgico devido a eisténcia de uma singularidade essencial. O limite
classco correto, onde aintensidade de duas fontes é o dobro da intensidade de uma Unicafonte, so € obtida
fazendo-se uma média sobre um intervalo A g finito, correspondendo a impossbilidade de medidas com
predsdo total:

q+Aq/2

| lassca= I|m lim — 4.c0s° (—) dg =

cassca q L 0RL0 Aqq Jq/z

= lim ImEP_+ 2 sm coé% 2
= | | e E— =
Ag-07-0[] pAQ %

Note que os limites # -~ 0 e Ag - 0 ndo comutam. Um outro caso muito importante € ando
comutatividade dos limites 7 - 0 e t - . O estudo do espedro de eergias esta ligado aos estados
estadonérios e, nese ca&0, O limite t - o« € inevitdvel, como veremos a seguir. Por outro lado, caos
classco implica en ergodicidade emixing, propriedades que s6 podem ser verificadas num intervalo infinito
detempo. Ai parere residir a ndo-trivialidade do principio de @rrespondéncia, pois para faze aflorar o caos
classco a partir da dindmicaquéantica ambos os limites devem ser tomados. Voltaremos a essa questao
nos capitulos seguintes.

A discussio adma sugere que cacs quartico deve ser encaado como um estudo do limite semiclassco
de sistemas cujos andlogos classcos sjam cabticos. Em particular, deve-se buscar propriedades que sgjam
tipicas de sistemas cabticos e que ndo ocorram em sistemas integraveis. Uma dessas propriedades é fornedda
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pela distribuicdo estatistica dos niveis de energia. Apesar dessa propriedade estatistica ser de grande
importancia na caaderizaca do caos quartico, ndo abordaremos esse topico aqui. O leitor deve cnsultar o
livro de Ozorio de Almeida para uma introducéo e referéncias basicas obre o asaunto.

1.2 - A Funcéo de Green e o Propagador

Os principais objetos de interes®e neste arso serdo fungbes de onda, niveis de energia, evolugéo
temporal de estados iniciais e propriedades estatisticas do espedro. Uma quantidade muito Util nese estudo
€ adensidack local de nives, ou Funcdo de Green, definida como

il e Oula)ela) | 1 ,
G'(aa.E)=) E(—I)En+(ie)=<q|E—H+ie|q> @

n

onde, por razes témicas que veremos adiante, devemos tomar o limite € - 0 e onde ¢n(q) =<q$,> sd0

as autofuncdes de H com autovalor E,, Eq.(1). Estaremos smpre aumindo que H tem espedro discreto.
A Funcédo de Green tem polos nos niveis de energia. Dos residuos pode-se etrair as autofungdes. Se

conseguisEmos uma groximaca® semiclassca para G(q" ,q',E) poderiamos asociar aos fus polos os
niveis de energia semiclasscos e as fus residuos as fungdes emiclasscas. Ocorre que groximagdes para
a Eq.(2) ndo sdo facas de se obter diretamente. A idéia entdo é faze uma transformada de Fourier e
escrever G em termos do propagado K+(q",q',t) :

I7( E+i s)t

G+(q“,q',E)=%J'K+(q",q',t) e dt 3

Aqui o propagador é definido como

K*(a",a,t) =<' K" (0)]or> @

e
K*(t)—g 0 s t<0 .
_%e—lﬁt/h ®e t>0 ()

O operador K*(t) € asolugé da equac®

K~ . .
ih%—t—HKzihé(t)l , (6)

ou sgja, é afungéo de Green temporal da equacd de Schrodinger. Usando a representac@® de aordenadas
podemos re-escrever (6) como

ih% K(g",q. ) - AK(q".q.1)=i25(0)5(q"q) ©0)

onde H atuanavariavel g’ e g étratado como um parametro fixo. Dada uma ndicZo inicial |qJ (0) >
qualquer, entdo
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n

w(t) >= K (Q)w(0) >, (7.3)
ou

w(a.t) =K (a.q.t) (g0 dg (7.b)

Para ver que & equagies (2) e (3) correspondem a mesma definicdo de G, inserimos (5) em (3) e
fazemos aintegracé:

(q q, E I<q |e‘lHt/h '>e%(E+ie)t "

1 D ® E—En+ie) t
e’ dt
=i laela)]

Fazendo aintegral etomando olimite € — 0 obtemos

;(E—En)tﬂ ®

6'(a.a8)=Y = 0, (a)o,(a) T———

" %(E—Enﬂs)o
Z ¢ ldlo,la) (8)

onde deixamos € paraindicar o proceso que foi exeautado. Da mesma forma definimos

@_e—im/h % t<0

(=0
Kt F0 e t>0 ©
e
G ( " E) i j)"_< i UR i(E—is)t/hdt 10
a'.q =lim 15 q'le™ a> e (10)
¢, (q) d,(a")
:Z E-E, -i¢ (11)

Podemos ainda re-escrever G* em termos do seu valor principal de Cauchy. Como
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1
1 (e-g,) _ ie
- + = 2 2 + 2 2
E-E,xie  (E-E,) +¢ (E-E,) +¢
entdto se EZ E, o limite € - 0 no segundo termo se awla e no primeiro fornece , que
indicamos por
E-E, 01 €
lim > =P L
€-0 (E—En) +£2 [E_En[

onde P representa a“parte principal”, sem o polo. Se E=E,, ess primero termo se awla eo segundo
termo diverge. Entéo,

. € _ B
LIET& W—AG(E En) .

Para determinar o valor da monstante A integramosde —c a +oo:

e e dE

lim =A
bt HOiE Ey i+e

fazendo (E— En) =¢ tg0 aintegral pode ser caculada eobtemos A = 1. Assm,

0o 1 0O
=P E}T—mé(E—En) (12)

Dessaforma, re-escreveremos as Eq. (8) e (11)

*(q",q",E) = PEZ E— DJ?HTZ(I) (q")é(E—En) (13

Podemos smplificar um pouco essa expressio se estivermos interessados apenas nos autovalores e néo
nas auto-fungdes. Paraiss tomamos o trag de G* e obtemos a funcdo resposta:

G*(B)=tr[G*(q".q".E)] = [daG*(q.q.E)

1 O (19
EPE;E = E}?mZé(E—En)

n

A densidade de niveis n(E) é definida como

10
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n(E) == Im(G*(E)) =-——(G"(E) -G ()

1
T

(19
=5 5(E-E,)

e tem uma singularidade do tipo delta en cada nivel de energia:

A

n(E)

\4

EE E E E E E, E

As equagdes (13) e (15) e sua mnexd com o propagador via transformada de Fourier, EQ. (3) seréo
fundamentais na andlise que faremos nos proximos cgpitulos. A idéla ceitra é a obtencd do limite
semicléssco de K(q” ,q',t) em termos da formulagé de Feyman de integrais de trajetéria € em seguida, obter
aproximagdes £miclasscas para G(q” ,q',E) e n(E). Aqui é importante notar que apasssgem de G - K
implica na integracd® (3) sobre todo o tempo. Temos ai o problema dos limites # - 0 e t - o
aparecendo explicitamente.
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