Quantizacao Semiclassica de Sistemas
Integraveis

Passaremos agora @ estudo de sistemas com nmeis de um grau de liberdade. Existe d um salto
gualitativo muito grande devido ao fato de que, em geral, sistemas com meis de um grau de liberdade sdo
ndo-integraveis e gresentam regides do espa@ de fases onde o movimento é cadtico. Neste caitulo nos
restringiremos ainda aos sstemas integraveis, tratando os ndo-integravels apenas no proximo capitulo.

5.1 Funcdes de Onda Ligadas a Toros Invariantes

O procedimento semicléssco descrito no Capitulo 3 pode ser generdizado para mais graus de
liberdade. Seguindo o livro de Oz6rio de Almeida [8], comecaemos com a descricdo WKB dependente do
tempo e veremos b que condicdes essa formulacd pode ser dirigida para o cdculo de aitofuncdes e niveis
de eergia, i.e., tornada em independente do tempo. Nesta descricdo uma solucdo genérica da equacd de
Schrdédinger dependente do tempo,
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onde A ec sdo fungbesredse = (0, 9z, ..., g.). Substituindo na equacé de Schrodinger obtemos
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gue recnhecemos com a Equagédo de Hamilton-Jacobi [21]. Calculando a derivada total de o em relac® ao
tempo e usando a equacd (3) obtemos

do _do ., 00 _ . _

—=—q+—=pg-H =L

dt dq ot

Dada uma @ndicZo inicial o(q,0)=R(q) , asolugé dessa equaca diferencial é [22]

q,t

a(a.t) = R(@p) * [L(G.6.0dt=R(gy) + [ [pa—H]t (@

qoyo

onde qo € tal que atragjetéria partindo de o atinge q no tempo t. Os momentos inicial e final sdo dados por

oR lile) i . . N
Py = 2 e p=£ . Dessa forma, a evolugdo tempora da funcdo de onda semiclasdca esta sssociada a
0

evolucéo tempora da superficie L-dimensional definida por p=p(qg,t)=do/dq. Em t=0 construimos a
superficie inicial L, definida pelos pontos (g, p) = (q,0R/ dq) e, propagando cada um desses pontos por um
tempo t com as equagdes classcas de movimento geramos L,  Estas superficies 5o Lagrangeanas, ou sgja,

0o
dg=¢ —dg=¢ do=0
J pda=§ 7 da=§
Y Y Y
paratodo circuito y redutivel sobrelL, .

FuncBes de onda estadonérias correspondem as superficies lagrangeanas invariantes, ou sgja, p =
p(g). Emtermosde o, asolugéo deve ser daforma

o(a,t) = Xa) - Et (5)
que transforma aEg. (3) em
o B ©

gue é aEquacd® de Hamilton-Jaobi independente do tempo. Solugdes completas dessa equacé diferencia
SO existem quando o Hamiltoniano é integravel [21,22]. Ness ca&0, as superficies invariantes s toros, que
aparecem em familias s1aves parametrizedas pela varidvel de ac® |. A familia de toros € designada por

p=p(q 1)

gue éuma fung& com um niimero par de folhas (2 no caso unidimensional). A funcé o € a ac8, integra da
lagrangeana, ao longo datrajetéria, que pode ser indexada pelo toro onde atrajetéria se encontra,

o=0(q1) .
Esta étambém afungo geratriz datransformag candnica (a,p) - (1,4) quelevaH(g,p) emH(l) :
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Determinamos agora a anplitude da fungé de onda usando o fato de que | comuta wm H e é
portanto conheada0 exatamente. Enté&o,

[, (6)[" = constante=c?

Como a probabili dade se mnserva independente da representacé

W, (¢)|2 dp =, (q)|2 dq

e
s 2, Cod o Ua?o
A —|l]J|(q)| =c det%%—c detElmTqa
de formaque
) 1
0°0|2 Lio(q,l,t)O
w,(0.1) = c|det =2 eXDDMEI

dlaq nog
Agora falta gpenas superpor ondas do tipo adma para & vérias camadas do toro. Usamos também
(5) para escrever U, (q,t) = w,(q)eE"" e

EBZSJ(q)%b Hs,(q) ipmE

W (a)=cy ‘dﬁm -—L (7

exo
j H & 4 E

As fases B; sd0 constantes em cada folha, obtidas mudando-se de representacé® ao longo das

causticas, como fizemos no Capitulo 3. Como no caso unidimensional podemos agora impor que avariag@®
total da fase de @, (q) ao longo de um circuito fechado qualquer sgja mdiltiplo de 2 paraque Y, ()

estgja unicamente definida.  Em particular, essa condicé pode ser aplicada para cala um dos L circuitos
irredutiveis y, do toro, onde L € o nimero de graus de liberdade. 1s9 daL condigdes do tipo

f p(q.1)dq = 2m|n, +a, /4] =2, (8)

V‘
onde a, = [ variag® de 3, ao longo do circuito y;, ] / 2 = indicede Madlov do circuito v,
As L equagdes (8) determinam I, =h(ni +a, /4) e & auto-energias 90 dadas por

E, =H(I =h(n+a/4) )
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gue é onhedda mmo regra de quantiza¢a de Einstein-Brill ouin-Keller, E-B-K.

5.2 Degenerescéncias no Espedro Semiclassco

Vamos considerar o caso bi-dimensional por simplicidade, onde a Hamiltoniana déssca pode ser
escrita em termos de duas variaveis de ac®: H = H(l4, I2). A regra E-B-K diz que os niveis de energia séo
dados aproximadamente pela equacé@®

oo, = H(r(n, +a, 714),8(n, +a, 1 4)).

Vamos analisar essa expressio no espa de ades (I1,12). Resolvendo a equacd® E=H(I,l,) para
I,=I5(11,E) obtemos, para cala E fixo, a projec® da superficie de energia no plano (l4,12). No caso do
oscilador harmonico bi-dimensional, por exemplo, E =w,l, +w,l, e |, =-w /w,|,+E/w, . Variando E
continuamente, cada vez que a a@rva Iy(I,,E) passar por um ponto da “rede”
|, =h(n, +a,/4),1,=#(n, +a, /4) teremos um autovalor quéntico indexado por (n,,n,), como mostra a
figura aaixo:

l,/h
A curvafinarepresental, = I(I1,E). Neste exemplo a energiada aurva corresponde aEss.

Vamos agora supor que aHamiltoniana H dependa suavemente de um parametro A . Vamos supor
também que o estado correspondente aum dado ponto da rede (nl,nz) sgja ndo degenerado para A = A,

isto é a arval, = IZ(Il,Eﬁfn2 ,)\O), com Ey =H(#(n, +a,/4),a(n, +a,/4),),), pase por (n,,n,) e

por nenhum outro ponto da rede. Fica ettdo claro que se R=4/n? +n2 for grande, uma pequena variagé®

em A farda com que IZ(I 1 Eﬁfn: o Ao +6)\) intersede outro ponto da rede produzindo uma degenerescéncia

como mostra a eirva grossadafigura adma.
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Vemos entdo que mnseguimos induzir degenerescéncias em um sistema integrével variando um anico
parametro continuamente. Es< resultado difere do caso genérico, onde énecessario variar dois parametros
para obter uma degenerescéncia. Para ver is®, consideremos dois estados de Ho |9, >, e |d_ >,
degenerados com energia E,. Fazemos agora uma perturbacé escrevendo H = H, + H,e e perguntamos
como deve ser essa pertrubac@® para que os novos estados |¢p, >, e |p_ >, continuem degenerados. A
teoria de perturbaca usua nos diz que anova energia édada por E, + €E, onde

1
2
E = %(Hl" ¥ Hl”)i%%Hl” -H e 4R B

onde H®=,<¢_H,|¢,>, . Paraque ¢, > e [p_> continuem degenerados, o termo dentro da raiz
guadrada deve se anular. No entanto, como este termo é uma soma de quadrados, é necessario que

H"-H; =0
e
H;" =0
smultaneamente. Assm, se aperturbac® é pensada cmo produzida por variagdes em parametros de Ho,
devemos variar dois paréametros para satisfaze as duas condicdes adma eproduzirmos uma degenerescéncia.

Uma maneira interessante de visualizar ess problema é desenhar as energias E*, de cala um dos
estados |¢p, > e |d_ >, como funcéo de dois parametros A e B de Ho, como mostrado a seguir:

A

Umcorteen A=A, #A* fornece
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mostrando a “repulsdo de niveis’. Parauma andlise mais detalhada veja os trabalhos de M.Berry [23].

5.3 A Funcé de Wigner Semiclassca

Uma vez obtida afun¢é de onda semicléssca podemos usar a Eq. (12) do cepitulo 2 e determinar a
func& de Wigner semicléssca 0 que vai posshilitar uma visdo no espag de fases e uma comparac® direta
com os toros invariantes classcos. Assm,

1
(2rm)’

W(a, p)= 7= [ (a-Q/2p(a+Q/ 2™ dQ

C2

(2rn)

de%(qﬂglz,l)Eﬁe%(q—(glz,l)%zd(g (10)

No limite dassco 7% — 0 esperamos que W(q,p) segja ndo-nula genas *

f eeflsla+ra1)-s-/21)-palfix

p=p(a.l)= ﬁg—jﬁ

gue corresponde apontos (g,p) na superficie lagrangeana invariante, ou seja, nos toros. Nesses pontos a fase
da Eq. (10) é etadonéria para Q = 0. Expandimos entdo a fase aé 1* ordem em Q = 0 e & amplitudes até
ordem zero:
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¢ =S(a+Q/2,1)-S(a-Q/2,1)-pQ

299

0. Q7 (p(@.1)-pk

Q=0

$=9(Q=0)+

e obtemos

C2

(2rm)

W(g, p)=

detgptheh Plare =C

det&p‘ p-p(g.1))

Escolhendo entéo ¢® = (2m)"~ para garantir a normalizag® de W, obtemos

W(a.p) = (2m) " &(1(a.p)- 1) (11

Ent&o, no limite désdco, a fungd de Wigner € uma delta distribuida uniformemente sobre o toro
cléssco correspondente.

Podemos agora refinar esse resultado tratando do limite semiclassco. Neste limite

o 0S L
esqueceanos a ondicdo classca p = % e procuramos todos os Q’'s que tornam afase ¢ estadonéria (e

ndo apenas Q = 0). A condi¢éo &

.3§§@+6/ﬂ+g§@—6/ﬂ§—p:o

ou . .
pla+Q/2)+ pla-Q/2)
2

Dado entdo o ponto cléssco (g,p) onde W serd avaliada, se eistir um c_g tal que a ondicd adma

sgja satisfeita; entdo, o valor de W(q,p) é semiclasscamente significaivo e pode ser pensado em termos da
Corda de Berry. Estas s9o cordas do toro classco que tem (g,p) como ponto médio, pois

(12

_la+Q/2)+[a-0/2)

(13

pla+Q/2)+ pla-q/2)
2

e 0S pontos (q +Q/2, p(q +Q/ 2)) estdo sobre o toro cléssco, pois
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embora (g,p) ndo estgjam:

A

Q
—>

Tl

\4

Afase ¢ cdculadaen Q &

o=s(q+Q/2,1)-sla-Q/2,1)- pQ

q+6/2 q—6/2

= [ pla.1)da- [ p(a.1)da-pQ

q+QI2
= [p(q,|)dq—p6 = A = &eadaorda (14)

9-Q/2

Finamente notamos que se Q satisfaz (13), entd -Q também satisfaz e ¢(—c_g)= —¢(c_g) .
Podemos entéo escrever.

W, (a,p) DZ[T[(ZTIh)]JZ]_l > Vj_; cos{Aj | h- r]jn/4] (15)

cordasj

onde V; e n; podem ser cdculados explicitamente [24]. Quando (p,q) tende @ toro pode-se mostrar
queV, - 0, de forma que recbramos o resultado classco, ou sgja, o toro € caisticade Wigner. Vale notar

quepara i - O W(q,p) ndo se anula fora do toro, mas oscila rapidamente de forma que qualquer média
resulte an zero.

5.4 Teoria de Orbitas Periodicas

Nos préximos capitulos desenvolveremos a teoria semicldssca para sistemas ndo-integréveis ou
cadticos. O resultado central que deduziremos é mwnheddo como Formula do Trago de Gutzwiller e reladona
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a densidade de niveis n(E) (vegla aEq. (16) do capitulo 1) com uma soma sobre 6rbitas periddicas. No caso
integrével que tratamos agora, a regra de quantizac® EBK, Equagies (8) e (9), ndo estdo diretamente
ligadas as orbitas periddicas: o estado quéntico indexado pelos nimeros quénticos (n,,n,,...n,)=n eta
asciado a um toro invariante dado por

I, =h(n, +a, /4).

Asfrequéncias obre estestoros 0

_oH(1)
W, = al, (16)
cdculadas em
1, =(n(n, +a, 74),8(n, +a, 14),......5(n_+a, /4)) 17)

e, geramente, essas frequéncias £rdo ndo-comensuravels.

Apesar desta goarente disparidade entre o resultado de Gutzwiller que obteremos adiante e aregra
EBK, Berry e Tabor [25] mostram que éde fato posdvel re-escrever a EQ.(9) de forma areladonar os nivels
semiclésscos com as Orbitas periddicas. Nesta sec@® apresentamos as principais idéias do trabalho de Berry-
Tabor.

Comecamnos utili zando diretamente aregra EBK na densidade de niveis:

n(E) =Y JE-E,) 0 JE-H(m+a/4)) , (18)

m=(m,,m,,...m_)
a=(a,,0,,.a,.)

€ 0S m; S80 nUmeros quanticos positivos ou nulos. Usamos agora aFérmula de Poison,

Y AE-f(m) = [da(E-f(1) e ™ (19)

em (18) e obtemos _ _
n(E)zhiLg e_za'Mlo_[ di 3E-H(I))e * | (20)
=B+ Y e 7 ny(E) (2

M#0

onde nre(E) € a ontribuigéo do termo com M = 0 na Equacé (20).
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Vamos agora obter expreses smiclasscas para n,- e n, separadamente.  Primeiramente
temos

r]TF(E) = hiLJ.dLlé(E_ H('))

1 cd“1d
=]

hL Leé(E_H(l))

(2m)"

= - [dpdas(E - H(a.p)) (22

gue éo resultado de “Thomas-Fermi”, também conheddo com Termo de Weyl, representando uma fungéo

suave da energia com ainterpretacé de que cala estado ocupa, em média, umvolumede %" no espago de
fases.

Passamos agora para os “termos oscil antes’
N :J'dl‘|5(E -H (l )kzm’M.l./h

Temos L integrais e goenas uma fungéo delta. Induzimos entdo um sistema de ordenadas que nos
permita diminar essafun¢éo delta, como mostra afigura aaixo:

I3

&o
&s
&1

Assm, (El,Ez,...EL_l) sdo coordenadas obre asuperficie de energia e &, mede adistancia de um
ponto | a superficie H(I) = E.

Ento,

N :I d-s eZT[iI.M/hI dEOB(E— H(Eo))
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:I dL—lz eZT[iI.M/hI dé, 6(20)/

onde usamos H = H(&,) pois, por definicéo, H ndo varia & longo de &,,...&,_, . Além diso, assuimimos
gue amudanca | — & tem jambiano 1, o que também mostra que

oH

3 (23

ﬁ:ﬂga_lzw(l)gﬂ
06, Jl 0&, o0&,
implicando em
oH | _
E =la(l) | (24

As L-1 integrais restantes $i0 agora feitas por fase estadonaria. O ponto ¢, estadonério é ta
que

M.aa?l=0 em {=¢, paa i=12..L-1 (25

I - . L . N
Como aa— s80 vetores tangentes aH = E, o ponto estadonario ocorre quando Iy for perpendicular aH =
i

E. Se lembrarmos ainda que

o= _H 9 _ el e (26)
o, o1 0 0¢,
vemos que
w(l,)dOM
ou sgia,
w=w, (M ,M,,M,,..M ) (27)

e temos frequéncias comensuraveis, correspondendo a um toro radona com drbitas periddicas.

A Acdo daorbita periodicasobre Iy é
S(M)=2r,M, +...21 M, =27i,,.M
=2, [t =S, (28)
onde re-escrevemos M em termos de fatores primos entre Si:
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e g éum inteiro qualquer (inclusive negativo), q# 0 .

Para completar a integrac®, fazemos as integrais gaussanas. O determinante que val para o
denominador é

-1
/JEI&I

de —MD5| q
313

7 5565\ On O

-E’LH 'K

onde K(I) é a“curvatura escdar” da superficie de energia projetada no espag das agdes. Finamente, se

2
B(u) € 0 numero de autovalores positivos menos 0 nimero de aitovalores negativos de u[.laEale
iYG]
obtemos (levando em contaque g pode ser positivo e negativo),
2 1
U(E):UTF(E)*'W Z R — ‘KI X
L e el )0
quadrante
O
Coﬂl%ﬂh- : E*"B(u)
2 B 2 4 E
Z -1 (29

gue é aFérmula de Berry-Tabor para r](E) em termos de Orbitas periddicas. Note que asoma sobre q
diverge se

=2mrt

S(u)rn-=ET

ou,

2rt(1 17— a / 4) T =2mm
ou ainda,

| =a(m+a/4)
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onde m € um vetor inteiro. s rembra EBK exatamente. Berry e Tabor [25] apresentam uma discussio

bastante cmpleta sobre aférmula semiclasdca (29), aplicando-a inclusive para potenciais esféricos do tipo
Morse, e nos referimos a ese trabalho para maiores detalhes.
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