Funcoes Zeta

8.1 A Funcéo Zeta de Riemann

A Fungé Zeta de Riemann tem sido utilizada om interese aescente nos Ultimos anos pelos
caologistas. Nesta se¢c@ apresentaremos de forma bastante simplificada dguns dos motivos que geraram esse
interesse. Entre & vérias formas de se escrever fungéo ((z) as duas mais conheddas 50 em termos de uma
soma de Dirichlet sobre inteiros ou com um produto de Euler sobre 0s nimeros primos:

q(z)=z n—lz ,R.(2)>1 (1)
ou
2 =1 o Re(@>l (2)

A famosa Hipétese de Riemann é ade que 0s zeros ndo-triviaisde ¢ tem sempre partered igua aVz:

q%HEnﬁ:O, E, red . (3)

Apesar de ndo ter sido demonstrada, existem muitas evidéncias numéricas deste resultado. Este fato
levou M. Berry [29] a mnjedurar que os E, sdo autovalores de um operador hermiteano cujo andlogo
cléssco corresponderia auma Hamiltoniana cabtica sem simetria de reversdo temporal. Essa Ultima parte da
conjeduraficamais clara @™m o estudo das propriedades estatisticas dos niveis E.

O que mostraremos aqui, seguindo M. Berry [30,31] € que a guacd (2) pode ser reecrita de duas
formas, uma semelhante a“soma de Gutzwiller” e outra en uma soma finita sobre inteiros. O andlogo da
féormula do tragp dessa soma finita é a bamada Resnacdo e Berry-Keating sobre pseudo-oOrbitas
periddicas [32,33].

Em primeiro lugar notamos que os zeros de { estdo locdizados na regido onde nem (1) e nem (2)
convergem. VVamos por enquanto ignorar ese fato e computar a densidade de zeos de {(z): a cala zeo {(2)
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muda de sinal, e portanto, seu logaritmo ganha ou perde umafase itt. A densidade oscilatériade zeos é entéo
aquantidade de 1t's contidos em log { por unidade de energia

d(E) - d(E) =d%ilmlogq%+iEE (4)

Usando (2) para { vemos que

0 1 1 o
IOQC%HEHﬂOQFpll_pW:Z '091_pw=‘z log(1-p™*%)

p p
e
d IIO -12-iE
—|09<%+IEH= Z LSZ.E
Z_Z ip—ﬂz—iEIngz p—n/2—inE=_Z Z ||ng p—n/2—inE
p n=0 p n=1
oqueleva a
d(E) - d(E)———Z Z logp p 2 cos(nElogp) (5)
p n=1
' ||
Z Z logp expD——Iong exp{lnEIogp} (6)

n=—o

As expresHes adma sao do tipo Gutzwill er, onde os primos representam Orbitas primitivas e n suas
repeticdes (a linha nesta soma indica que n = 0 ndo entra). Comparando com a Equacd® (14) do capitulo
anterior fazemos as identificagdes

S,,(E)=Enlogp - S, =Elogp

0S,,
Tp(B) = IE =nlogp - 1, =logp

nl,
— logp

T
A(E)=logp e 2 = =-—Pt—o
Jee{n,}
Dessaforma a epressio (5) fica

[hS, (E) L

_ 1 ®
d(E)=d(E)=—£§nZl Wcosa T (7)
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A densidade média d(E) é monhedda edada por [34]

d(E) = %Tlogﬁgi (8)

8.2 Riemann-Siegel e Funcdes Zeta Dinamicas

1 L
Voltemos agora aférmula (1) para zea. Calculando {(z) em z= > +iE e dividindo a soma sobre o0s

inteiros em duas partes temos :

—[1 <« exp-iElogn; & exp-iElogn
C%-FIE@_ nzzl F{ nl/2 } In;ﬂ F{ nl/2 } (9)

onde n* é um inteiro arbitrério que sera ecolhido mais tarde de forma @nveniente. Agora glicamos a

férmula de Poisson no segundo termo, ou sgja, usamos arelac@®

1
b+

b 0 2
> fm= > [t "™ dx (10)
n=a m=—o 1
y
e obtemos
o glFlen = exp{2nimx - iElogx}
z V2 = z _[ 2 dx (11)
n=n*+1 m=—o0

n*+—
2

Para E grande podemos faze a integral pela goroximac® de fase estadonéria. Nessa goroximac® as
contribui¢des relevantes ocorrem para

x=x=E/2mm

01 . E . .
Como n + > < X< oo, goenas 0s mno intervalo 1< m< Py contribuem, e asoma sobre m fica
m

finital A fase do integrando ¢ = 2rimx — Elogx pode ser expandida aé segunda ordem em torno do ponto
estadonario efica

o0 =¢(x) + %q)"(i) (x-%)°

- E E E
d(x)=E- Elog%% E- EIOQEF@- EIogm=—EIogE!TH+ Elogm
mrt I e
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8
0 E 4r*m?
X)=— =
X E
e aintegral fica
. 1 1
Efzz"” @mE OmE 3 Es-'El HUE BJF.EI E
ex IEloQ+—— =logm
m=1 H E H EbT[szH p|:| gEQT[eD ° C
in/4
_ z eI]J2 e—iEIog(E/ZTle) iElogm

E/2mtn” _iElogm

= exp{-2miN(E)} ) 7

m=1

N(E):%Ioga%e@rg

onde

(12

(13

Note que :—II: = a(E) , equacd (6), de forma que N(E) € afungéo escada que mnta os zeros de {(2).

Note dnda que, a menos do fator de fase, (12) € o complexo conjugado do primeiro termo em (9) se

escolhermos

Com essa escolhatemos

VB2 cod Elogm - TiN(E)]

q%HEﬁDZ exp{-miN(E)} )

m=1

(14

(19

que é (esencidmente) a formula de Riemann-Siegel. E com ess féormula que se tem computado
numericamente os zeros de { . Note que da é atremamente superior a seu andlogo de Gutzwiller, (7).

Aqui, aduda soma sobre p e n é substituida por uma Unica soma finita sobre m!

Uma primeira goroximaca para cdcular os zeros de (15) consiste en tomar apenas m = 1. Is0 leva a

regra de quantizac®
1
N(E )=n+=
(E,) n+-

onde N(E) é dado por (13). Ostermoscom m= 2 oscilam mais lentamente eo Ultimo € quase ongtante. A
pergunta entdo & serd posdvel resonar a formula do trago e transformé-la en algo andlogo a equacé (15) ?
Para is® predsamos de uma fung&o cujos zeros, e ndo pélos, sejam os niveis de energia. Essas fungdes 80

chamadas de Funcdes Zeta Dinamicas.
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Consideremos entdo, como Berry e Keaing [32], a expressio

A(E) =defA(E, H)(E - H)|= I'J_I[A(E, E)E-E))]

(16)

onde A(E,E)) € um fator de normaliza¢c@® conveniente que ndo posali zeros. Entdo, A(E) tem zeros nos

niveis de energia, como desgjado. Seja agora

f(E)=trlog(E+ie-A) = log(E+ie-E,)

Ento,

df 1 1 o _ .
d—E:Z m:PPEZE_E E{-IT[Z 6(E—En)—G(E+|£)

n

= WE)-inn(gE)

E
) , onde N(E) é afuncéo escada, temos que

dN
Como K(E) ndo possii singularidades e n(E) =

f(E) =W E) —itN(E)

onde(% =u. Dessaforma, usando (16) e (17) obtemos
A(E) = detA .exp{tr Iog(E— I:I)}
= det A exp{W(E) —inN(E)} = det A exp{-iTiN(E) +[W(E) —inN +imiN]}
onde usamos que det C = exp{ tr [logC]} . Usando ainda que

t(E) =] G(E)dE'=WE) - inN(E)

vemos que A(E) pode ser escrito como

8 _ 2 _ E
A(E) = det A expa—inN(E) +v(E)+] [G(E) —G(E')]dE'E

B _ £ _ E
= B(E) expa—inN(E)+_|' [G(E')—G(E')]dE'E

0

17

(18)

onde B(E) =det(A)e" .Finamente usamos a Formula do Trag, equacé (13) do capitulo 7 para G- G :
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_ - o | mS, /i 1 ei msS, /i
G(E)-G(E) U— = -
( ) ( ) 2 Zl 'det(l\/lp —|) dEZ % m det(Mm—I)

i
pois T, = a—Ep . Estamos também supondo que o, =0 parasimplificar a goresentacd.

Assm, aEquaca (18) fica
D

C
= S /h
A(E) = B(E) exp{-imN(E)} I'IeXpD— eXp{lm } :

ml m,/det Mm E

Para 0 caso de Orbitas instaveis diretas em dois graus de liberdade, det(M;” - I) =2snhmp/2.

(19

Ao invez de usar a expansdo completa do inverso do seno hiperbélico como fizemos no capitulo 7, vamos
simplesmente groximar 2sinhmu/2= exp(mu/2) (vga areferéncia [32] para um cdculo completo).
Nessa goroximacé® asomatoriasobre m fica

© imSD/h © |mS 1h— muplz
€ e N T
=- z z =log{l-e

& mlsalur ] #

[ L-u, |S
A(E) = B(E) I'IEl expD—+—EDexp{ iTN(E)} (20)

=

gue € um produto sobre drhitas primitivas, assm como ¢(E) pode ser escrita como um produto sobre
ndmeros primos ! Vamos entdo resomar (20): temos que

Na-e*)=(1-e")(1-e*)...@1-e™)...
p

=1- z e’ + z e’
p#p’
Cada oontribuicdo na série aéma possui um expoente gue ombina 0,1,2, etc drbitas primitivas. Definindo o
periodo de cala termo como a soma dos periodos das Orbitas envolvidas, podemos re-ordenar a soma an

ordem de periodos crescentes e escrever

A(E) = B(E) e—inN(E) z ei§n/h—ﬁn/2 (21)

n=0

onde calaterno agora € ¢iamado de pseudo orbita e tem periodo, acé e estabili dade dadas por

Tn=z m.T, ,
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S, =Z msS,

=D Mo, -
P
eosmy,sdo O ou 1

Usamos agora a aalogia com a formula de Riemann-Soegel para resonar a caida da somatéria e

obtemos
1,<1"(E)

AB)=B(E) Y e"?cofS,/n-TIN(E)) (24)
n=0
onde asoma ésobre pseudo-6rbitas com periodo
T, = z m,T, (25
menores que T (E), onde 0 coseno é estadondrio:
drs HND 0
gefn H
ou
1 (E)=hn(E)/2 . (26)

O resultado da resomac® adma, equacd (24), é bastante interessante e tem sido bastante

explorado. A funcdo A(E), por sua analogia com cﬁ% + iEﬁ € chamada Funcao Zeta Dinamica.

8.3 Qutras Somas

Além das omas parciais bre repeticies e da resomacd de Berry-Keaing, outros tipos tém sido
propostos. Dentre estas vale apena mencionar a Expansio de Curvatura, de Cvitanovic-Eckhardt, também
baseada en fungdes zeta dindmicas, e aSoma Homoclinica de Oz6rio de Almeida.

A Expansdo de Curvatura [35] consiste em identificar 6rbitas periddicas “basicas’ de tal forma que
Orbitas primitivas mais complexas & asemelhem a uma “combinac® linea” dessas Orbitas (ou ciclos)
basicos. Assm fazamos

A(E)=B(E) e'™® g(l—tp)

onde
O-p, iSO
t =expO—2 + —O=g"
P 02 h O
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e epandimos a produtéria. No caso de haver apenas duas Orbitas basicas a expansdo fica

n(a- tp) =(1-t)A-t)A-t ) A-t)(A-t)...
P

=1-t, -t —(ty —tty) —(tye —totio)+ ..

onde aorbita asciada ati € proxima aodrbita t, O t, , etc. AsIm, os termos entre parénteses devem ser
pequenos e asoma nvergente.

A Soma Homoclinica € feita diretamente apartir da formula do tragp e € motivada pela mnstatacé®
numérica de que varios estados quanticos aparecan concentrados em Orbitas periddicas instaveis smples,
com concentragdes também atas nas proximidades das variedades estéveis e instaveis da Orbita periddica
Como a soma sobre repeticdes desta Unica orbita ndo produz pélos, a idéia é somar as contribuicdes de
Orbitas no emaranhado homoclinico [36]. Poincaré demonstrou a eisténcia de vérias familias de orbitas
periddicas longas que se awimulam nas homoclinicas para T — o . Essas Orbitas passam a maior parte do
tempo préximas da orbita periddica instédvel (ponto fixo) e podem ser aproximadas por €la. Ozorio de
Almeida faz um cdculo cuidadoso dessas contribuicdes e mostra que, se o coeficiente p (de instabili dade)
néo for muito grande, € posdvel a eisténciade pélosem n(E) quando ndo apenas a ac® da orbita periddica
for quantizada mas também quando a ac¢® “loop homoclinico” , formado pelos ramos das variedades estével
e instdvel até seu primeiro cruzamento, como visto em uma se¢d de Poincaré, for quantizada. Nos referimos
ao trabalho de Ozorio de Almeida[36] para maiores detalhes.
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