A FUNCAO DELTA DE DIRAC
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A funcao delta de Dirac é definida pelas seguintes propriedades

dz)=0 se z#0

(1)
ffg(x)5($)dx:{9(0) se A<0<B

0 caso contrario.

Como a funcgao delta é bastante singular temos que pensar formalmente
em uma sequéncia de fungdes bem comportadas f,(z) tal que f,(z) seja

muito pequena se x # 0 e sua integral seja igual a um. Um exemplo simples
de sequéncia que tende a funcao delta é

0 se |z|> 5=
fn(x) = (2>
n se |z < 5.

Podemos mostrar entao que lim,, o, f,,(z) = 0(x): a primeira propriedade
da Eq.(1) é imediata. Para mostrar a segunda fazemos

+1/2n

lim,, 0 f_l/gn g(x)fn(m) = lim, fjll//;:: ng(x)

= lim,, e [ /o [9(0) + ¢ (0)z + 19" (0)2% + .. ]

= limy, 00 2[g(0) £ + ¢"(0) 5505 + .. .] = 9(0)
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Propriedades importantes da funcao delta:

o J23g9(@)i0(x))dr = —¢'(0)
o ["Xg(x)6(x — a)dx = g(a)

o '3 9(x) [0z — a)ldr = —g'(a)

1



e Outros exemplos de sequéncias que convergem para a delta:

- bu(®) = 2 inem

Finalmente temos a representacao integral da funcao delta:

! /_ T ke g = 5(x) (3)
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Essa representacao ¢ muito importante e por isso mostraremos como
chegar a ela. Definimos inicialmente a funcao

+oo i .
[F(z)= A / k(a9 gk
0
onde € > 0 e A é uma constante que sera ajustada a seguir. Como a integral

converge no infinito podemos calcula-la facilmente:

0—-1 €A 1A
It(z)=A = :
¢ (@) i(r+ie) €422 * € + 22

Da mesma forma definimos

€A iz A

e+ 32 2422

(U )
I-(x) = A/ e gl =

e finalmente definimos

2e A

I(x) = I (2) + I (z) = 2 a2

Tomando o limite onde € vai a zero, vemos que I.(x) vai a zero se z # 0,
pois nesse caso o denominador nunca se anula e o numerador vai a zero. No
entanto, quando z — 0, I.(0) = 2A /e que diverge quando € vai a zero. Vemos
que I.(z) é proporcional a fungao delta e sé precisamos encontrar o valor da



constante A para que sua integral seja igual a um. Na integracao abaixo
usaremos a mudaga de varidveis x = etany:

+o00 da: +7T/2 dy +ﬂ'/2
240 [ T =24 =24 Cdy=2mA=1.
oo T2+ €2 —r/2 cos?y(1l + tan®y) —/2

Entao, escolhendo A = 1/27 e tomando o limite € — 0 obtemos a expressao
procurada em termos das integrais I e I:

+oo |
! / ek dk = §(x)
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