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Capitulo 1

Dinamica de populacoes:
modelos lineares

1.1 Os coelhos de Fibonacci

A ideia de capturar elementos quantitativos em biologia e transforma-los em
equagoes é bem antiga. Os padroes geométricos exibidos por conchas ou
as oscilagoes observadas em populacoes de presas e predadores nos fazem
pensar que mecanismos bastante fundamentais podem estar por tras desses
fenomenos e que talvez possamos descreve-los por meio de equacgoes simples.

Um problema bastante curioso foi estudado pelo matemaético italiano Le-
onardo Bonacci (1170-1250), mais conhecido por Fibonacci. Suponha que
voceé receba de presente um casal de coelhos. Esses coelhos ficticios demo-
ram um mes para se tornarem adultos e, a partir do segundo meés de vida,
se reproduzem dando origem a um novo casal de coelhos. Admitindo que os
coelhos vivem por muitos anos, quantos coelhos teremos depois de 2 anos?

Podemos fazer a contagem usando a tabela 1.1. Na primeira coluna co-
locamos o meés, comecando com o mes zero, onde ainda nao temos nenhum
casal de coelhos. Na segunda coluna representamos cada casal separada-
mente, usando a letra J para um casal jovem e a letra A para um casal
adulto. No primeiro més ganhamos um casal jovem. No segundo més o casal
ficou adulto. No terceiro més esse casal adulto continua vivo e tem um casal
de filhos jovens. No quarto meés esse casal tornou-se adulto e o primeiro casal
se reproduz novamente, e assim por diante. A cada més todos os casais do
meés anterior estao adultos e aqueles que ja eram adultos produzem novos
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casais jovens.

mes casais numero de casais
0 0 0
1 J 1
2 A 1
3 Al 2
4 AAJ 3
5 AAAJJ 5
6 AAAAATIT] 8
7 AAAAAAAATIIT] 13

Tabela 1. Casais de coelhos més a més. Casais adultos sao indicados pela
letra A e casais jovens por J.

Se chamarmos de F,, o nimero de casais no més n (a letra F' é em ho-
menagem a Fibonacci), é bastante facil de ver que a seguinte equagao é

satisfeitas:
FrnJrl - Fn + anl' (11)

Assim, o nimero de casais no meés seguinte é o nimero que tinhamos anteri-
ormente, F},, mais o numero de casais produzidos pelos adultos F},_;. Vamos
resolver essa equacao adiante, mas aqui vamos apenas entender porque ela é
tao famosa e especial.

A sequéncia de numeros F;, é conhecida como sequéncia de Fibonacci. Os
primeiros 12 ntimeros sao: Fy =0, Fy =1, Fb =1, F3 =2, Fy, = 3, F; = 5,
FG = 8, F7 = 13, Fg = 217 Fg = 34, F10 = 457 F11 = T79. Se fizermos a
razao entre dois nimeros consecutivos, veremos que eles se aproximam de
um numero bastante especial conhecido como razao dourada:

FO/Fl - 0

Fl/FQ - 1

F3/Fy, =3/5=06
Fy/Fs =5/8 = 0.625
Fs/Fs = 8/13 ~ 0.615
F¢/F: = 13/21 ~ 0.619
Fy/Fy = 21/34 ~ 0.618
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A razao dourada é definida no mundo artistico como uma forma de dividir
intervalos (em uma tela ou em um edificio) de maneira que as partes estejam
em harmonia. Considere um segmento de tamanho L. Queremos dividi-lo
em duas partes de tamanhos Lz e L(1 — z) de tal forma que a razao entre o
segmento original L e a maior das partes LX seja a mesma razao entre Lx e

a parte menor L(1 — z):

Lx
Lz L(l—z) (12)

Cancelando o L e rearranjando os termos obtemos a equacao de segundo grau

P +r—1=0 (1.3)
cuja solucao é
5—1
x = \/_T = 0.6180339... (1.4)

O que a razao dourada, um nimero definido por motivos estéticos, tem
a ver com os coelhos de Fibonacci? Para responder essa pergunta precisa-
remos estudar um pouco mais a estrutura matematica dessas equagoes e os
processos dinamicos que ocorrem na natureza. No entanto, podemos per-
ceber uma coisa importante: métodos matematicos desenvolvidos em uma
determinada area do conhecimento geralmente encontram aplicagoes em ou-
tras areas. Quanto mais ferramentas tivermos ao nosso dispor, mais conexoes
seremos capazes de fazer e mais profundo sera nosso entendimento dos pro-
cessos naturais. Esse capitulo é dedicado ao estudo de equagoes similares a de
Fibonacci, que descrevem de forma bastante simplificada certos fenomenos
de crescimento populacional. Veja a ref.[I] para artigo de divulgagao inte-
ressante sobre os nimeros de Fibonacci. Uma abordagem matemaética pode
também ser vista no livro de Khinchin [2].

1.2 Crescimento exponencial

Considere uma populagao de plantas anuais, que brotam na primavera e mor-
rem durante o inverno seguinte. Suponha que durante o verao cada planta
produza uma média de f sementes. Parte dessas sementes também morre
durante o inverno e vamos supor que apenas uma fracao o consiga sobreviver.
Finalmente, durante a primavera, uma fracao a das sementes que sobrevive-
ram germinam e dao origem as novas plantas. Se temos p,, plantas no ano n
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entao:

fpn  sementes sao produzidas
ofp, sementes sobrevivem ao préximo inverno
aocfp, sementes germinam.

O numero de plantas no ano n + 1 é, portanto, dado por

Pn+1 = Qo fpy, (1.5)

ou ainda,

(16)

onde definimos o numero efetivo de plantas que cada planta produz como
r=aof.

Essa equacao pode ser resolvida facilmente passo a passo: dada uma
condicao inicial py obtemos:

P1 =Tpo
P2 =7Tp1 = T(Tpo) = 7“2}70
ps = 1ps = 1(r*pg) = 1py

e assim por diante, de forma que no ano n havera

Dn = 1"po = e”lnrpo. (1.7)

Se r > 1 a populacao aumenta exponencialmente a cada ano. Ser < 1 ela
diminui exponencialmente e vai a extincao. Apenas no caso extremamente
particular onde r = 1 a populacao fica estavel. O coeficiente da exponencial
na expressao a direita, Inr, tem uma interpretacao simples. Para entender
seu significado, vamos supor que r > 1, de tal forma que Inr > 0, e nos
perguntar quantos anos sao necessarios para que a populacao dobre de ta-
manho. Em termos da equac¢ao queremos procurar o nimero ny (nimero de
anos para dobrar) tal queremos

DPny = 2P0 = e"dlmpo. (1.8)
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Cancelando p, e tomando o logaritmico dos dois lados obtemos

_ln2
lngr

Se tivéssemos calculado o nimero de anos para que a populagao multipli-
casse por e = 2.71728... obterfamos exatamente 1/Inr. Se r < 1 entao o
logaritmico de r é negativo e —1/Inr indica o niimero de anos necessarios
para que a populacdo se reduza a 1/2.71828.. ~ 0.37 do seu valor inicial.

O crescimento exponencial indicado pela equacao foi popularizado
pelo economista inglés Thomas Malthus (1776-1834) que supos que a po-
pulagao humana cresceria de forma 'geométrica’ e que, em breve, nao haveria
alimentos suficientes para todos. Se assumirmos um crescimento médio de
3% anual, ou seja, r = 1.03, entao a populacao do planeta dobraria a cada
ng=1n2/1n1.03 ~ 23 anos.

Exemplo: Considere uma populacao de insetos onde cada fémea tenha, em
média, uma prole com k individuos onde uma fracao a é de fémeas. Se uma
fragado m da prole morre antes de chegar a maturidade, calcule o nimero
de femeas adultas na préxima geracao. Calcule também o niimero total de
individuos, incluindo machos e fémeas.

Solugao: Seja p, o nimero total de individuos adultos na geracao n e f, o
numero total de fémeas adultas. Entao:

Pn+1 = (1 - m>kfn
fn+1 = APn+1

Substituindo a primeira equagao na segunda obtemos
for1 =a(l —m)kf,.

Fica como exercicio obter a equacao para p,1.

1.3 Migrantes

Voltando ao problema das plantas anuais, vamos imaginar que estamos mo-
nitorando uma populacao em um vale e que algumas sementes adicionais sao
trazidas pelo vento de outras regides durante a primavera. Se o nimero de
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sementes adicionais é m, a equacao (|1.6) que descreve o nimero de plantas
dever ser modificada para

[Pas1 =rpa +m.] (1.10)

Essa nova equagao admite uma solucao constante. De fato se supomos
que p, = pn+1 = D e substituirmos na equagao acima, encontraremos o valor
p=m/(1 —r). A solucdo geral da equagao ¢ a soma desta solucao
constante com a solugao do problema sem migrantes:

m
1—r
onde a constante a deve ser relacionada com a condigao inicial. No ano zero
teremos

Pn = ar” + (1.11)

m
Po=a+ 11—
de onde obtemos
m
a=po— 1
A solucgao geral entao fica
Pn = (po— 1”_1r) e’”‘”"+% (1.12)

onde escrevemos novamente r = e,

Se r < 1 entao Inr < 0 e o primeiro termo dessa expressao vai a zero
para n grande. Nesse caso a populacao se estabiliza no valor de equilibrio
m
lim p, = . (1.13)

n—00 1—7r

Exercicio 1. Suponha que py = 1000, » = 0.8 e que nao haja migrantes.
Estime em quantos anos a populagao sera extinta.

Exercicio 2. Suponha agora que m = 50. Calcule os valores numéricos de
pn até o ano 10. Faca um grafico da populacao em fungao do tempo.

Exercicio 3. A solucao dada pela equacao (|1.12) ndao se comporta bem
para r = 1. Mostre que nesse caso a populacao cresce continuamente e que
DPn = Po +nm.
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1.4 Equacoes de segunda ordem

As equagoes e sao ditas lineares de primeira ordem, pois a variavel
Pn 86 aparece linearmente (nao aparece p2 ou cos p,, por exemplo) e o célculo
de p,y1 s6 depende do valor da populagao hd uma geragao. A equagao
é homogénea (sem migrantes) e a ([1.10) é nao-homogénea (com migrantes).

Vamos agora introduzir equagoes de segunda ordem. Esse tipo de equagao
tem um papel muito importante no estudo geral de dinamica de populagoes
e vamos analisa-las com cuidado. No contexto das plantas anuais, vimos que
parte das sementes que sobrevivem ao inverno germinam, e a parte restante
fica no solo. Vamos supor que parte dessas sementes sobrevivem a mais um
inverno e podem germinar no ano seguinte. A cada ano teremos entao duas
contribuigoes: a das sementes do ano imediatamente anterior e a das semen-
tes de dois anos atras. Tomando como base o ano n — 1 teremos:

JPn1 sementes sao produzidas no ano n — 1
0 fPn1 sementes sobrevivem ao inverno e chegam ao ano n
ao fpn—1 sementes germinam no ano n

(1 —a)ofp,—1  sementes ndo germinam no ano n
o(1 —a)ofp,—1 sementes sobrevivem ao préximo inverno
ao(l —a)ofp,—1 sementes do ano n — 1 germinam no ano n + 1

O numero de plantas no ano n + 1 é agora dado por

Pl = @0 fpp, +ao(l —a)o fp,_.. (1.14)

Temos dois parametros determinando o crescimento da populagao. O pri-
meiro, ao f é o mesmo que chamamos de r nas se¢oes anteriores. No entanto,
a letra r é geralmente utilizada para taxa de crescimento e veremos que, de-
vido a presencga do segundo termo na equagao, a taxa de crescimento vai
ser um pouco mais complicada e preferimos introduzir um novo nome para
ao f. Por motivos de conveniéncia vamos também denominar a segunda com-
binacao de constantes com uma unica letra grega:

B=aof

e
v=—a(l —a)o?f.

Note o sinal negativo na definicao de gama. Assim reescrevemos
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’pn+1 = Bpn — VPn-1- (1.15)

Essa é uma equacao linear de segunda ordem. Para resolve-la precisamos de
duas condicoes iniciais: py € p;.

Exemplo: Suponha que f = 200, « = 0.5 e 0 = 0.2. Entao f = 20 e
v = —2. A equagao fica

Pn+1 = Qopn + 2pn71

Se pg = 20 e p; = 10 entao py, = 240, p3 = 4820, etc.

Antes de resolvermos a equacao de forma geral, vamos mostrar
que ela aparece também em um outro contexto muito importante, onde duas
espécies interagem. A interacao sera de tal forma que o crescimento de cada
populacao depende nao apenas de seus proprios individuos, mas também
dos individuos da outra espécie. Exemplos dessa situagao incluem interacoes
mutualistas, onde a interacao tras beneficios mituos, ou antagonisticas, como
predacao, onde uma espécie se beneficia e a outra se prejudica.

1.5 Duas espécies

Suponha que duas espécies, que denotaremos por X e Y, tenham seu cresci-
mento determinado por equagoes da forma

Tptl = 11T, + Q12Yn

1.16
Yn+1l = G21%p + Q22Yp ( )

A populagao X tem uma taxa de crescimento intrinseca a;; mas é benefi-
ciada (se ajp > 0) ou prejudicada (se a;2 < 0) pela presenga de Y. O mesmo
ocorre com Y, cuja taxa intrinseca ¢ ags.

Esse sistema de equagoes pode ser convenientemente escrito em forma
matricial. Definindo o vetor de duas componentes

%:(ﬁ) (1.17)

A= ( i i ) (1.18)

Q21 Q22

e a matriz
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o par de equagodes (|1.16)) pode ser escrito como

110

O objetivo desta secao é mostrar a equivaléncia entre as equagoes
e as . Isso nos permitira resolver os dois problemas de uma vez sé.
Para isso faremos as seguintes manipulagoes algébricas: comecamos com
a primeira das equacoes e, onde aparece y, substituimos a segunda
equacao calculada no tempo n — 1:

Tp+1 = A11Tp + a12Yn
= a11%n, + a12(a21Tn—1 + A20Yn—1)
= a11Tp + Q12021 Tp—1 + G12022Yn—1

Usamos agora novamente a primeira das equagoes (|1.19)) calculada no tempo
n — 1 para isolar ai2y, que aparece no ultimo termo acima:

Tn, = 11Tp—1 + Q12Yn—1

a12Yn—1 = Tp — A11Tn—1-

Substituindo na equacao anterior e rearranjando os termos obtemos

Tpi1 = (a1 + ag)x, — (a11a20 — A12a21 ) Tp—1 - (1.20)

Se chamarmos

B = a1 + a
e

Y = a11Q22 — @12021

teremos uma total equivaléncia com a equagao de segunda ordem . O
coeficiente a1 + ass é chamado de traco da matriz A e aj1a29 — a12a01 € 0 seu
determinante.

E importante notar que, apesar das equagoes envolverem 4 coe-
ficientes, a1, ai2, asy, as, a dinamica sé depende de dois valores, dados
pelas combinacoes [ e v acima representando o traco e o determinante de
A. Outro ponto interessante é que o efeito da espécie Y fica representado
implicitamente na equagao através de (8 e v e de um efeito de 'retardo’,
pois aparece contribuicoes do ano n — 1.
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A manipulacao algébrica que fizemos eliminou a variavel y e ficamos com
uma equagao sO6 para x. No entanto, uma vez calculado x,, podemos obter
Y, usando mais uma vez a primeira das equagoes (1.19):

1
Yn = — (Tns1 — ann) . (1.21)
a2

Para completar essa se¢ao mostraremos que a equivaléncia é uma via de
mao dupla: se partimos de uma equacao de segunda ordem da forma

Pn+1 = 5pn — VPn—1

podemos definir uma variavel auxiliar ¢, = p,_1 € reescrever essa equacao
como ppi1 = Bpn — Yqn- Dessa forma, o par de equagoes

Prnr1 = BPn — Y
dn+1 = Pn

corresponde ao sistema original e tem a forma das equagoes (|1.16]) com matriz

de interacoes
_ (B =
A= ( 10 .

1.6 Solucao da equacao de segunda ordem
Vamos entao resolver a equagao de segunda ordem

Prt1 = BDn — YPn—1

tendo em mente que isso resolve também o problema de duas espécies.
Como a equagao € linear supomos que a solugao possa ser da forma

onde a constante C' deve estar ligada a condigao inicial e R a taxa de cresci-
mento efetiva da populacao. Substituindo na equagao obtemos

CR" = BCR™ — yCR" L.

Cancelando os fatores comuns C' e R" ! vemos que R deve satisfazer a
equacao de segunda ordem

R*— BR+~=0. (1.22)
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Essa equagao é conhecida como ’equagao caracteristica do sistema’ e, nesse
caso duas solugoes:

1
Rizéi— B2 — 4. (1.23)
2 2
A solugao que propusemos é portanto satisfeita por dois valores de R e a

solugao geral da equacao de segunda ordem ¢é

pn=CLRY + C_R". (1.24)

As duas constantes C'; e C'_ sdo determinadas por duas condigoes iniciais,
como sabiamos ser necessario. Se py e p; sao conhecidos, entao,

Po = C+ + C_
P11 = C+R+ + C_R_.

Resolvendo esse sistema obtemos

p1 — R_po

C
7 R, —R_
C - polRy — 1
R, —R_

C. — p1— R_po

! B2 — 4y
(1.25)

. = polly — p1

B B2 — 4y

o que completa a solucao.
Vale notar que o mesmo esquema se aplica para equagoes de ordem maior.
Equacoes de terceira ordem, por exemplo, da forma

Pr+1 = BPp — YPn-1 + 0Pn—2
tem como solugao geral
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onde os R; sao as solucoes da equacao caracteristica cibica
R*—BR?*+~R -0 =0. (1.27)

Apesar da equacao ctibica ter solucoes explicitas, elas sao bem complicadas e
nao as trataremos aqui. Em problemas de ordem 3 ou maior, muito frequen-
temente recorre-se a métodos numeéricos para se obter as taxas de crescimento
e as constantes C;.

1.7 Exemplos

1.7.1 Fibonacci

A equacao que descreve o nimero de casais de coelhos no problema de Fibo-

nacci, (1.1)) é
Fn+1 =F,+ F,_1.

Comparando com a forma geral (1.15)) identificamos f =1 e v = —1. As
taxas de crescimento ficam

1E£+v5
Ry = 2\/_.

Usando as condicoes iniciais Fy = 0 e F; = 1 obtemos

S S
TR R v
C :_—1:_i
IRV L S

e a solucao completa é

1 (1B 1 [1-vB)"
() (5 e

1.7.2 Plantas anuais

No exemplo das plantas anuais que estudamos anteriormente consideramos
primeiro um caso mais simples onde apenas as sementes do ano anterior
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contribuiam para as novas plantas, secao (1.2, e depois admitimos a possibi-
lidade que sementes mais velhas também pudessem germinar, segao No
primeiro caso vimos que

Pny1 = TDn
onde r = aof é o produto do nimero de sementes produzidas por planta,
pela fracao que sobrevive ao inverno pela fracdo que germina. Assim, para

a e o fixos, a populagao so persiste se o nimero de sementes produzidas

satisfizer a relacao

fs X (1.29)

oo

Quando sementes do ano anterior sao levadas em conta aparecem duas
taxas de crescimento,

1
N
Ry 5 +5 B Y

Para que as plantas tem sucesso e nao desaparecam, pelo menos a maior
dessas taxas deve ser maior do que 1. No caso das plantas § = aof e

= —a(l — a)o?f. Como v < 0, é facil ver que /32 — 4y > 3 e a maior
taxa é R,. A condicao para que as plantas prosperem é, portanto, Ry > 1,

ou ﬁ 1
— 4+ = 2 4y > 1.
513 B Y

Multiplicando tudo por 2 e passando o termo em [ para o lado direito pode-
mos isolar a raiz quadrada e, em seguida, elevar tudo ao quadrado:

B2—dy>2-p
B*— 4y >4—-48+ B

—y>1-p
Substituindo os valores de [ e v obtemos

a(l—a)o’f>1—aof

flao + a(l —a)o?] > 1

ou
1

ao + a(l —a)o?

f>

(1.30)
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Comparando com a expressao vemos que a contribuicao das semen-
tes do ano anterior faz com que a populacao sobreviva com uma produc¢ao
menor de sementes por planta. Se apenas 5% das sementes germinam e se
apenas metade sobrevive ao inverno, entdao a = 0.05, ¢ = 0.5 e 1/ac = 50.
No primeiro caso, cada planta tem que produzir pelo menos 50 sementes para
que a populagao nao morra. No segundo caso 1/[ac + a(l — a)o?] ~ 27 e as
plantas sobrevivem mesmo produzindo menos sementes.

1.7.3 Células vermelhas no sangue

Células vermelhas em nosso sangue sao produzidas diariamente pela medula
Ossea para repor as células velhas, que sao destruidas e eliminadas pelo bago.
O processo de producao e regulagao do nimero de células vermelhas em nosso
organismo ¢é bastante complexo, mas aqui vamos fazer um modelo simples de
balanco entre producao e eliminacao. Vamos denominar:

R,: o numero de células vermelhas por unidade de volume no dia n.
f: fragao de células vermelhas removidas pelo bago a cada dia
M,,: nimero de células vermelhas produzidas pela medula por dia

a: taxa de producao, i.e., nimero de células produzidas no dia n por cada
célula destruida no dia anterior n — 1.

AS equa(;f)es que descrevem O processo podem agora ser escritas:
Mn+1 = O{fRn

Esse sistema de duas equacoes é similar ao problema de duas espécies que
vimos na secgao [1.5) e podemos reduzi-lo a uma unica equacao se segunda
ordem. De fato, usando a segunda equacao na forma M, = af R,,_; podemos
substituir na primeira e obter

Royi=1—=f)R,+afR, 1.

As taxas efetivas do sistema sao novamente dadas por

B 1
N ey
Ry 55 p Y
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onde 8 = (1— f) ey = —af. Substituindo obtemos

Ri—qﬂ:%\/(l—fy—Fllaf.

Como no exemplo anterior a maior taxa é R,. No entanto, nao quere-
mos o numero de células vermelhas crescendo indefinidamente. Nesse caso
o desejado ¢é o equilibrio, onde R,, fica constante. Neste modelo simples a
Unica maneira disso ocorrer é se R, = 1. Fica como exercicio mostrar que
essa condicao é satisfeita quando o = 1, independente do valor de f. A
interpretacao desse resultado é bastante simples: o equilibrio ocorre quando
a medula produz exatamente uma nova célula vermelha para cada célula
destruida pelo baco.

1.7.4 Mutualismo

Interagoes mutualistas sao aquelas em que as atividades de uma espécie be-
neficiam uma outra espécie, e vice-versa. Exemplos incluem a polinizacao de
plantas por insetos e a protecao de plantas contra parasitas por formigas que
se alimentam de seu néctar. Sejam X e Y duas dessas espécies. Vamos supor
que quando essas populacoes encontram-se isoladas uma da outra as taxas
de crescimento sejam r e r’, respectivamente. Quando em contato ambas
populagoes crescem a taxas maiores:

Tpyl = TTp + AYn

Yoor = by + 1y (1.31)

Como exemplo explicito vamos considerar r = 1/2 e v’ = 3/2, de forma
que X nao conseguiria sobreviver longe da Y, mas Y sim. O mutualismo é
obrigatério da X mas facultativo para Y. Para os beneficios vamos escolher
a=5/6eb=12/5. Os valores numéricos sao escolhidos apenas para facilitar
a algebra e nao tem significado em si. Com isso as equagoes ficam

Tpt1 = Tn/2+ 5y, /6

Ynt1 = 122,/5 4 3y,/2 (1.32)

Reduzindo a sistema a uma tnica equagao para x,,

Tnt1 = BTp — YTp_1.
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vemos que f =r+71r' =2ey=rr"—ab=3/4—2 = —5/4. As taxas de
crescimento ficam

Ri=14+3/2 —  R,=5/2 R_=-1/2
Entao,
z, =C.(5/2)" + C_(—-1/2)".
Usando a primeira das equagoes ([1.31]) (que é equivalente a (|1.21))) podemos
obter a solugao para y,:
1

Yp = - (Tpy1 — 1) -

Substituindo a solugao para z,, e x,1 do lado direito temos

Yo = 2[CL(5/2)" + C_(=1/2)"! — 5 (C4(5/2)" + C_(—1/2)")]

= 20,(5/2)" = 2C_(—1/2)".

Finalmente, tomando como condicoes iniciais o = 9 e yp = 18 e as
equagoes (|1.25) obtemos C =8 e C_ =1 e a solugao final é

v =8(5/2)" + (~1/2)".

yn = 5(5/2)" —5(=1/2)".

As duas populagoes quando em contato crescem com taxa principal 5/2.
Ambas se beneficiam: a populagao X passa de 1/2 para 5/2 e a Y de 3/2
para 5/2.

1.7.5 Predacao

Interacoes de predagao sao muito comuns na natureza e veremos mais adi-
ante alguns modelos classicos que a descrevem, como as equagoes de Lotka-
Volterra. No contexto dos modelos lineares estamos limitados a uma des-
cricao bastante simplificada desse processo. Vamos considerar um sistema
descrito pelas equacoes

Tpt1 = TTp + aYn

Yors = —ba, + 1"y, (1.33)
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A presa, representada por Y, é prejudicada pela presenca do predador X, por
isso o sinal negativo do primeiro termo na segunda equacgao. Ja o predador se
beneficia da presa e tem um ganho positivo. Como um primeiro caso vamos
considerar os seguintes coeficientes:

Tpne1 = 0.5z, + 0.25y,
Ynt1 = —0.52, + 1.5y,.

A presa, se deixada isolada, cresce com coeficiente ' = 1.5. Ja o predador
morre em isolamento e precisa das presas para sobreviver, pois r = 0.5. As
taxas de crescimento nesse caso sao dadas por

R.=1+1/2y/4—-35= —  R.~135 R_~0.65.

O resultado ¢ a coexisténcia das duas populagoes, que vao crescer com a taxa
principal R, ~ 1.35.

1.7.6 Predacao intensa

Vamos considerar agora um segundo exemplo de predagao onde os efeitos
negativos sobre a presa e positivos sobre o predador sejam mais intensos:

Tpny1 = 0.5x, + Yn

Nesse caso as taxas de crescimento ficam
Ri=1+1/2v/4—-13=141.5i.

O aparecimento de taxas complexas tem um significado importante: as po-
pulacoes vao oscilar! Esse é um comportamento tipico de sistemas predador-
presa, como veremos adiante no modelo de Lotka-Volterra. Na préxima se¢ao
estudaremos esse tipo de comportamento em mais detalhes.

1.8 Comportamento qualitativo geral das solugoes

A solucao geral das equagoes de segunda ordem ([1.24)) tem duas contribuigoes,
vindas das duas solucoes para a taxa de crescimento
B

1
Ri=—+- 2 _ 4.
+ 5 5 B Y
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r=1.05 =0.80
500 100
80+ -
400 g
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Figura 1.1: Comportamento das solugoes lineares no caso em que as taxas
de crescimento sao reais. Comegando do painel superior esquerdo temos: (i)
R = 1.05, (ii) R = 0.80, (iii) R = —0.80 e (iv) R = —1.05. Em todos os
casos xg = 100.

Nesta secao vamos olhar para cada contribuicao separadamente. Vamos se-
parar nossa analise em dois casos: quando R é um numero real, o que ocorre
se 32 > 4 e quando R é um ntmero complexo, se 3% < 4.

1.8.1 Caso real

Se 32 > 4 as duas raizes R4 sao reais. Aquela que tem o maior médulo
¢ dita dominante e controla o crescimento da populagao para tempos lon-
gos. Como vamos olhar para cada uma dessas raizes separadamente, vamos
denota-la simplemente por R. Dividimos a analise em 4 casos:
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(i) R > 1. Nesse caso temos crescimento exponencial. A figura[l.I|a) ilustra
o crescimento populacional para xg = 100 e r = 1.05.

(ii) 0 < R < 1. Neste intervalo ocorre o decaimento exponencial, como ilus-
trado na figura [L.1(b) zy = 100 e r = 0.80.

(iii) —1 < R < 0. Quando R é negativo o sinal de z, 11 é sempre oposto ao
sinal de x,, e os valores oscilam de positivos para negativos a cada passo de
tempo, enquanto que a amplitude do zig-zag diminui. Embora essa situagao
nao possa representar uma populacao real, veremos que esses resultados serao
luteis para estudar a estabilidade de sistemas nao lineares, onde x,, vai repre-
sentar variacoes da populacao em torno de seu valor de equilibrio. Na figura
1.1)(c) xp = 100 e r = —0.80.

(iv) R < —1. Esse caso ¢ similar ao anterior, mas como o médulo de R ¢é
maior do que 1, a solucao oscila mas sua amplitude cresce, como mostra a
figura[1.1(d) para zo = 100 e r = —1.05.

1.8.2 Caso imaginario: oscilacoes

No caso de rafzes complexas, quando 82 < 47, nao é possivel separar as
contribuicoes de R4, e temos que tratar o problema completo. Comegamos
explicitando o caracter complexo escrevendo

Rizgi% 4oy — 2 = et

onde usamos a forma polar. Os valores de r e ¢ podem ser calculados:

RORAEEIR
Vi

tangp = Y———.
B
Como populagoes nao podem assumir valores complexos, temos que fazer
uma combinacao apropriada das contribuigoes provenientes de R, e R_ de

forma que a solucao seja real. Notando que R, é o complexo conjugado de R_
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e que a soma de um numero complexo com seu complexo conjugado é sempre
real, podemos escolher a constante C'_ como sendo o complexo conjugado de
C. Com isso teremos

Ty = Cy(Ry)" + C_(R)"
= Cy(Ry)" + [CL] (R

e garantimos que a solucao seja real. Usando a forma polar para R, e
escrevendo

A—1iB A+1B
C — C_ et
* 2 2
obtemos
x, = ———>mrn"¢e r’e
2 2
ing —ing ing __ ,—ing
2 21

= Ar" cos (n¢) + Br" sin (n¢).

As solugoes sao oscilatérias, mas de caracter diferente das obtidas no caso
real com R < 0. Naquele caso o valor de x,, mudava de sinal a cada passo de
tempo. Aqui o periodo da oscilacao é maior. O tempo que demora para que
0S senos e cossenos retornem ao seu valor inicial é

N =27n/¢.

A figura ilustra o comportamento para ¢ = 0.5, o que resulta em N =
4m & 12. O crescimento ou decaimento global ¢ controlado por r = /7.

1.9 Solucao via autovalores e autovetores

Como vimos na segao [1.5] sistemas de equagoes que descrevem a interacao
entre duas espécies, podem ser colocado na forma matricial . O
mesmo vale para uma unica populacao cuja dinamica é modelada por uma
equacao linear de segunda e necessita de informacao sobre duas geracoes
anteriores para ser especificada. Em resumo, uma equagao linear de segunda
ordem ¢ equivalente a duas equagoes lineares de primeira ordem.



1.9 1.9. SOLUCAO VIA AUTOVALORES E AUTOVETORES 21

r=1.05 phi=0.5 r=0.80 phi=0.5
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Figura 1.2: Comportamento das populagoes no caso de raizes complexas.

Na secao[1.6|mostramos como resolver a equacao de segunda ordem. Aqui
vamos mostrar como resolver as equagoes em sua forma matricial. O ponto
de partida sao as equagoes (1.19) que repetimos aqui:

Unt+1 = Avn
Tn
Uy, =
Un
ai; aig
A= )
a1 Q22

Embora o foco aqui seja em duas equagoes, a solucao que apresentaremos se
estende para um numero arbitrario de equagoes.

Se det(A) = ajjaze—ajsasn # 0, existem geralmente dois vetores especiais,
chamados de autovetores de A tal que

Avy = Ayvy e Av_ = X v_. (1.35)

onde

A aplicacao de A nos autovetores vy nao altera suas direcoes, apenas multi-
plica duas componentes pelo mesmo fator A4, que sao chamados de autova-
lores de A. No apéndice [A] mostramos em detalhes como vy e AL podem ser
calculados. O resultado é que os autovalores sao solugoes da equagao

M- BA+y=0

onde 8 = aj1 + ag € ¥ = a11a22 — a12a9;. Comparando com ([1.22)) vemos
que os autovalores da matriz A sdo exatamente as taxas de crescimento R,
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que encontramos anteriormente. Uma vez calculados os autovetores de A a

solucdo do sistema ((1.19)) é

vy = Cy\tvy + C_ N vz (1.36)

onde mantemos a notacao com A. em vez de Ry apenas para enfatizar o
método de solucdo. Para verificar que ([1.36)) de fato é a solugao de ([1.19)
basta aplicar A e usar (({1.35)):

Av, = CLA\TAv, + C_\" Av_
= O+)\i)\+v+ —+ C7A7i)\7’l)7
=C N Mo + Co Ny

= Un+1-
As duas constantes C sao determinadas pela condi¢ao inicial:
vg=Crvy +C_v_. (1.37)

Para tornar essas equacoes mais claras e explicitas, vamos escrever os

autovetores como
a a_
U+_(b:) v__(b > (1.38)

Entao a solugao (1.36) fica
Ty = Crag A}y +Ca_\"

e as constantes sao determinadas pelas condicoes iniciais por
xo=Crar +C_a_ (1 40)

Yo = C+b+ + C_b_.

Exemplo: Vamos resolver novamente o problema de duas espécies intera-
gindo por mutualismo, ja tratado na segao|1.7.4} A matriz de interagao (veja

a equagao (1.32)) é:
(12 /6
-\ 12/5 3/2
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e os autovalores Ay = 5/2 e A\_ = —1/2. Os autovetores correspondentes sao

(L) (%)

As constantes C' sao determinadas por

]_8 - 5C+ + 50_
9=12C, —6C_

cuja solugao é C'y = 8/5 e C_ = 1/5. Colocando tudo junto obtemos

2 =8(5/2)" + (=1/2)".

b = %(6/2" - 412"
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Capitulo 2

Dinamica de populacoes:
modelos nao-lineares

2.1 Equacoes nao-lineares

No capitulo anterior vimos que sistemas de equacgoes lineares sempre pos-
suem solucoes na forma x, = CR", onde R é uma das solucoes da equacao
caracteristica do problema, com vimos na secao O comportamento do
sistema ¢ ditado pelo chamado ’autovalor dominante’, que corresponde a taxa
de maior médulo, e ha apenas trés possibilidades bésicas: se |R| < 1 entao
x, — 0; se |R| > 1 entao x, cresce indefinidamente; finalmente, no ‘caso
critico’ R =1, z,, fica constante.

Na natureza sabemos que comportamentos muito mais ricos ocorrem e,
para descreve-los, temos que considerar equagoes mais complicadas. No caso
de uma tnica espécie com taxa de crescimento r > 1, por exemplo, o cres-
cimento exponencial da populacao é frequentemente limitado pela finitude
dos recursos disponiveis, como alimentos, dgua e espaco fisico. Enquanto a
populacao é pequena e os recursos por individuo abundantes, esperamos que
ela cresca com taxa r. No entanto, conforme a populacao aumenta, a taxa
efetiva de crescimento deve diminuir, pois a mortalidade por falta de recursos
aumenta. Propomos entao que tal populagao seja descrita pela equacao

Tpa1 = 1(xn) Ty (2.1)

onde introduzimos uma taxa de crescimento dependente do ntumero de in-
dividuos.

25
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o 2 4 6 8 10

Figura 2.1: Exemplos de taxas de crescimento dependentes da populacao.
Em preto r(z) = 52/(2 + z), em vermelho r(z) = 2.5(1 — z/5), em verde
r(z) = 2.5e7*/% e em azul, r(x) = 2.5/[1 + 2@=?)]

A forma especifica de r(x) depende da espécie e dos recursos que quere-
mos modelar. A figura mostra quatro exemplos:

(i) r(z) = K/(b+ x) (curva preta). Se x << b entdo r(x) ~ K/b, que faz
o papel da taxa de crescimento livre, quando os recursos sao abundantes.

Quando = >> b, a taxa de crescimento vai a zero.

(i) r(z) = ro(1 — x/K) (curva vermelha). Se r << K entao r(x) = ro, a
taxa de crescimento livre. Quando x ~ K, a taxa de crescimento vai a zero.

(iii) r(z) = roe™™% (curva verde).

(iv) 7(z) = ro/[1 + e¥@=E)] (curva azul).
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Em todos os casos pode-se identificar uma capacidade de suporte, que é a
populacao maxima que pode ser suportada pela quantidade e qualidade dos
recursos disponiveis. No primeiro caso, por exemplo, que denominaremos
dinamica de saturacao a equagao fica

T, K
b+,

T+l = (22)

Quando a populagdo é pequena, z, << b, podemos aproximar x,,; ~
(K/b)x,, indicando que 1y = K/b corresponde a taxa de crescimento li-
vre, na ausencia de competicao por recursos. No entanto, quando x,, >> b a
populacao converge para o valor x,, ~ K, que é a capacidade de suporte.

O segundo exemplo é bastante famoso, conhecido como equacdo logistica:

Ln+l = T0$n(1 + xn/K) (23)

A taxa de crescimento livre é ry e a capacidade de suporte é K. Nos ou-
tros exemplos podemos dar interpretagoes semelhantes aos parametros que
aparecem.

A dificuldade com essas equacoes é que elas nao podem ser resolvidas
por um método universal, como fizemos com as equagoes lineares. Em ge-
ral, equagoes nao-lineares nao possuem solugoes explicitas, onde é possivel
calcular x,, diretamente em termos de n e xy. No entanto, esperamos que
elas possam levar as populagoes ao equilibrio e vamos primeiramente focar
nossos esforcos em encontrar os possiveis pontos de equilibrio. Veremos, no
entanto, que nao basta obter os estados de equilibrio: temos que saber se
eles sao robustos frente a pequenas perturbacgoes. Se qualquer desvio fizer
com que a populacao sai de seu equilibrio, entao diremos que ele é instdvel e,
portanto, nao sera atingido pela dinamica. Se, por outro lado, ele retornar
ao equilibrio depois de perturbado, diremos que ele é estdvel e, portanto, um
candidato a descrever a populagao.

2.2 Solucoes de equilibrio e estabilidade

O conceito de estado de equilibrio, ou estado estacionario, é fundamental e
denota a auséncia de mudancas no sistema. Junto com ele, vem o conceito de
estabilidade, que podemos ilustrar da seguinte forma: considere uma bolinha
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Figura 2.2: Tlustracao dos conceitos de equilibrio e estabilidade. As posicoes
1 e 3 sao de equilibrio, no entanto apenas a posicao 1 corresponde a um
equilibrio estavel.

se movendo em uma superficie curva, como mostrado na figura[2.2l O ponto
2 nao é um ponto de equilibrio, pois a bolinha vai se mover no instante que a
soltarmos. Os pontos 1 e 3 sao pontos de equilibrio, pois a forga gravitacional
é contrabalancada exatamente pela forca normal que a superficie exerce sobre
a bolinha. No entanto, ¢ claro que apenas o ponto 1 é estavel, pois pequenos
deslocamentos da bolinha nao vao alterar muito o seu estado. Se houver uma
pequena forca de atrito, a bolinha vai voltar a se equilibrar no ponto 1. O
mesimo nao ocorre com o ponto 3.

Uma equagao nao-linear de primeira ordem ¢é aquela onde x,,.; depende
apenas de X,, (e nao de z,_1, por exemplo) mas onde termos do tipo z2,
COS T, €% e outros podem aparecer. Em geral escrevemos

. (2.4)

e a funcao f(z) define a dinamica. No caso da equagao logistica, por exemplo,

(2-3), f(z) =rox(1l —z/K).
Os pontos de equilibrio desse sistema, também chamados de pontos fixos,
sao dados pela condicao x,41 = x,, ou ainda por

T = f(z) (2.5)

onde usamos uma barra para denotar os pontos especiais onde a dinamica
fica estacionaria.
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Exemplo 1. Dinamica de saturacao.

T, K oz K
T = )
b+ x, b+

(2.6)

Tnt1 =

Uma primeira solugao é o = 0, que corresponde a extin¢ao da populagao.
Como existe mais de uma solucao neste caso, usamos um indice para enu-
merar cada equilibrio que encontramos. Cancelando um z dos dois lados e
rearranjando obtemos (b + z) = K ou ; = K — b. Como a populagao nao
pode assumir valores negativos, a solugao r; sé existe se b < K.

Exemplo 2. A equacao logistica.
Tpy1 =102Tn(1 —2,/K)  —  Z=r2(1 - 7/K). (2.7)

Novamente temos a solucao o = 0. Cancelando = dos dois lados da equacao
encontramos T = K (1 — 1/ry), que s6 existe se ry > 1.

Exercicios: Encontre os pontos de equilibrio para as populacoes descritas
por nos exemplos (iii) e (iv) da se¢ao anterior.

Exemplo 3. Modelo de Varley, Gradwell e Hassell (1973) [0].

1
Tpi1 = ATy, <—xnb> : (2.8)
a

A taxa de reprodugao é \ e o fator z,°/a representa a fragao da prole que
sobrevive até a idade adulta. A populacao de equilibrio nesse caso é dada
por T = (A/a)'/®,

Exemplo 4. Modelo de May (1975) [7, §].

Tpt1 = Tpexp{r(l —z,/K)}. (2.9)

Esse modelo introduz uma capacidade de suporte K. Quando z, << K taxa
de reproducao ¢é e", que faz o papel de A. Quando z,, ~ K a taxa fica da
ordem de 1.

Exemplo 5. Modelo de Hassell (1975) [9].

Tny1 = An (1 + az,) ™0 (2.10)



30 CAPITULO 2. MODELOS NAO-LINEARES 2.3

Esse modelo é uma generalizagao da dinamica de saturacao, que corresponde
a b = 1. Pode-se mostrar que quando b > 2 a dinamica fica bastante com-
plexa, apresentando oscilagoes ciclicas e caos.

2.3 Derivada de uma funcao

O estudo de estabilidade envolve uma andlise da dinamica nas vizinhancas
do ponto de equilibrio. Queremos saber o que acontece quando deslocamos
a populacao de seu estado estaciondario, por exemplo retirando alguns in-
dividuos ou introduzindo individuos extras. Essa analise envolve o conceito
de derivada da funcao f(x) que rege a dinamica.

A figura mostra como é feito o cédlculo da derivada no ponto xy. O
procedimento consiste em tomar um ponto vizinho realmente bem préximo
de xg, ¢ + 6z, de forma a montar um pequeno triangulo, que é mostrado
ampliado na figura ao lado. A tangente do angulo 6 é entao obtida dividindo
o lado vertical do triangulo, cujo comprimento é f(xo + dx) — f(xq), pelo
lado horizontal, de tamanho dx. No entanto, como a funcao f(x) ndo é uma
reta, esse pequeno triangulo s6 aparece quando tomamos o limite em que dx
é muito pequeno:

(2.11)

Exemplo: devida de f(x) = 2.

df .
dr (o) = 52%0 ox

. 2xpdx + 02
= hm —_—
5z—0 ox

= lim [2z( + 02| = 2.
0x—0

Se dx é pequeno mas nao tomamos o limite em que ele vai a zero, a
expressao ([2.11) nao é exata, mas pode ser usada como uma aproximacao.
Assim, para dx pequeno podemos reescrever (2.11)) como

df _ flwo+ dx) — f(wo)
%(Q;O) - ox
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f(x)

f(x 8%
f(xo

Figura 2.3: A derivada de uma func¢do f(x) no ponto xy mede a inclinagao
de uma reta tangente a curva naquele ponto. E definida como tan # onde 6
¢ o angulo que a reta tangente faz com o eixo horizontal.

ou, rearranjando os termos:

flzo +0x) =~ f(xg) + %(IO)(h}. (2.12)

Essa aproximacao ¢ extremamente 1til e é conhecida como expansao em
primeira ordem em série de Taylor. Ela nos permite conhecer o valor da
funcao em um ponto vizinho a xg em termos do valor da funcao e de sua
derivada no ponto zy. Vamos usa-la varias vezes no decorrer deste curso.

2.4 Estabilidade

Seja Z um ponto de equilibrio do sistema descrito pela equacao x, 1 = f(z,).
Fazemos entao uma pequena perturbacao no estado do sistema, de tal forma
que o estado passa a ser ro = T + 0xp.

A dinamica vai levar o ponto xy ao ponto z; = f(xy). Se dxy for bem
pequeno, esperamos que x; ainda esteja perto de T e escrevemos x1 = +0x;.
Usando a aproximacao temos que

T+ 0x = f(T+ 0x) = f(T) + —(T)dxo.
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Como f(z) = &, obtemos

dry ~ E(f)&co.

O ponto T sera estavel se a magnitude da perturbacao for reduzida a
cada passo da dinamica, fazendo com que o estado retorne ao equilibrio. Em
termos matematicos, o desvio apds um passo da dinamica dx; deve ser menor
que o desvio inicial dxg, ou seja,

é estavel

0
@
&
8
A\
A
8

(2.13)

¢é instavel

wn
e}
S
B
V
v
53

Exemplo 1: Vamos revisitar a dinamica de saturagao, equacao ([2.2)) e fazer
uma mudanga de varidaveis para X,, = x,/K. Dividindo os dois lados da
equacao por K podemos reescreve-la como

aX,,

Xpig = ———
1 1+aX,

onde a = K/b. A interpretacao de X,, é a populagdo medida em unidades da
capacidade de suporte K. Assim, X,, = 0.5 implica que a populacao atingiu
metade da capacidade de suporte. Vemos que a dinamica depende apenas
de um parametro,dado pela combinagao K /b. As solugoes de equilibrio sao
Xo=0e X; =1—1/a, que s6 existe se a > 1. A derivada de f(X) =
aX/(1+aX)é

af a

dX — (1+aX)?

- ponto Xo = 0: df /dX(X,) = a. Portanto X, é estével se a < 1.
- ponto X; =1 —1/a: df /dX(X,) = 1/a. Portanto X, é estével se a > 1.
A figura mostra o comportamento dos pontos de equiibrio em funcao

do parametro a, conhecida como diagrama de bifurcagoes. O ponto de bi-
furcacao é a = 1 onde X troca de estabilidade e X; aparece.
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08 : . : . .

0.6 -

Figura 2.4: Diagrama de bifurcacoes para a dindmica de saturacao. A solucao
que corresponde a extin¢ao sempre existe, mas torna-se instavel quando a > 1
(mostrada em vermelho), que corresponde a K > b. Nesse ponto nasce a
solucdo X; que é estavel em todo o intervalo a > 1.
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1.0
0.87 M \<
B A |
xo.sﬁ / |
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Figura 2.5: Diagrama de bifurcacoes para a dinamica logistica.

Exemplo 2: A equagao logistica também pode ser simplificada com a trans-
formagao X,, = x, /K. Nesse caso obtemos

Xop1 = 1Xa(1 = X,)

onde omitimos o sub-indice 0 em ry. As solucoes de equilibrio sao Xy =0 e
X1 =1—1/r, que s6 existe se r > 1, muito parecido com o problema anterior

de saturacdo. A derivada de f(X)=rX(1—X) é

df
d—X—T—QT’X.

- ponto Xo = 0: df /dX(X,) = r. Portanto X, é estavel se r < 1.
-ponto X; = 1—1/r: df /dX(X;) = 2—r. Portanto X; é estavel se 1 < r < 3.

Diferentemente do caso anterior, o ponto X; também fica instavel para
r > 3 e o sistema fica sem nenhum ponto de equilibrio estéavel: a populacao
nao atinge mais um estado estacionario e oscila sempre. O que acontece para
r um pouco maior do que 3 é que aparecem um par de pontos X, e X_e a
populagao oscila entre os dois, com f(X;) = X_e f(X_) = X,. Podemos
encontrar esses pontos resolvendo a equagao

FX2) = fF(X4) = Xy
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ou
rX_(1-X.)=X,

rlrXe (1= X1 - [rXe (1 - X4)]) = Xy

rPXL (1= X{1 = [PX3 (1= X))} = X

Essa equacao corresponde a um polinomio do quarto grau e tem 4 solugoes.
No entanto, duas dessas solugoes sao nossas conhecidas: X, = 0e X, =
1 —1/r. Isso deve ocorrer porque pontos de equilibrio satisfazem a condigao
f(X) = X e, portanto, f(f(X)) = X. Podemos entao cancelar um X, dos
dois lados e reescrever o polinomio de grau 3 resultante como

P20 - X0 - XL (- X)) =1
rP(l—rX,+2rX2 — X, —rX3) =1
rX3 —2rX3+ X (14+7r)—14+1/r*=0

(Xy =1+ 1/P)[rX2 = (r+ D)X, 4+ (1+1/r)] =0

Na dltima passagem fatoramos a solu¢ao X, = 1 — 1/r e reduzimos o po-
linomio a grau dois. As solugoes sao entao

X+:0
X+:1—1/T

\ 1R (r=3)(r+1)
* 2r '

As solucoes que estamos procurando sao as duas tltimas. Fica como exercicio
mostrar que elas sdo estdveis no intervalo 3 < r < 1+ v6 ~ 3.45. Apds
esse valor, uma nova bifurcacao ocorre e a populacao passa a oscilar entre
4 valores, e logo em seguida entre 8 valores, depois 16, 32, 64 até atingir
r /=~ 3.57 quando a dinamica fica cadtica, oscilando entre varios valores sem
periodicidade alguma. A figura mostra o diagrama de bifurcagoes da
equacao logistica.

Esse exemplo mostra que equacoes nao-lineares podem exibir comporta-
mentos extremamente ricos e complexos. Sera que esses tipos de comporta-
mentos sao de fato encontrados na natureza? Essa é uma questao interessante
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cuja resposta pode depender de varios fatores. Se uma populagao atinge va-
lores muito baixos, como ocorre na equagao logistica no regime cadtico, ela
pode nao se recuperar por conta de outros fatores, embora matematicamente
ela volte a crescer. O quao realistas sao os modelos é sempre motivo de
debate e de bom senso na sua aplicacao e interpretacao dos resultados.

2.5 Duas ou mais espécies

Sistemas onde duas populacoes interagem de forma nao-linear podem ser
descritos genericamente pelas equagoes

Tp+1 = f(xna yn>
2.14
Yn+1 = g<xna yn) ( )

Esse sistema pode ser generalizado para o caso de mais espécies de maneira
natural, adicionando uma nova variavel para cada espécie e uma nova funcao
descrevendo sua interagao com as demais.

Os pontos de equilibrio sao tais que ambas as populagoes nao mudam
com a dinamica, isto é, sao dados pelos valores = e ¥ tais que

= /@, y>‘ (2.15)

Assim como no caso de uma unica espécie, essas equacoes podem ter
mais de uma solugao e temos que estudar a estabilidade de cada uma delas.
Procedemos da mesma forma que fizemos na secao anterior: construimos uma
condic¢ao inicial préxima do equilibrio e vemos se a dinamica a aproxima do
equilibrio ou a afasta dele. No primeiro caso o equilibrio sera estavel e no
segundo caso, instavel. Seja entao

rg =T+ 51’0
_ 2.16
Yo =Y-+Yo (2.16)
(§]
ry = f(l'(), yO) = f(j + 51:07 g + 5y0) =7+ 5xl (217)

1 = 9(%0,Y0) = g(T + dx0, 7 + 0Yo) = T + Y.

Seguindo a ideia apresentada na secao anterior, podemos aproximar as
funcoes pela sua série de Taylor em primeira ordem. A diferenca é que agora
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temos que fazer a aproximacao nas duas variaveis:

df df

f(f+55130,§+5?/0) %f(i‘,ﬂ)‘f‘—<i',g)5$0+—(i’,g)5yo
Efﬁ;" 53 (2.18)

Para nao ficar escrevendo as derivadas a todo momento é conveniente
definir as variaveis

- — Y e
ail = dZL’ x,y Q12 = dy x,y
(2.19)
d d
ag1 = é(fvg) Q22 = ﬁ(xay)

A matriz formada pelos elementos a;; ¢ conhecida como matriz de esta-

bilidade (veja também a se¢ao . As equagoes ficam entao
T+ 0x1 = f(Z,9) + ar10zo + a126yo
y+oyr = g(Z,7) + andzo + azdyo

ou, usando ainda que f(Z,y) =7 e g(Z,y) = 7,

01 = a110z9 + a120Yo
(2.20)
0y1 = a0z + a20Yo.

Essas equacoes sao bastante familiares e devem ser comparadas com as
(1.16)) do capitulo . Elas correspondem a um modelo linear de duas espécies,
que aprendemos a resolver na secao . Vimos que (veja a equagao ((1.24))),

(e similarmente para dy,,) onde

1
Ri:§i§v52—4’7

com 3 = a1 + ag € ¥ = a11022 — A12091.
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No contexto do estudo do equilibrio da solucao e § queremos saber em
que condigoes os desvios que fizemos vao tender a desaparecer. Queremos
entao as condigdes para as quais |R4| < 1.

Exemplo 1: Modelo de interagao presa (x) e predador (y)

Tpy1 = Txn(l - xn/K) — QTpYn
(2.21)
Ynt1 = T"Yp + b2pYp.

As presas, quando isoladas dos predadores, crescem com taxa livre r > 1
e estao limitadas pela capacidade de suporte K. A presenca de predadores
causa uma reducao de seu crescimento. Os predadores, por sua vez, crescem
com taxa r’ < 1, de forma que s@o extintos na auséncia de presas, mas em
sua presenca podem sobreviver.

Exemplo 2: Sistema de plantas (v) e herbivoros (h).
Upy1 = fop,e n
(2.22)
mM:ﬂm@—%)

As plantas, quando isoladas dos herbivoros, crescem indefinidamente com
taxa livre f > 1 (ndo ha capacidade de suporte nesse modelo). A presenga
dos herbivoros causa uma reducao exponencial de crescimento. Os herbivoros
crescem com taxa r mas sao afetados tanto pela competicao por recursos com
os proprios herbivoros quanto pela presenca de plantas.

Exemplo 3: Modelo de Nicholson-Bailey de hospedeiros (H) e parasitéides
(P).
H,pn = \H,e o
(2.23)
P,.. =cH, (1 — e*ap”) )

Hospedeiros crescem com taxa A mas uma fracao e~ é parasitada e morre.
Os parasitéides botam ¢ ovos em cada pupa de hospedeiro parasitada.
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Exemplo 4: Modelo de Nicholson-Bailey com capacidade de suporte.

H,y = e UH/E)p o=aPn

(2.24)
PT'L+1 f— CH’IL (1 - €_QP") .
r(=Hn/K) que inclui uma capacidade de suporte.
r(1=Hn/K) ~ e que faz o papel de .

A taxa A é substituida por e
Quando H, << K podemos aproximar e

Exemplo 4: Modelo de Nicholson-Bailey com reftigio.

H,1 = H,erU-Hn/K) [% + (1 — %) e_apn}

(2.25)
Py =y (1= BE) (1= e7o).

Nesse modelo assume-se que uma fracao E da populacao de hospedeiros pode
se refugiar e escapar do parasitismo. A fracao é medida em relacao a maxima
populacao possivel K.

2.6 Critérios de estabilidade para duas espécies

Para garantir que o ponto de equilibrio (Z, ) seja estével, temos que verificar
que as duas taxas de crescimento R, e R_ tenham moddulo menor do que
1. No entanto, ao invéz de olhar para cada taxa separadamente, é possivel
mostrar o seguinte resultado geral que facilita bastante as andlises:

1 - Se 8% < 4~, ou seja, se Ry forem complexos, entao o ponto de equilibrio
serd estavel se v < 1.

2 - Se 3% > 4, ou seja, se Ry forem reais, o ponto de equilibrio serd estavel
se |[fl—1<y<1.

Prova do primeiro resultado.
Se R, forem complexos, a solucao para dx, assume a forma

dx, = Ar" cos (n¢) + Br" sin (n¢)
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(e similarmente para dy,,) onde

R, = ret®?

com r = /7 e tan¢ = /4y — 32/ (veja a secao . A condicao para

que oz, descresca é que r < 1, ou seja, v < 1, o que completa a prova.

Prova do segundo resultado.
Se R4 forem reais, a solucao para dx,, é

(e similarmente para dy,,) onde

1
Rizgii\/52—4'}/.

Caso (a): se f > 0 entdo R, é a maior taxa e precisamos garantir apenas

que Ry < 1. Uma primeira condigdo é que 5 < 2, sendo [3/2 > 1. Temos

também a condicao imposta para esse caso que é 5% > 4. Juntando as duas

precisamos que 4y < 32 < 4 o que implica novamente na condicao v < 1.
Finalmente impomos que R, < 1:

B/2+1/2¢/B — 4y <1
BB —dy <2
p—dy<2-p
B —dy <4 -4+ B
v> [ —1.
As duas condigoes podem ser escritas como 1 >~ >  — 1.

Caso (b): se f < 0 entdao R_ ¢ a taxa (negativa) de maior médulo e preci-
samos garantir apenas que R_ > —1. Escrevendo § = —|f3| temos que

iR

R_=
2 2

B% — 4.
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e uma primeira condi¢ao é que > —2, senao /2 < —1. Temos também a
condigao 3? > 4v. Juntando as duas temos novamente que 4y < 32 < 4 o
que também implica v < 1. Impomos agora que R_ > —1:

~181/2 = 1/2¢/B* — 47 > ~1
18 + /B2 — 4y < 2

B2 —dy <2—B|
B2 —dy <4 -4+ 5

v > |8l - 1.

A condigao de estabilidade pode entao ser resumida em 1 > v > |5] — 1, que
vale para os casos (a) e (b), pois |5| = 8 quando 5 > 0.

2.7 O modelo de Hassell de uma espécie

Na secao descrevemos o modelo de Hassell [9] onde a dinamica é dada
pela equacao (2.10))

ALy,
Tpy1 = ——————.
T (L + amy, )

Nesta secao vamos explorar os diferentes comportamentos que podem ser
apresentados em funcao dos parametros a e b.
Os pontos de equilibrio podem ser encontrados resolvendo-se a equacao

AT

e (14 ax)b

e sao dados por

SL’(]:O

571 = (/\1/b - 1)/&

O ponto Z; s6 existe se A > 1. Chamando

AT
f(x):m
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15+

10 4

Figura 2.6: Estabilidade das solucoes do modelo de Hassell no espaco de
parametros A versus b.

obtemos
ﬁ_A1+a;E(1—b)
de = (14 ax)b+!

Estabilidade de z,: Calculando a derivada no ponto Zy = 0 resulta

a

dx (7o) = A

e To € estavel se A < 1.

Estabilidade de z;: Fazendo algumas simplificacbes podemos escrever a
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derivada no ponto z; como

df

- (Z1) = (1 —b) + bA™YP,

Para A = 1, quando o ponto Z; aparece, a derivada vale 1. Conforme \
aumenta, o valor da derivada diminui. O valor A* onde a derivada passa por
zero é solucao da equacao

(1—b)+bX" =0

N(b) = (%)b

Se A aumenta ainda mais, a derivada fica negativa e passa por —1 quando

e é dado por

(1—=b)+ b\ =1

o= ()

Se A > A" o ponto Z; fica instavel e aparecem movimentos ciclicos ou
caodticos.

A figura mostra um diagrama no espago de parametros A versus b. Se
A < A1 = 1 a solucao 7y ¢ estavel. Na regiao delimitada pelas reta A = Ay,
b=1¢eacurva A\* o ponto Z; é estavel e sua derivada positiva, indicando

9

que solugoes vizinhas convergem para o ponto se oscilar. Entre as curvas
A e \** o ponto T; ainda é estavel mas sua derivada negativa, indicando
que solucgoes vizinhas convergem para o ponto oscilando. Finalmente, acima
de \** todos os pontos de equilibrio ficam instdaveis e a populagao exibe
movimentos ciclicos ou cadticos. Curiosamente, a assintota da curva \* é
A2 = e e da curva \** a assintota é e2.

ou seja, para

2.8 O modelo de Nicholson-Bailey

Na secao [2.5| apresentamos o modelo de Nicholson-Bailey que descreve a
interagao entre hospedeiros e parasitéides. Parasitoides sao organismos que
parasitam outros seres nao os deixando chegar a fase adulta de reprodugao,
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Figura 2.7: Vespa da espécie Aleoides Indiscretus atacando uma largara.
(foto: Wikipedia commons)

matando (e geralmente consumindo) seu hospedeiro. A figura mostra
uma vespa da espécie Aleoides Indiscretus atacando uma largara.

Vamos denotar por H, e P, o numero de hospedeiros e parasitoides
na geragao n, respectivamente. Os hospedeiros parasitados darao origem
a proxima geracao de parasitas, enquanto que aqueles que escapam se re-
produzem e dao origem a préxima geracao de hospedeiros. A fracao dos
hospedeiros que nao é parasitada, que pode depender das populacoes de
hospedeiros e parasitéides, serd chamada de f(H,, P,). As equacoes que
descrevem a dinamica dessas populacoes pode ser escrita de forma genérica
como

Hypr = M (Hy, P)H,
(2.26)
P,.1 =cH,(1— f(H,, F))

onde A\ ¢ a taxa de reproducao dos hospedeiros e ¢ é o nimero de ovos
colocados em cada hospedeiro por um parasitoide.
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2.8.1 Calculo da fragao f(H,, P,)

Vamos supor que cada parasitdide faca um certo nimero k de tentativas de
encontrar um hospedeiro durante sua vida. O numero total de tentativas
feitas por toda populacao de parasitéides é Ny = kP,, e o nimero médio de
tentativas por hospedeiro é N = Ny /H,,. Vamos supor que N é um nimero
grande.

A probabilidade de sucesso por tentativa p deve ser proporcional ao
nimero de hospedeiros, i.e., p = pH,. Entao a probabilidade que um de-
terminado hospedeiro seja encontrado a cada tentativa é p/H, = p que é
constante. Como o hospedeiro vai receber em média N tentativas de ataque,
a probabilidade que ele seja encontrado em n dessas tentativas é dado pela
distribuicao binomial

P(N,n) = yN-n,

N! N
(N—n)!n!p (1=

Pode ser que um hospedeiro seja visitado apenas uma vez, e a probabili-
dade disso ocorrer é P(N,1) = Np(1—p)¥~1. A probabilidade do hospedeiro
ser visitado 2 vezes é P(N,2) e assim por diante. Em média o hospedeiro
serd visitado u = pN vezes. Podemos reescrever a equacao acima em termos

de p:
N! [\ 1 N—-n
Pl = () (- 1)
(Nom) == ¥ N
E equacao pode ainda ser manipulada da seguinte maneira:

P(N,n) = N(N_l)-~7;!(N—n+1) <%>n(1_%>N—n

n! N

_ N(N—l).j.\.ﬁ(LN—n—l—l) <M_n) (1_ “>N_n'

Se N >> n podemos aproximar N(N —1)...(N —n+1) ~ N" e (1 —
/NN ~ (1 — u/N)N =~ exp(—p). Com isso obtemos uma expressao

aproximada que é independente de N e é conhecida como distribuicao de

Poisson:
n

P(n) = %e*#. (2.27)

A probabilidade de que o hospedeiro escape do parasitismo é P(0) = e *.
Podemos finalmente escrever p calculando o nimero total N, de encontros
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que de fato ocorrem entre hospedeiros e parasitéides. Ele é dado pelo nimero
de tentativas multiplicado chance de sucesso por tentativa:

N, = pkP, = pkH,P, = aP,H, (2.28)

A constante a pode ser interpretada como a eficiéncia dos parasitéide em
buscar hospedeiros. Assim, u = N./H,, = aP, e

f(H,, P,) = P(0) = e ", (2.29)

2.8.2 Analise do sistema

As equagoes originais de Nicholson-Bailey podem entao ser escritas como
Hn+1 = A@iaPan
(2.30)
Poy1 = cH,(1—e )

Os pontos de equilibrio podem ser encontrados resolvendo-se as equagoes

H =Xe*H

e sao dados por

s lA o Al
T " ac(a=1)

Como a e ¢ sao numeros positivos, o ponto P, H; s6 existe se A > 1.

Estabilidade. Chamando
f(H,P)= e P H

g(H,P)= =cH(1—eP)
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obtemos
a1 = % =
a2 = # =
g1 = j—,ﬁ, =
Qg2 = j—g =
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47

—aXe P H
c(1 — e P)

acHe ",

Estabilidade de P,, H,: Calculando as derivadas no ponto Py = Hy = 0

resulta
ail =

a2 =

a1 =

A2 =

f _
&= )
a _
4= 0
dg _
4 = 0
45 — 0.

d

Os autovalores da matriz de estabilidade (ou as taxas R.) sdo dadas por 0 e

A. O ponto P,, Hy portanto é estéve

Estabilidade de P,, Hy: Calculand
et = )\ obtemos

lse A < 1.

o as derivadas nesse ponto e usando que

a —i—l
11 _dH_
. _ﬁ_ = Aln A
Pmap T T T = 1)
dg -1

=2 —¢(1-— ——(A—1
a1 TI (1—=A7) (A—1)
. @ acH, In A
2 T 4p ) A1
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Um dos critérios que devem ser satisfeitos para que o ponto de equilibrios
seja estavel ¢ que v, o determinante da matriz de estabilidade, seja menor
do que 1. Calculando ~ obtemos

mA_% Aln )
A—1 A1

Y = A11G22 — Q12021 =

e ¢é facil ver que v > 1 para todo A > 1. Dessa forma, vemos que o problema
hospedeiro parasitdide é instrinsecamente instavel, e outros fatores devem ser
levados em conta (como refigios e capacidade de suporte para os hospedeiros)
para estabilizar as populagoes.



Capitulo 3

Dinamica de populacoes:
sistemas continuos

3.1 Introducao

Os modelos que vimos nos dois capitulos anteriores trataram o crescimento
de populagoes de forma discreta, a cada geracao. Em alguns casos, no en-
tanto, o nimero de individuos é tao grande que nao é necessario sabermos
exatamente o tamanho da populacao. Por exemplo, 1.587.845 individuos po-
dem ser descritos como 1.590.000 sem maiores problemas. Em populacoes
grandes também ¢é frequente que mortes e nascimentos ocorram de maneira
quase constante, de modo que uma descri¢ao do nimero de individuos a cada
geracao pode nao ser adequada.

Suponha que uma populacao tenha uma taxa de natalidade b constante.
Essa taxa mede o nimero médio de filhos por individuo por unidade de
tempo. Se escolhemos nossa unidade de tempo como sendo 1 ano, por exem-
plo, b da o numero médio de filhos por ano que cada individuo produz.
Analogamente, a taxa de mortalidade d é a probabilidade de um individuo
morrer por unidade de tempo. Se d = 0.1 por ano, entao a chance de um
individuo morrer no perfiodo de um ano é de 10%. Isso também implica que
sua expectativa de vida serd 7 = 1/d, que é de 10 anos nesse caso.

Suponha que observamos essa populacao em dois instantes de tempo
proximos, t e t + At. Entao o numero de individuos satisfaz a equacao

N(t+ At) = N(t) + bAN(t) — dAtN(t) (3.1)

49
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Exemplo: Calcule a mudanca na populagao apés um meés, um dia ou uma
hora se a taxa de natalidade é b = 1.2 filhos por ano e a taxa de mortalidade
¢ de d = 0.1 individuos por ano.

Solugao: um meés é 1/12 de ano e portanto
N(t+1/12) = N(t) + (1.2 — 0.1)(1/12)N(t) = (1 + 0.09) N ()

e a populacao cresce 9% em um meés.
Em um dia teremos

N(t+1/365) = N(t) + (1.2 — 0.1)(1/365)N(t) = (1 + 0.003) N (t)
e em uma hora

N(t+1/8760) = N(t) + (1.2 — 0.1)(1/8760) N (t) = (1 + 0.00013) N (¢).

Se b e d sao constantes, podemos dizer que a populagao cresce a uma taxa
efetiva constante k = b — d, de tal forma que

N(t+ At) = N(¢) + kAN (L), (3.2)

Se pretendemos descrever o sistema a tempos continuos, podemos reescrever
essa equacao na forma

N(t+ At) — N(t)
At

e tomar o limite de At muito pequeno, transformando o lado esquerdo na
derivada de N em relagao ao tempo:
dN(t)
T kEN(t). (3.3)
Nessa formulacao falamos da taxa com que a populacao varia no tempo,
medida em nimero de individuos por unidade de tempo. O parametro k mede
o numero efetivo de individuos por unidade de tempo que cada individuo da
populacao produz. No exemplo acima cada individuo produz 1.1 filhos por
ano, ja contando os nascimentos e mortes.
Para resolver equacoes diferenciais como a equacao acima, precisamos do
teorema fundamental do cdlculo, que relaciona integrais e derivadas. Faremos
uma breve revisao desse topico a seguir.

— EN(t)



3.2 3.2. DERIVADAS E INTEGRAIS 51

3.2 Derivadas e integrais

Como vimos na se¢ao a derivada de uma fungao F'(x) no ponto xy mede a
inclinagao da reta tangente a funcao naquele ponto. Mostramos abaixo uma
tabela indicando as derivadas de algumas fungoes simples:

dF’

Fz) | fl2)=—
z? 2z
c 0

n nxn—l
Ae*® aAe™”
Inx 1/x
sin (ax) | acos (ax)
cos (ax) | —asin (ax)

Tabela 3.1. Algumas fungoes elementares e suas derivadas.

O conceito de integral de uma fungao é bastante diferente do conceito de
derivada, e é surpreendente que exista uma relacao tao intima entre eles. A
integral da funcao f(z) entre os pontos zg e zy mede a drea delimitada entre
a fungao e o eixo z no intervalo entre g e ¢, conforme ilustrado na figura
31[a).

Para calcular a integral podemos dividir o intervalo em N partes de ta-
manho éx = (x; — 2 + 0)/N de modo que a area total A é a soma das
areas dos pequenos retangulos que se formam. Os pontos delimitados pelos
retangulo podem ser enumerados como g, T1 = xg + 0x, T3 = T + 20z, até
xy = 29+ Nox = 5. A éarea do retangulo formado entre os pontos x;_; e
xj, pode ser aproximada por f(xy)dx de forma que

Tf

F = limoz flzg)dz = f(z)dz. (3.4)

k=1 zo

A area que calculamos é funcao dos pontos inicial e final. Mudando o
ponto final, por exemplo, o valor da area muda. Fixando o ponto inicial em
xp, vamos considerar F' como funcao apenas do ponto final por enquanto.
Temos entao F(xy) e vamos agora calcular a derivada dessa funcéo usando
a definicao da secao
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f(x)
f(x)

Figura 3.1: (a) Integral de f(z) de zp a s é a drea sob a curva, que denotamos
por F. O intervalo de integragao é dividido em pequenos intervalos cujas
areas podem ser aproximadas por retangulos. (b) A diferenca entre as dreas
F(xy+ 0x) e F(zy) é um pequeno retangulo de area f(zy)dx.

dF .. F(zp+6x) — F(zy)

%(xf )= 51;1_{10 oz

Como ilustrado na figura [3.1(b), a diferenca entre as dreas F(zy + 0x) ¢
F(xy) é um pequeno retangulo de drea f(zy)dz. O dx cancela e o resultado

é

. (3.5)

dF

dz

Assim, a integral da funcdo f(x) é uma outra funcao F'(x) (onde aqui o x

se refere ao ponto final do intervalo de integragao) de tal forma que a derivada

de F(x) é f(x). A funcao F(x) é dita a primitiva de f(x). Para garantir

que a integral sobre um intervalo de tamanho nulo seja zero, subtraimos uma
constante igual a F'(xg) e escrevemos

(zy) = flxy). (3.6)

[ @ = Fley) ~ Fao (3.7)

onde dF'/dx = f(x). Esse é o teorema fundamental do célculo.

3
/ 22dx.
1

Exemplo 1: Calcule
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A fungdo F tal que dF/dx = 2® é F(x) = x*/4, como pode ser visto pela
tabela de derivadas acima. Entao

3
/ vidr =3*/4 —1*/4 =81/4 — 1/4 = 20.
1

Exemplo 2: Calcule
b dx

a T

A fungao que satisfaz dF/dx = 1/x é F(z) = Inz. Entao

b
d—x:lnb—lna:ln <§>

o T a

Exemplo 3: Calcule

b 2
/ e Tdx.
a

~ _ 2 ~ . e ~ .
A fungao f(z) = e~ nao tem primitiva. Em outras palavras, nao existe
~ . . .. N _p2 . ~ , /
nenhuma func¢ao F(z) cuja derivada seja igual & e™*". Assim, nao é possivel
resolver essa integral de forma analitica.

3.3 Crescimento exponencial

A equagao (3.3)
dN (t)
dt
pode agora ser resolvida de duas maneiras. Em primeiro lugar notamos
pela tabela 3.1 que a funcao cuja derivada é proporcional a ela mesma é a
exponencial. Entao

= kN ().

N(t) = N(0) e,
De fato, derivando essa expressao obtemos

AN(t) d

dr %[Nm) e = kN(0) e = EN(t).
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Podemos também integrar a equacao diferencial. Reescrevendo a equagao
na forma

dN
~ = kdt
podemos integrar dos dois lados no intervalo t = 0 e ¢ = ¢y do lado direito
e, do lado esquerdo de Ny (o valor da populacéo em ¢ = 0) a N (o valor da
populacdo em ¢ = t¢):
Nr dN b

A funcao cuja integral é k é kt e, seguindo o exemplo 2 acima, obtemos

Ny
In( =) =kt
H<N0)

ou, tomando a exponencial dos dois lados,

kdt.

o

N(ts) = N(0) €.

Podemos agora substituir a variavel ¢; por ¢ e ver que o resultado concorda
com a solucao anterior.

Esse resultado deve ser comparado com seu equivalente discreto que discu-
timos na secao (1.2} equagao , que reescrevemos abaixo com uma notacao
ligeiramente diferente:

Tpil = ATy,

A solugao é dada pela equagao ([1.7)),

Vemos que o equivalente da taxa efetiva de crescimento k é o logaritmo de a.
O valor de k pode ser positivo ou negativo, se houverem mais nascimentos do
que mortes ou vice-versa. O mesmo ocorre com Ina que é positivo se a > 1
ou negativo se a < 1.

3.4 Crescimento logistico

A equagao (3.3)) descreve uma populacao que cresce indefinidamente se k > 0
ou vai a extingao se k < 0. Vamos incorporar uma capacidade de suporte para
impedir a explosao demografica se k > 0. Seja entao C(t) a quantidade de
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recursos disponiveis no instante t. Assumimos que os recursos sao produzidos
continuamente mas que saturam em um valor maximo Cjy caso nao haja
consumo (populagao zero). Supomos que cada individuo consuma uma certa
quantidade o de recursos por unidade de tempo, que podemos escrever

A populag¢ao méxima que o ambiente suporta é Cy/a que vamos interpretar
como a capacidade de suporte da regiao.

A segunda hipdtese que fazemos é que a taxa de crescimento é propor-
cional a quantidade de recursos disponiveis, k = SC. A equacao para o
crescimento populacional assume a forma

dN

S = kN =BCN
— B(Cy — aN)N (3.8)
=rN(1— %)

onde r = fCy e K = Cy/a.

Apesar dessa equacao ter a mesma forma da sua versao discreta, eq.
da secao , o comportamento de N(t) é extremamente simples e nao apre-
senta as bifurcagoes ou as solugoes cadticas de sua amiga discreta. Na verdade
a equacao (13.8) pode ser integrada e o resultado é

B KN,
" No+ (K — No)e

N(t) (3.9)

e qualquer condigao inicial Ny converge para N = K se r > 0 ou para 0 se
r < 0.

Exercicio:. Integre a equagao (3.8)) e obtenha (3.9).

3.5 Equilibrio e estabilidade: uma espécie

O estudo da estabilidade de solugoes estacionarias de equagoes diferenciais é
bastante similar ao estudo da estabilidade de pontos fixos em sistemas dis-
cretos. Nesta secao vamos tratar apenas de problemas de uma tnica variavel
X que podem ser escritos como
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Figura 3.2: Tlustragdo do comportamento da populagao x(t) em um caso
ficticio onde = 1 (linha grossa) e 2/(0) = 0.2. Se a solugao de equilibrio for
estavel a curva x(t) serd representada pela linha azul. Se for instével pela
linha vermelha.

dx
= = f(z). (3.10)

Uma condigao inicial arbitraria z, d4 origem a uma trajetéria x(t) com
z(0) = xo. Um ponto estaciondrio z deve ser tal que

f(@) =0 (3.11)

e a 'trajetéria’ resultante ndo muda, pois dz/dt(z = 0.
A estabilidade do ponto de equilibrio é determinada pelo comportamento
da dinamica em sua vizinhanca. Fazemos entao

z(t) =z + 2/(¢)
onde z/(0) é um pequeno deslocamento. Substituindo em (3.10) obtemos

df
dx

dr _ do
dt  dt

(z) 2!

= fa o) = (@) +

I
—dx(x)x
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A equagao satisfeita por 2’ é idéntica a equagao (3.3)) de crescimento ex-
ponencial onde o papel do parametro k é feito pela derivada df /dx calculada
em (Z). A solucao é

Entao 7 é:
estavel se (7)< 0
. . df /-
instavel se é(w) > 0.

A figura ilustra o comportamento da populagdo z(t) em um caso
ficticio onde 7 = 1 e 2/(0) = 0.2.

Exemplo 1: a equagao logistica. De acorde com a equagao ([3.8)) temos:

fx) =rz(l —z/K)

d
é =r—2rz/K.

Os pontos de equilibrio sao g = 0 e 1 = K. Para o ponto Zy encontramos
df /dx = r o que mostra que a extingao s6 é estavel se r < 0, o que seria
possivel se o nimero de mortes fosse maior que o de nascimentos mesmo para
populagoes pequenas. Para o ponto Z; obtemos df /dz = —r mostrando que
Z, € estavel para todo r > 0.

Exemplo 2: o efeito Allee. Até esse momento estamos fazendo a hipdtese
que a populagao cresce com taxa r quando estda bem abaixo da capacidade de
suporte e que a taxa de natalidade efetiva (ja descontadas as mortes) sempre
diminui conforme a populacao aumenta. A razao dessa suposicao é que os
individuos comecam a competir por recursos. No entanto, se a populacao
é muito pequena, os individuos tem dificuldade para encontrar parceiros ou
para buscar alimentos em grupos e a populacao pode parar de crescer. O
conjunto de efeitos que leva a diminuicao da taxa de crescimento para valores
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%05

P —

Figura 3.3: Taxa de crescimento para a equagao logistica r(z) = ro(1 —z/K)
(em vermelho) e incluindo o efeito Allee r(z) = (a + bz — x*)/c (em preto) .
Na figura usamos 7o = 9.2, K =2ea=0.6,b=17ec=0.5.

muito baixos da populagao é conhecido como efeito Allee. Considere entao o
seguinte modelo:

2
flz) == <a—|—b#> = zr(x)
com ) ,
r(z) = H#
e

df  a+ 2bx — 3z?
dr c '
Os parametros a, b e ¢ sao positivos.

Na figura mostramos uma comparagao entre r(x) para o modelo
logistico (em vermelho) e para o modelo com efeito Allee. A taxa de cres-
cimento comega com valor a/c e cresce conforme a populagdo aumenta,
atingindo o seu maximo para valores intermediarios da populacao, quando
x = b/2. Os pontos de equilibrio nesse caso sao 7o = 0 e

1 1
:Tc1:%+§\/b2+4a.
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Para o ponto z, vemos que df /dx = a/c > 0 e a extingao é instavel. Para o
ponto T, obtemos df /dz = —(2a + bZ;1)/c < 0 e o ponto ¢ estéavel.

3.6 Equilibrio e estabilidade: duas espécies

O prodecimento para estudar as solucoes de equilibrio de sistemas com mais
de uma espécie é bastante andlogo ao que fizemos no caso discreto, secoes
e 2.6 Escrevemos as equagoes dindmicas para duas populagoes como

dz
(3.12)
dy
- = 9@.y).
Uma solu¢ao (Z,y) ¢ de equilibrio se
d
@) = f@5) =0
(3.13)
Vew =own -
dt Y =g9\r,Yy) =

Encontradas as solucoes de equilibrio estudamos o comportamento de
solucoes vizinhas:
x =T+
y =y+y.
Substituindo essas expressoes nas equacoes dinamicas e expandindo as fungoes
em primeira ordem obtemos

da’ d d
= I@ g~ S+ @+ @
dy/_— ! = / — dg__,dg__,
- —g(x+x,y+y)~g(x7y)+%( ) +@( Y
Usando as equagoes ((3.13)) reescrevemos esse sistema como
dx’ - ,
— = a11X a
i 11 12Y
(3.14)
dy’

= ao1 X’ + asy’
i 21 22Y
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onde definimos, como no caso discreto,

- V2.9 - Yz
ann = dr T,y a2 _dy T,y
(3.15)
d d
Q21 = ﬁ('j’g) Q2 = d_z(j7g>

Como fizemos no caso discreto, vamos resolver esse sistema de equagcoes
de duas maneiras: (i) usando matrizes, autovalores e autovetores e (ii) elimi-
nando a varidavel ¢’ e resolvendo diretamente a equacao resultante para x’.

Solucao via matrizes. Escrevemos as equagoes (3.14]) na forma

dv
YA
a7

onde

11 Qa2
A= )
21 Q22

Usando a técnica apresentada no apéndice[A] podemos calcular os autovetores
e autovalores de A, que satisfazem

Avy = Aoy e Av_ =\ v_ (3.16)
onde os autovalores A4 sao solucoes da equacao
M —BA+7=0. (3.17)
A solucao da equacoes ¢é entao:
v(t) = cyvpeMt +c vt (3.18)

A prova que essa solucao é correta é bastante simples: aplicando a matriz
A em o(t) notamos que ela serd aplicada nos autovetores vy e v_, produ-
zindo, de acordo com a equacao , coeficientes A\, e A_ multiplicando
o primeiro e segundo termos respectivamente. No entanto, esse ¢ o mesmo
efeito provocado pela derivagdo em relagao ao tempo de v(t), o que prova
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que dv/dt = Av. Deixamos os detalhes para o leitor.

Solugao via eliminacao de 3'. Para eliminar 3’ das equagoes (3.14)) deri-
vamos a primeira delas novamente em relagao ao tempo:
>z’ dx’ dy’

az T Mgy Ty

Agora fazemos mais dois passos: onde aparece dy’/dt substituimos pela se-
gunda das equagoes ((3.14) . Com isso um novo y' serd introduzido. Elimina-
mos esse 3’ usando a primeira das equagoes ([3.14]) novamente:

d*a’ dzx’' , ,
P + ar2(an @’ + axny’).
dx’ , ,
= an Tt A12021 T + G22012Y

dx’' N L dx’ ,
= a11— + 120017 + ag | — —apx’ | .
1 12021 2| 5 11
Rearranjando os termos obtemos

d?x’ dx’

dt2 _5E

+v2' =0 3.19
v

onde = aj; + as € ¥ = ajjas — a12a21. A equagao (3.19) é o equivalente
da equagao de segunda ordem (|1.20) e sua solugao é semelhante. Tentamos
uma solugao similar aquela do crescimento exponencial: z'(t) = C'exp (At).

Entao:
2'(t) = Cexp(At)

d /

d_xt = C)Xexp (At)
d*x

T = CM\exp ().

Substituindo na equacao (3.19) podemos cancelar o fator comum C'exp (At)
para obter

A2 = BA+ A =0
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que coincide com a (3.17). A solucao para z/(t) fica, finalmente
2'(t) = Cyexp (Ast) + C_exp (A\_t). (3.20)
que tem a mesma forma da solugao obtida via matrizes (3.18]).

Exercicio: Obtenha y/(t) a partir da solugao de /().

3.7 Critérios de estabilidade

As perturbacoes 2’ e ¢y’ nas proximidades dos pontos de equilibrio, dada
pelas equagoes ou , crescem exponencialmente com coeficientes
M. e A_. Para que essas perturbacoes desaparecam com o tempo, fazendo
com que as populagoes retornem ao ponto de equilibrio, é necessario que
esses coeficientes sejam negativos. Mais precisamente, como eles podem ser
nimeros complexos, é necessario que a parte real de A\, e A_ seja negativa.
Nesta se¢ao mostraremos o seguinte resultado:

(Z,y) ¢é estavel se e somentese (<0 e v>0. (3.21)

A prova deste resultado parte das solucoes para os valores A:

6 1
A = =+ —+/% — 4.
+=5+35 p gl
e temos que considerar separadamente os casos em que Ay sao complexos ou

reais.

(i) autovalores complexos. Para que AL sejam complexos temos que ter
v > 0 e podemos escrever Ay = r +iccom r = /2 e c= +/y—[F?/4. A
condigao para que z'(t) e y/(t) tendam a zero é que r < 0, i.e., § < 0. Isso
mostra o resultado para o caso complexo.

(ii) autovalores reais. Quando os autovalores sao reais % > 4v e, para
que A\, seja negativo é necessario que 5 < 0. No entanto isso nao basta:
B < 0 garante que A_ < 0 mas para A\, pode ser que o termo positivo da raiz
quadrada ainda supere o valor negativo de (/2. Escrevemos entao 8 = —|f)|
(supondo ja que § < 0) e impomos que

B+ /B4y
Ay = 5 <0
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ou
1B > /% — 4.

Elevando ao quadrado resulta 5% > 3% — 47, ou v > 0. Isso mostra que as
condigoes (3.21]) também valem para o caso de autovalores reais.

3.8 Resumo da teoria para duas espécies

Dado o sistema de equagoes

dz

E :f(xvy)
dy

as solucoes de equilibrio sao dadas por

f(z,9)=0
9(z,y) =0
Chamando
S-LX) ~ ¥y
ann = d.ﬁU xz,y a2 = dy €,y
d d
a1 = ﬁ(f7g) Aoy = d_z(xvy)
o ponto de equilibrio (Z,7) serd estavel se
ﬁ =ay] + axp < 0 e Y = A11G22 — Q12021 > 0.

3.9 Predadores e presas com efeito Allee

Como um ultimo exemplo de sistema de duas espécies vamos analisar um
sistema de predadores e presas onde as presas estao sujeitas ao efeito Allee
(veja o exemplo 2 da segao [3.5)) e os predadores a competigao intra-especifica,
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i.e., com os individuos da prépria espécie. As equagoes sao:

(Y, o
dt c

(3.22)
L - 1@+ PO

Neste exemplo, conhecido como Modelo de Mimura-Murray [10] vamos
usar os valores especificos para os parametros utilizar do trabalho original:
a=35b=16,c=9ee=2/5 Existem 3 pontos de equilibrio:

Extingao: (P, Qo) = (0,0)
Sé6 presas: (P,Q1) = (b/2 + /b2 + 4a/2,0)

Coexisténcia: (P,Q), onde P é solugao da equagao P? + P(c/e —b) — (a+
cle)=0eQ=(P—1)/e.

Para os valores dos parametros fixados obtemos
(P, Q1) = (8 +1/99,0) =~ (17.95,0)
(P,Q) = (5,10).

As derivadas das funcoes sao:

_ p2 _
_a+bP P+P(b 2P)

a;n =
c

a9 :P—<1+€Q)—€Q
e, portanto:

Extingao: f=a/c—1=35/9—1=26/9 >0 - instavel.
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Sé presas: a;; ~ —893, ay = 16.95. Entao, 5 < 0. No entanto, como
as1 = 0, v = aq1a90 < 0 e essa solugao também é instavel.

Coexisténcia: nesse caso encontramos aj; = 30/9, ajs = =5, as; = 10 e
age = —4. Entdo, f = 30/9 —4 ~ —0.67 < 0ey =300/9+50 > 0e
a solugao é estavel. Os autovalores sao dados por Ay = —1/3 + V329, o
que mostra que pequenos desvios do equilibrio convergem de volta oscilando
rapidamente. O perfodo de oscilacio é 1/v/329 ~ 0.06.

Retornaremos a esse exemplo no préximo capitulo, quando discutirmos
sistemas espacialmente explicitos, difusao e padroes de Turing.



66

CAPITULO 3. SISTEMAS CONTINUOS

3.9



Capitulo 4

Dinamica de populacoes
espacialmente distribuidas

4.1 Introducao

Até agora temos considerado o estudo de populagoes descrevendo apenas
como o numero de individuos de cada espécie varia com o tempo. Fizemos
isso inicialmente com tempo discreto, onde contamos o niimero de individuos
a cada geragao, com tempo continuo, usando equacoes diferenciais. No en-
tanto, em muitas situagoes, fornecer o numero total de individuos nao é
suficiente e informacao sobre a distribuicao espacial das populagoes pode ser
importante. A figura mostra exemplos de vegetacao em regioes aridas
onde a distribuicao de plantas é claramente nao uniforme, formando padroes
que gostariamos de explicar.

Heterogeneidades na distribuicao de individuos pode resultar de vérios
fatores, como variagoes nas condigoes abidticas (qualidade do terreno, umi-
dade, altitude, etc) ou ainda das préprias interagdes entre espécies ou das
espécies como o0 meio.

Neste capitulo vamos descrever os principio basicos da teoria espacial de
populacoes e mostrar como se pode tratar alguns problemas simples. Em
particular, vamos estudar um fenomeno conhecido como instabilidades de
Turing, que explica como os padroes ilustrados na figura podem surgir
mesmo que o meio seja totalmente homogéneo.

A teoria desenvolvida por Alan Turing foi aplicada também em outros
contextos, onde padroes muito elegantes aparecem em fundos aparentemente

67
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Figura 4.1: Padroes geométricos na distribuicao de vegetacao em regioes
aridas.

uniformes, como no caso da pele da zebra ou em peixes. Recentemente foi
demonstrado que o mesmo fenomeno pode estar por tras da formacao de
patas de ratos 4.2

Outro fenomeno interessante que pode ser estudado no contexto de po-
pulacoes distribuidas é o problema de sincronizacao de sistemas periédicos.
Um dos exemplos mais folcléricos desse efeito é a sincronizacao do piscar de
centenas de vagalumes, que acendem e apagam ao mesmo tempo, formando
um enorme nuvem de aparéncia fantasmagorica. Algo semelhante acontece
no coragao, onde um conjunto de cerca de 10.000 células sao responsaveis por
manter o ritmo cardiaco e, para isso, devem disparar impulsos elétricos simul-
taneamente. Outros exemplos envolvem a sincronizacao do ciclo menstrual
de mulheres que moram juntas, de metronomos levemente interagentes e de
relgios de péndulo, como observado em 1665 pelo fisico holandés Christiaan
Huygens. Usaremos um pouco da teoria de difusao que desenvolveremos a
seguir para estudar o famoso Modelo de Kuramoto, que mostra como, e sob
quais condigoes, a sincronizacao pode ocorrer.

4.2 A equacgao de continuidade

O estudo de sistemas espaciais envolve dois processos. O primeiro é a in-
teracao entre os agentes do sistema, que podem ser individuos de uma mesma
espécie ou de espécies distintas, ou ainda moléculas que reagem quimica-
mente. Essas interagoes requerem o contato entre os agentes e acontecem
localmente, isto é, apenas se os agentes estiverem proximos uns dos outros.
O segundo processo é a difusao dos agentes pelo espaco, e esta relacionado a
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Revealing paws. As more Hox genes are removed from a developing
mouse limb lacking the gene Gli3, more digits form, a pattern fitting
amodel developed by mathematician Alan Turing.

Figura 4.2: Padroes geométricos na pela de uma zebra, de um peixe de
aquario e na formacao da para de um rato.

mobilidade de cada tipo de individuo ou molécula. O movimento dos agen-
tes tende a uniformizar o sistema, fazendo com que regioes com grandes
concentracoes de agentes dispersem parte desses agentes para regides onde
as concentracoes sao mais baixas.

Os processos de interagao foram discutidos nos capitulos anteriores. Para
entender como funciona o processo difusivo, vamos considerar um conjunto de
particulas nao-interagentes (de forma a focarmos apenas na difusio) ao qual
denominaremos genericamente de um gds, em analogia com a termodinamica.
Para simplificar a descricao vamos inicialmente descrever a dinamica em
apenas uma dimensao espacial, x. A figura ilustra o problema, mos-
trando particulas em um tubo fino que dividimos mentalmente em pequenas
parti¢oes de tamanho Az. As parti¢coes sao enumeradas e a partigao k contém
poucas particulas, N (k).

Vamos definir o fluxo de particulas da particao k£ para a kK + 1 como o
numero de particulas por unidade de tempo que cruza a fronteira entre essas
particoes:

J(k) = nimero de particulas por unidade de tempo de k para k + 1

A densidade de particulas na particao k é

o) = S8 (4.)
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k-1 k k+1

Figura 4.3: Particulas de um gas em um tubo fino. O tubo foi dividido em
pequenas particoes de tamanho Az e cada particao foi enumerada.

Como nao estamos considerando interagao entre as particulas, seu nimero
total deve permanecer constante (as particulas nao sao destruidas nem sao
criadas novas particulas). Entao, se o nimero de particulas muda na partigao
k é porque existem particulas cruzando as fronteiras k—1 — ke/ou k — k+1.
A variacao no numero de particulas na particao k no intervalo At é:

AN (k) = —J(k)At + J(k — 1) AL,

O primeiro termo dé conta da perda de particulas por unidade de tempo pela
fronteira k — k + 1 (note que esse nimero pode ser negativo, dizendo que
as particulas se movem de k + 1 para k). O segundo termo contabiliza as
particulas que entram pela fronteira k —1 — k. A variacao na densidade fica
_ AN(k) J(k)—J(k—1)

= — At.
Ax Az t

Dividindo por At dos dois lados obtemos

Ap Ik =Jk=1)  AJ
L -~ -5 (4.2)

Ap(k)

Se o numero de particulas que entra e sai da particao k£ ¢ o mesmo, a
densidade nao muda. No limite em que o tamanho das particao vai a zero,
podemos descrever a densidade de particulas em cada ponto do espacgo e a
cada instante de tempo e escrever

T

97 _ 4
ot " or Y (4.3)

que é conhecida como equacdao da continuidade.



4.3 4.3. A EQUACAO DE DIFUSAO 71

Se o gés esta em duas ou trés dimensoes temos que mudar as partigoes
para quadradinhos ou cubinhos e considerar o fluxo em cada uma das diregoes.
A posicao de cada particao agora tem duas ou trés coordenadas também, que
podemos representar por 7. A quantidade J(x,t) para a ser um vetor com

componentes J,(7,t), J,(7,t) e J,(7,t), que representamos como J(r,t). A
equacao da continuidade em 3D assume a forma

o, . 0J, O,

=0 4.4
ot T ox oy T oz (44)
ou ainda, de forma mais compacta,
0p = -
— . p— 4.
5 +V-J=0 (4.5)

onde o ultimo termo é o divergente do vetor J.

4.3 A equacao de difusao

A equacao da continuidade leva naturalmente a equacao difusao quando fa-
zemos uma hipotese sobre o fluxo de particulas. Porque, afinal de contas,
existe fluxo? O fisico alemao Adolf Fick propos uma lei simples em 1855: o
fluxo deve ser proporcional a variacao de densidade. O simples movimento
aleatério das particulas deve fazer como que particulas em regioes mais den-
sas se movam para regioes menos densas. Matematicamente, a “lei de Fick”
se expressa como:

J(z) =— % (4.6)

onde o sinal negativo garante que o fluxo é das regides mais densas para as
menos densas. Se a densidade é uniforme nao hé fluxo, e se nao ha fluxo nao
ha variagao na densidade, e tudo fica estatico. O coeficiente D é chamado de
coeficiente de difusdo e tem unidades de comprimento ao quadrado dividido
por tempo (metro ao quadrado por segundo, por exemplo).

Se D é constante podemos usar a equagao na equacao da continui-
dade e escrever a famosa equacao de difusao:

2
o0 _ 0

5% = Pone | (4.7)
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Figura 4.4: Densidade para varios valores de tempo segunda a solucao (4.9
para D = 0.5.

Em trés dimensoes essa equagao fica

op (Pp  Pp  Pp\ _ oo

onde o ultimo termo é conhecido como o Laplaciano de p.

Exemplo: Um vidro de perfume é aberto em x = 0 e t = 0 e suas moléculas
comegam a se dispersar pelo ar. Quando tempo uma pessoa localizada a uma
distancia d do vidro deve esperar até sentir o perfume?

Para resolver esse problema usamos uma solugao bastante conhecida da
equacao de difusao (4.7}

1 2
e~ 1Dt 4.9
VAar Dt (4.9)

Essa solucao representa uma fonte pontual em x = 0 e t = 0 que se espalha
pelo espaco e nos informa sobre a densidade de moléculas de perfume no

p(:L‘, t) =
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ponto z no instante t e tem a forma de uma Gaussiana. Vamos calcular o
valor médio de x no instante t, que nos da informacao sobre onde estao as
moléculas de perfume, em média:

+o0 +o0 T 22
xr) = xp(x,t d:v:/ e aptdr =0

A razao pela qual a integral é zero é simetria: a distribuigao p é simétrica
em z, igual para z > 0 e x < 0, portanto a média de = é zero. No entanto, a
variancia da distribui¢ao nao é zero:

< 2> /+oo ) ( )d +o00 1.2 22 J -
T°) = zip(x,t {E:/ e ibtdx = 2D1.
—o0 —o VA4mDt

Assim, a distancia média que o perfume alcanca no tempo ¢ pode ser estimada

como
d=+V2Dt.

Se D = 0.5m?/s demora um segundo para o perfume atingir 1 metro. Mas
demora 100 segundos para atingir 10 metros e 10.000 segundos (2 horas e 47
minutos) para 100 metros. Difusdo é um processo lento! A figura ilustra
a distribuicao para D = 0.5.

4.4 Padroes de Turing

Estudaremos a formagao dos padroes de Turing usando o model de predador
presa de Mimura e Murray no espago [10]. As equagdes quase sao as mesmas
que investigamos na se¢ao [3.9] mas agora as quantidades P(z,t) e Q(x,1)
representam as densidades populacionais de presas e predadores na posicao
x e no instante t. O nimero de presas em um pequeno intervalo espacial Ax
no instante ¢ é dado por P(z,t)Az e o numero de presas no intervalo entre
as posicoes a e b é dado por ff P(x,t)dx.

Vamos super que a regiao onde os animais vivem estd limitado ao intervalo
entre x = 0 e z = L. As equagbes do sistema sao

aP bP — P2 9P 9°P
— (%) P—QP+Dp=— = f(P,Q) + Dp—

ot 0x? 0x?

(4.10)
0Q 0?°Q 0%Q
5 = (1+eQQ+FPQ+ Doy =g(P,Q) + Doy
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O simbolo 0, de derivada parcial, (1é-se “del”) é usado em do simbolo d para
denotar que as fungoes P e () dependem de mais de uma variavel (z e t) e
que a derivada deve ser feita apenas em relacao a variavel indicada, tratando
as outras como fixas.Vamos novamente usar os valores a = 35, b =16, c=9
e e = 2/5 como no trabalho original.

Precisamos ainda dizer alguma coisa sobre o que acontece nas fronteiras
do intervalo, quando z = 0 ou x = L. Vamos assumir que nao hé fluxo de
individuos para fora do intervalo, isto é, que J(x = 0,t) = J(x = L,t) =0
para todo tempo t. De acordo com a lei de Fick, equacao , isso implica
que

ap dp
—(0,t) = =—(L,t) = 0. 4.11
0.0 =L (111)
Embora as equagoes (4.10) seja bem complicadas e nao tenham solucao
analitica geral, nés conhecemos pelo menos trés solucoes de equilibrio parti-

culares:
Extincao: (P, Qo) = (0,0)

Sé6 presas, uniformemente distribuidas no espago:

(P1,Q1) = (8 +v/99,0)

Coexisténcia de predadores e presas, ambos distribuidos uniforme-
mente no espago: (P,Q) = (5,10)

As solugoes que obtivemos na secao [3.9 continuam valendo na descrigao
espacial. De fato, podemos procurar por solugdes das equagoes (4.10) que
nao dependam do espago. Nesse caso os termos de difusao se anulam e recu-
peramos as equacoes do caso sem espaco, com a diferenca que esses niimeros
indicam agora as densidades populacionais, nao as populagoes totais, que sao
dadas agora por PL e QL.

O que realmente muda agora é o estudo da estabilidade dessas solugoes.
Esse estudo envolve a resposta do sistema a pequenas perturbagoes nas
solugoes de equilibrio. Mas agora temos agora que considerar que as per-
turbacoes podem ser diferentes em cada ponto do espaco, como representado
na figura para a solucio de coexisténcia (P, Q) = (5, 10).

Como tratar perturbacoes complicadas assim? A saida estd em decom-
por uma fungao complicada em uma soma de fungoes simples. Uma fungao
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Figura 4.5: Perturbacao genérica sobre a solucao de equilibrio de coexisténcia

(P,Q) = (5,10).

definida no intervalo de 0 a L com derivadas nulas nas fronteiras pode ser
escrita como uma soma de cossenos da seguinte forma:

pla,t) = i an(t) cos (?) — i ()

n=1

(4.12)
a(z,t) =3 ba(t) cos (?) =3 gula.t).

Veja que cada termo da soma tem um cos (nmx /L), cuja derivada é —(nm/L) sin (nwx /L),
que se anula em z = 0 e x = L como queremos. Além disso, cada cosseno

tem um comprimento de onda especifico, representado pelo intervalo do eixo

x necessario para que a oscilagao se repita. Para cada cos (nmz/L) o compri-

mento de onda é L, =2L/n e a ﬁgura mostra uma ilustracao paran =7

e L = 1. Um componente da perturbagao com n pequeno é bastante suave,

enquanto que um componente com n grande oscila fortemente.
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Figura 4.6: Componente cos (nmz/L) paran =7 e L = 1. O comprimento
de onda nesse caso ¢ Ly = 2/7.

As curvas vermelhas da figura [4.5] foram construidas usando as expressoes

p(x,t) = 0.1cosma + 0.03 cos 3mx + 0.015 cos 177z + 0.07 cos 23wz — 0.07 cos 31wz

q(z,t) = 0.1cosmz + 0.06 cos 3z + 0.025 cos 17mx — 0.07 cos 237wz — 0.07 cos 317z.

Adicionando-se mais termos podemos desenhar fungoes arbitrariamente com-
plexas.
Fazemos entao uma perturbacao na solucao homegénea da forma

P:P0+p($,t)

Q = QO + Q($>t)

Procedemos como sempre, expandindo as funcoes f e g em primeira ordem
em torno do valor de equilibrio (P, Qo). Obtemos:

Op 9*p
- = Dp—
ot app + aizq + Po 2
dq d*q

o, =aup+ang+ Do—
It 21P 224 anQ
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onde os coeficientes a;; foram calculados na segao [3.9]
Precisamos agora das derivadas segundas da perturbacgao. Calculamos
primeiro

o 0 (@pn> = 21 (%Y a, @) sinuma/ )]

9z2 oz \ oz ox L
nm 2
- — (f) a,(t) cos(nmz /L)
nm 2
- (Z)'n
Da mesma forma
Pan (mr)Q
ox? L In:

Substituindo p = >, pn, ¢ = Y, ¢n € usando esses resultados podemos
reescrever as equacoes para a perturbacao como

Z [Pn — A11Pn — Q1240 + DP(WT/L)Qpn} =0

n

>~ [dn — a219n — azgn + Do(nm/L)*g,] = 0

n

onde o ponto em cima de p, e ¢, indica a derivada em relagao ao tempo, ou
ainda

Z la, — aran, — arb, + Dp(nm/L)*a,] cos(nma/L) = 0

n

Z |:bn — a1ay, — G2y, + DQ(?”LT('/L)an] cos(nmz/L) = 0.

n

Como a soma dos termos deve se anular e cada termo multiplica um
cosseno com comprimento de onda diferente, a tinica solucao possivel é que
cada termo da soma se anule separadamente, ou seja, devemos ter

an = lann — DP(WT/L)Q] ap, +aiz by,
. (4.13)
bn = 921 Ap, + [CLQQ — DQ (mr/L)Q] bn
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Figura 4.7: Esquerda: regiao achurada é onde a solugao homogénea ¢ instavel
e onde os padroes de Turing se desenvolvem (o = Dg, f = Dp). Direita:
perturbagao na solu¢do homogénea (pontinhado) e padroes finais obtidos
por integracao numérica das equacgoes. As presas apresentam regioes de alta
densidade e regioes onde quase nao ha individuos.

Essa equacao define a estabilidade de cada modo da perturbacao. Se
Dg = Dp = 0 ela recai no caso anterior discutido na se¢ao[3.9] Usando esses
resultados vemos que Sy = ay1 + ags = —2/3 < 0 e v = aj1a22 — ag1a12 =
750/9 > 0, indicando que o ponto de coexisténcia é estavel na auséncia de
difusao espacial. No entanto, agora temos:

B =By~ (nm/L)*(Dq + Dp) = —2/3 — (n7/L)*(Dq + Dp) 1
1
Y =0 — (nm/L)*(30Dg — 36Dp)/9 + (nm/L)* DD}

onde substituimos os valores numéricos de a;; = 30/9 e ay = —4.

Vemos que 5 < 0 mas o sinal de v vai depender agora dos valores dos
coeficientes de difusao e do modo n que estamos considerando. Se n for muito
grande o tltimo termo com n* vai dominar e v seré positivo (solugao estével).
Para que v fique negativo precisamos ter n nao muito grande e Dg > Dp,
ou seja, que os predadores difundam mais rapido que as presas.

A figura retirada do paper de Mimura e Murray mostra a regiao de
estabilidade para Dg = 1 no plano n versus Dp. No painel da direita é mos-
trada uma perturbacao das solugoes homogéneas e o resultado final do novo
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equilibrio, onde regioes de alta densidade se alternam com regices de baixa
densidade. Esses padroes periddicos causados pela difusao sao conhecidos
como padroes de Turing e sao causados por instabilidades dinamicas do sis-
tema, e nao por inomogeneidades ambientais. Se trocarmos populagoes por
pigmentos, podemos imaginar regioes com alta concentragao de pigmentos e
outras com baixa concentracao, como no peixe mostrado na figura [4.2]

4.5 Sincronizacao e o modelo de Kuramoto

Sistemas biologicos exibem uma variedade de ciclos, a maioria deles rela-
cionada com os dias e as noites, ou com as estagoes do ano. Além desses
ciclos mais ou menos evidentes, existem outras oscilagoes, com periodos me-
nores, relacionados com atividades fisicas ou metabdlicas, como o batimento
cardiaco, o nivel de agucar no sangue, o disparo de neuronios, a pressao
sanguinea, o ciclo menstrual e varios outros. Do ponto de vista matematico,
cada um desses sistemas periddicos pode ser representado por um oscilador
e, em muitos casos, diversos osciladores podem interagir uns com os outros.
Essas interacoes, se suficientemente fortes, podem levar a sincronizacao dos
sistemas envolvidos, fazendo-os pulsar em unissono.

Aparentemente o fenomeno de sincronizacao foi observado pela primeira
vez pelo cientista holandés Christiaan Huygens, inventor do relégio de péndulo,
em 1665. Huygens notou que dois relégios de péndulo pendurados na mesma
parede tinham seus péndulos movimentando-se perfeitamente fora de fase’
mesmo que fossem iniciados de maneira arbitraria.

O exemplo mais conhecido de sincronizacao é provavelmente o dos vaga-
lumes do sudeste asiatico. No por do sol os vagalumes comecam a piscar
periodicamente, cada um no seu tempo. Conforme a noite cai, o piscar de
vagalumes vizinhos torna-se mais visivel a cada um, influenciando mais for-
temente seu comportamento. O pisca-pisca comeca entao a se tornar sincro-
nizado e centenas de vagalumes disparam seus flashes simultaneamente com
se fossem um tnico organismo. Outros exemplos de sincronizagao incluem
metronomos, lasers acoplados, ciclo menstrual de mulheres que compartilham
a mesma casa e epilepsia.

Nesta secao vamos apresentar o modelo de sincronizacao proposto por
Kuramoto em 1975, que é simples mas extremamente rico. No modelo cada
elemento do sistema é representado por um angulo 6; que roda com frequéncia
natural w;. As frequéncias do conjunto dos N elementos que compoem o
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sistema serao sorteadas de uma distribuigao de frequéncias g(w) e a dinamica
sera descrita pelas equagoes

Glzwl—i—

==

isin (6, —0;). (4.15)

Embora esse problema nao envolva o espaco fisico, podemos pensar que a
distribuicao dos elementos ao longo de um circulo é analoga a distribuicao
de individuos no espago (veja a figura .

A distribuicao de frequéncias g(w) é responsavel pela desordem do sis-
tema. Supondo que ela tem valor médio @ e variancia o2, é intuitivo que
quanto maior for a variancia mais dificil sera sincronizar os osciladores.

O acoplamento, por outro lado, tem o papel de trazer cada oscilador para
perto dos outros. Se o oscilador j esta um pouco a frente do oscilador i, entao
sin (0; — 6;) > 0 e a frequéncia natural w; ganha um acréscimo, de forma que
i possa alcancar j. Se j estd um pouco atras de ¢, por outro lado, entao
sin(f; —6;) < 0 e w; ganha um decréscimo, de forma que i possa esperar
por j. O valor da constante K determina a intensidade do acoplamento e
a divisao por N é para que a interagao total nao fique grande se o niimero
de osciladores crescer muito, de forma que podemos tomar o limite em que
N — oo.

Dois osciladores. Vamos inicialmente considerar apenas dois osciladores
acoplados. Nesse caso as equagoes (|4.15]) ficam

91 =w; + % sin (02 — 01)

(4.16)
62 = Wy + % sin ((91 — 92)
Somando essas duas equacoes obtemos
6)1 + 92 = w1 + ws. (417)
Entao, caso ocorra a sincronizacao, i.e., se 91 = 92 vemos que
4 :95:%:@ (4.18)

e o movimento sincronizado ocorre com a frequéncia média. Veremos que
essa propriedade também é verdadeira para o caso de muitos osciladores.
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Subtraindo uma equagao da outra e definindo 6 = #; — 6, obtemos
0 = wy —wy — K sind. (4.19)
Entao, se a sincronizagao ocorrer, 5 = 0, os osciladores vao girar com
frequéncia w e manter uma diferenca de fase dada por

W1 — W2
K

No entanto, como o seno é uma funcao cujos valores ficam no intervalo entre
-1 e +1, essa equacao sé tera solucao se

sind = (4.20)

|wi —w2|
K

ou seja, se a constante de acoplamento K for suficientemente grande para
que K > |w; — wol.

<1, (4.21)

Caso geral. O caso onde o nimero de osciladores é grande é bastante com-
plicado, mas quando o nimero é muito grande, tendendo a infinito, é possivel
obter resultados analiticos similares ao caso onde N = 2. Comegamos so-
mando todas as frequéncias, como fizemos acima:

N ) N K N N
=1 =1

i=1 j=1

A soma dupla que aparece no ultimo termo a direita é nula. Embora seja
facil provar esse resultado em geral, vamos aqui considerar explicitamente o
caso N = 3 para exemplificar como o cancelamento dos termos ocorre:

Z?:l Z?:l sin (6] — 62) = sin (91 — 91) + sin (91 — 92) + sin (91 — 93)+
sin (‘92 — 91) + sin (62 — 92) + sin (62 — 93)+
sin (‘93 — 61) + sin (‘93 — 92) + sin (‘93 — 93)

Os termos da ‘diagonal”’sao nulos. Os outros cancelam-se dois a dois, por

exemplo, sin (6, — 02) = —sin (2 — 61). O mesmo ocorre para qualquer valor
de N.
Se os osciladores entrarem em sincronia, com #; = 6y = - -+ = O, entao

N N
Z@Z = N@l = Zwi
1=1 =1
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N
. ) . 1 -
6‘1:92:...9N:Ni251wi.:w. (423)

Esse resultado é idéntico ao que aparece para 2 osciladores. No entanto,
para obtermos o equivalente do menor valor de K para que a sincronizacao
ocorra, temos que trabalhar mais um pouco. Primeiramente definimos o
nimero complexo

I .
re = — Z et (4.24)
N 4

=1
que ¢é o valor médio das fases dos osciladores. Se as fases forem todas iguais,
entao r = 1 e ) = #;. Por outro lado, se os valores de 6; estiverem distribuidos
aleatoriamente entre 0 e 27, entao r ~ 0, pois os termos da soma tendem a
se cancelar. A figura [4.§] ilustra o calculo de r para duas situagoes, onde os
osciladores estao quase sincronizados ou se movendo desorganizadamente.

O valor de r é chamado de parametro de ordem e marca a transicao
entre o movimento descoordenado dos osciladores (r = 0) e o movimento
sincronizado (r = 1).

Vamos assumir que as frequéncias naturais dos osciladores, w;, sejam obti-
das a partir de uma distribui¢do g(w) simétrica e centrada em zero. Podemos
imaginar que partimos de uma distribuicao com média @ e depois nos colo-
camos em um referencial que gira com a mesma frequéncia w, de forma que o
sistema fique parado em relagao a esse referencial. Exemplos de distribuicoes

desse tipo sao:
|

= —— 4.25
g(w) R (4.25)
¢ 1
g(w) = ——e /2" (4.26)
2ro

chamadas de Lorentziana e Gaussiana, respectivamente.
Kuramoto mostrou que, no limite em que infinitos osciladores estao aco-
plados, ocorre uma transi¢ao de fase no valor critico

K, = . (4.27)

Para valores da constante de acoplamento abaixo de K. o movimento dos
osciladores é sempre desorganizado, r = 0. Acima de K, parte dos osciladores
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054 054

004 4 004

-0.54 -0.54

Figura 4.8: Distribui¢ao de osciladores em configuragoes sincronizada (a es-
querda) e nao sincronizada (a direita). O nimero complexo definido pela
equacao é mostrado em vermelho. O parametro de ordem r é o tama-
nho da linha vermelha, que é proximo de 1 no caso sincronizado e perto de
Zero no caso nao sincronizado.

comega a sincronizar e a fragao de osciladores sincronizados aumenta. O valor
de r nesse caso tem a forma

_[—16(K - K,)
r= \/—Kﬁg”(O)W (4.28)

onde ¢”(0) é a segunda derivada de g(w) calculada no ponto médio w = 0.
Para as distribuicoes de frequéncia acima obtemos:

Lorentziana
K- K.
K.=2y r= ( ), K> K..
2y
Gaussiana
V2n(K — K,
K. =1/%5 r:\/ m( ) ks K,
T 4o
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1.0+

0.8+

0.6

0.2+

0.0

1 K2 3K 4

c

Figura 4.9: Parametro de ordem r em fun¢ao da intensidade do acoplamento
K mno limite em que infinitos osciladores estao no sistema. Abaixo de K,
nao se observa nenhum tipo de sincronizacao. Acima de K. a fracao de

osciladores sincronizados aumenta proporcional a /(K — K..).
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Em ambos os casos vemos que quanto menor for a largura da distribuicao
de frequéncias menor é o valor de K necessario para iniciar a sincronizagao.
Além disso, quanto menor a largura, mais rapida a sincronizacao acontece

para K > K.. A demonstragao dos resultados (4.27)) e (4.28)) é razoavelmente
complicada e serd apresentada no apéndice [B]

4.6 Especiacao e o modelo de Dieckmann e
Doebeli
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Apeéendice A

Calculo de autovalores e
autovetores

Dada uma matriz A, 2 x 2, queremos encontrar os vetores v e os autovalores
A que satisfazem a equacgao
Av = . (A.1)

Antes de resolver esse problema, vamos considerar um problema auxiliar
mais simples, onde buscamos os vetores v que satisfazem

Mv =20 (A.2)

onde M é outra matriz 2 x 2. Explicitamente,
mi1 Mag 01 _ ( A 3)
Mol M2 U2 '

m11V1 + MUz = 0 (A 4)
M1V + Mooy = 0. '

ou ainda

Da primeira equacao obtemos
Vg = —mnl}l/mlg. (A5)

Substituindo na segunda, e multiplicando tudo por my2, que assumimos nao
nulo,
U1(m11m22 - m12m21) = 0. (A~6)

87
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A quantidade que aparece entre paréntesis é o determinante de M:
det M = 1112 — M12M91 . (A?)
Temos entao duas possibilidades:

(i) se det M # 0, entdo v; =0 e vy = 0. Essa é a chamada solugao trivial.

(ii) se det M = 0, a equagdao (A.6)) ¢ satisfeita automaticamente, mas a relagao
(A.5) ainda deve ser verificada. O vetor v assume a forma

1
v ( —my1 /Mo )

para qualquer valor de v;. Multiplicando tudo por mi5 e chamando a = vimqs

obtemos
v=a ( iz ) (A.8)
—mi

que define a ’solu¢ao nao trivial’ do sistema ({A.2))
Voltamos agora a equacao original que queremos resolver, (A.1]). Expli-

citamente temos:
a1 a2 U1 —\ U1
Q21 A22 V2 V2

a1V + a1V — )\Ul
A21V1 + Q92U = )\1)2.

ou ainda

Essas equacgoes podem ser rearranjadas na forma

(@11 — A)v1 + a0 =0
as1V1 + (CLQQ — )\)’Uz = 0.

Identificando

mi = a;; — A
M2 = G12
Moy = A — A
Mo = Q21
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temos um sistema na forma (A.2)), Mv = 0. Sabemos que as solugdes nao
triviais requerem a condicao det(M) = 0, que pode ser escrita como

)\2 — ((111 + (122))\ + (a/lla/22 — CL126L21) =0. (Ag)

Seguindo a notagao usada no texto principal definimos 8 = ay; + a9 € v =
(11029 — (12021 para obter

M —BA+~v=0 (A.10)

cujas solugoes sao nossas famosas taxas de crescimento:

)\izgi—% 82 — 4. (A.11)

Os autovetores sao dados pela equacao (A.8|) desde que a5 # 0:

. Q12
vy =a ( A ) . (A.12)

A constante a é arbitraria, e pode ser escolhida conforme a conveniéncia de
cada um.

Exercicio Mostre que uma forma alternativa para os autovetores, que vale
se ag # 0 é

Q2o + A\p
vy =a . (A.13)
)
Exercicio Mostre que se a;5 = as; = 0 os autovalores sao A\, = ay; e
A_ = agy € 0s autovetores sao

U+:a((1)> v:a((l)). (A.14)
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Apeéndice B

Transicao de fase no modelo de
Kuramoto

Neste apeéendice vamos resolver o problema de Kuramoto no limite em que
o numero de osciladores vai a infinito. Alertamos o leitor que o célculo
envolve conceitos mais complicados em matematica, como a funcao delta de
Dirac. Quem nao estiver familiarizado com isso pode pular esse apéndice sem
prejuizo da compreensao qualitativa do fenomeno. Comecamos definindo a
densidade de osciladores cujas frequéncias livres é w e que estao na posicao
angular 6 no instante de tempo ¢,

p(0,w,t).

Essa densidade serd normalizada de forma que, a qualquer instante, e para
qualquer valor de w

/7r p(0,w,t)dd = 1. (B.1)

—Tr

Como o numero de osciladores é conservado durante a dinamica, a a
densidade p satisfaz a equacao da continuidade onde a corrente é j = puv.
Lembrando da secao 4.2, o fluxo, ou corrente, é o niimero de particulas que
vai da caixa k para a k + 1 por unidade de tempo. Assim,

AN ANAz
T= At T A At Y

Para escrever a velocidade (angular) notamos primeiro que, da definigao

91
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do parametro de ordem como (veja eq.(4.24)

| X
¢__Z 0,
_szle '

podemos multiplicar os dois lados por e~ e comparar as partes imaginarias

para obter

rsin (¢ — 6;) Zsm (6; —6;)

Essa expressao pode agora ser substituida na equacao de movimento
(4.15):
0; =w;+ %50 sin(0; - 0;)

(B.2)
No limite onde N — oo a velocidade angular fica
v(0,w,t) =w+ Krsin (¢ — 0) (B.3)
e a equagao da continuidade (4.3)) fica
dp 0
e — oKrsi — ] = B.4
at+ae[pw pKrsin (6 —v¢)| =0 (B.4)

Finalmente, a equacao para o parametro de ordem no limite N — oo é
transformada em uma integral:

rew:/ d9/ dwe®p(0,w,t)g(w), (B.5)

que ¢é novamente o valor médio da fase levando em conta a distribuicao de
frequéncias g(w) e, para cada frequéncia, a densidade de osciladores p.

Movimento incoerente, nao sincronizado. Nesse caso a densidade de
osciladores é uniforme, p = 1/27. Entao

' 1 T 00
re = —/ e’edH/ dw g(w) =
2r )« _oo
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pois a integral em 6 se anula. Dessa forma r = 0. Além disso, como dp/dt = 0
podemos verificar que a equacao da continuidade estd sendo satisfeita:

%[pw — pKrsin (G—w)} = %(pw) =0

pois p é constante e w nao tem dependéncia com 6.
Sincronizacao parcial. Suponha agora que parte dos osciladores estejam
sincronizados com v = 0 enquanto o restante se move incoerentemente. Ve-

locidade nula implica, pela equagao (B.3)), que

w= Krsin (0 — ) para —

bo| 3

<O-y <

NS

0 que s6 ocorre se
lw| < K.

Outra forma de escrever a condicao acima para velocidade nula é

0 = 1) + arcsin (%) .

r

Osciladores com |w| > Kr nao podem sincronizar. No equilibrio, quando
Odp/0t = 0, a densidade quebra-se em duas partes, uma para a parte sincro-
nizada e outra para o restante.

Parte sincronizada. Aqui temos
w
p 1) — arcsin "

implicando que os osciladores estarao centrados proximos de ¥, com desvio
dado por arcsin(w/Kr), que depende de sua frequéncia livre, de K e de r.
A que aparece é a funcao delta de Dirac. Vamos reescrever essa funcao de
uma forma que serd mais util adiante. Para isso vamos usar a propriedade
da fungao delta que

0[6 — 0o] = [f(60)I0[£(0)]

onde f(y) = 0. No nosso caso faremos

f(0) =w— Krsin (0 — )
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e o angulo 0, deve satisfazer
w/Kr =sin (6 — ).
Assim,

f'(0p) = —Krcos(6y — ) = —Kry/1 —w?/K?*r? = —VK?2r? — 2.

e a parte sincronizada fica
K?r? —w25[w — Krsin (6 —w)] (B.6)
onde —gge—wg or

Parte nao-sincronizada. No equilibrio devemos ter d(pv)/00 = 0 e
portanto o produto pv deve ser uma constante, independente de ¢. Entao,

para |w| > Kr,
c

- lw— Krsin (6 — )|

Para calcular o valor da constante de normalizacao temos que integrar p
sobre 6. Para isso fazemos uma mudanca de varidveis

P

u=w — Krsin (6 — 1) du = —Krcos (6 —1)db

ou
du

_\/KQT’Q — (w —u)?

T du
df = —c .
/_ﬂp / lu|\/K?r? — (w — u)?

Essa integral tem um polo em u = 0 e o residuo é v K?r? — w?. Entao o
resultado é

do =

/ pdf = —c(2mi) [V K?r? — w? = 21e/Vw? — K2r2.

—Tr

ou ainda

c=(2m) "Ww? — K2r2
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e finalmente,

1 Vw?2 — K?%r2

© 27 |w — Krsin (6 — )|
Parametro de ordem. Juntando os osciladores sincronizados e 08

nao-sincronizados ([B.7]) temos a distribuigao final:

\/K2T2—w%?[w—Krsin(@—aD)], lw| < Kr

p(0,w) = . e . (B3B)
2 |w — Krsin (0 — )|’

p (B.7)

lw| > K.

O 1ltimo passo € calcular o valor de r dado pela equacao

r= / d@/ dw e p(0, w, 1) g(w) = 75 + s,

onde o termo em 1 foi passado para o lado direito. A integral sobre w deve ser
quebrada em duas partes, uma para a parte sincronizada, r,, para |w| < Kr
e outra para a parte nao-sicronizada, 7,s, para |w| > Kr. As integrais podem
ser feitas mais facilmente mudando da variavel 6 para ' = 0 — 1.

Se g(w) ¢ simétrica r,s = 0. Para ver isso dividimos a integral em w de
rns €m duas partes, de —oo a —Kr e de +Kr a +o0o. Na primeira trocamos
w— —weblh — 0 +m, o que nao altera o valor de p, e o resultado cancela a
segunda parte.

A segunda contribuigao entao fica:

w/2 Kr
r= / d@’/ dw cos (0" )V K?r? — w? 5[¢u — Krsin (9/)]9(@
—7/2 —Kr

onde ja consideramos apenas a parte real (pois r é real e a parte imaginaria
da integral, com o seno, se anula). A delta mata a integral em w:

r= fl/jz o' cos (0)v/ K2r? — K?r2sin 62 g(Krsin )

=Kr f:{% db’ cos? (0') g(Krsind')

Essa equacao tem duas solugoes: ou r = 0 ou r é dado por

/2
1=K df' cos® (0') g(Krsin@')

—7/2
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O ponto de bifurcagao mostrado no diagrama da figura[4.9|ocorre quando
essa solugao nao-trivial passa pelo zero em K = K.:

/2
1=K, do’ cos? (0') g(0) = i 9(0)
—7/2 2
0 que resulta
2
K.=—g(0).
—9(0)

Expandindo g(Krsin6’) até segunda ordem em torno de r = 0 pode calcular
o comportamento da curva para K > K..
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