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4.4 4.4. PADROES DE TURING 73

ponto « no instante ¢ e tem a forma de uma Gaussiana. Vamos calcular o
valor médio de z no instante t, que nos dé informacéo sobre onde estao as
moléculas de perfume, em média:

—+o00 o0 T L2
) = zp(z,t)dx = e"iidr =0
@= [ wrtete= [ s

A razdo pela qual a integral é zero é simetria: a distribuicao p é simétrica
em z, igual para x > 0 e x < 0, portanto a média de z é zero. No entanto, a
variancia da distribui¢do nao é zero:

9% +oo 5 B +oo 1,2 &2 B
") = z’p(z,t)dr = e~ ioidr = 2Dt.
—0 — VATDt

Assim, a distancia média que o perfume alcanga no tempo ¢ pode ser estimada

como
d= v2D¢.

Se D = 0.5m?/s demora um segundo para o perfume atingir 1 metro. Mas
demora 100 segundos para atingir 10 metros e 10.000 segundos (2 horas e 47
minutos) para 100 metros. Difusdo é um processo lento! A figura 4.4 ilustra
a distribuigao para D = 0.5.

4.4 Padroes de Turing

Estudaremos a formacio dos padrdes de Turing usando o model de predador
presa de Mimura e Murray no espago [10]. As equagOes quase sao as mesmas
que investigamos na secdo 3.9, mas agora as quantidades P(z,t) e Q(z,t)
representam as densidades populacionais de presas e predadores na posicao
T e no instante . O nimero de presas em um pequeno intervalo espacial Az
no instante ¢t é dado por P(z,t)Az e o ntmero de presas no intervalo entre
as posicoes a e b é dado por f; P(z,t)dx.

Vamos super que a regido onde os animais vivem esta limitado ao intervalo
entre z = 0 e x = L. As equagoes do sistema sao

oP a+bP — P? 0*P _ @ P

(4.10)
0Q 9%Q _ 2*Q
5 = —(1+eQ)Q + PQ + DQW = g(P,Q) + DQ%E
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O sfmbolo 8, de derivada parcial, (1é-se “del”) é usado em do simbolo d para
denotar que as funcdes P e @ dependem de mais de uma variavel (z e t) e
que a derivada deve ser feita apenas em relacio & variavel indicada, tratando
as outras como fixas.Vamos novamente usar os valores a = 35, b=16,¢=19
e e = 2/5 como no trabalho original.

Precisamos ainda dizer alguma coisa sobre o que acontece nas fronteiras
do intervalo, quando z = 0 ou z = L. Vamos assumir que nao ha fluxo de
individuos para fora do intervalo, isto é, que J(z = 0,t) =J(x=L,t)=0
para todo tempo t. De acordo com a lei de Fick, equagao (4;6), isso implica
que ;

NA P - -

\

dp _Op B '
£ (0,1) = 5 (L,1) = 0. (4.11)

Embora as equacoes (4.10) seja bem complicadas e ndo tenham solugao
analitica geral, nés conhecemos pelo menos trés solucdes de equilibrio parti-
culares:

Extingdo: (P, Qo) = (0,0)

Sé6 presas, uniformemente distribuidas no espago:

(Plan) = (8+\/®)0)

Coexisténcia de predadores e presas, ambos distribuidos uniforme-
mente no espaco: (P,Q) = (5,10)

As solucdes que obtivemos na segao 3.9 continuam valendo na descri¢ao
espacial. De fato, podemos procurar por solugdes das equagoes (4.10) que
nio dependam do espago. Nesse caso 0s termos de difusao se anulam e recu-
peramos as equagdes do caso sem espago, com a diferenca que esses nimeros
indicam agora as densidades populacionais, nao as populagdes totais, que sao
dadas agora por PL e QL.

O que realmente muda agora é o estudo da estabilidade dessas solugoes.
Esse estudo envolve a resposta do sistema & pequenas perturbagoes nas
solucdes de equilibrio. Mas agora temos agora que considerar que as per-
turbacoes podem ser diferentes em cada ponto do espago, como representado
na figura (4.5) para a solugao de coexisténcia (P,@) = (5;10).

Como tratar perturbagoes complicadas assim? A saida estd em decom-
por uma fungdo complicada em uma soma de funcdes simples. Uma fungao
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Figura 4.5: Perturbagdo genérica sobre a solugéo de equilibrio de coexisténcia

(P,Q) = (5,10).

definida no intervalo de 0 a L com derivadas nulas nas fronteiras pode ser
escrita como uma soma de cossenos da seguinte forma:

p(z,t) = Zan(t) cos (%E) = an(x,t)
= = (4.12)

q(z,t) = ibn(t) cos (ﬁg) = iqn(:v,t).

Veja que cada termo da soma tem um cos (nmz/L), cuja derivada é —(nm/L) sin (nmz/L),
que se anula em z = 0 e z = L como queremos. Além disso, cada cosseno

tem um comprimento de onda especifico, representado pelo intervalo do eixo
 necessario para que a oscilagdo se repita. Para cada cos (nmz/L) o compri-

mento de onda é L, = 2L/n e a figura 4.6 mostra uma ilustracao paran =7

e L = 1. Um componente da perturbagao com n pequeno é bastante suave,

enquanto que um componente com n grande oscila fortemente.
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1.0+ L=27
0.5-
Z 0.0
-0.5-
-1.0-
0.0 ' 0.5 1.0
X

Figura 4.6: Componente cos (nmz/L) paran =7e L = 1. O comprimento
de onda nesse caso é Ly = 2/7.

As curvas vermelhas da figura 4.5 foram construidas usando as expressoes

p(x,t) =0.1cosmz + 0.03cos 3wz + 0.015cos 177 + 0.07 cos 23wz — 0.07 cos 317wz

q(z,t) = 0.1cosmz + 0.06 cos 3mz + 0.025 cos 177z — 0.07 cos 237w — 0.07 cos 31mx.

Adicionando-se mais termos podemos desenhar funcdes arbitrariamente com-
plexas.
Fazemos entdo uma perturbacdo na solugdo homegénea da forma

P:P()—i—p(.’l’],t)

Q = QO + Q(x’t)'

Procedemos como sempre, expandindo as funces f e g em primeira ordem
em torno do valor de equilibrio (P, Qo). Obtemos:

Op 9?p

— =anp+anq+ Dp75

ot 1P 124 Por2

dq 9%q
—t = Do——=
at ao1p + a92q + Q B2
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onde os coeficientes a;; foram calculados na secdo 3.9.
Precisamos agora das derivadas segundas da perturbagdo. Calculamos

primeiro
82p, 0 (Op.\ O n .
2 -5 (3) = 5 [ () wsintomar)

nm

_ (7)2 4 (t) cos(nz/ L)
'
Da mesma forma 4, 2
e =—(7) =

Substituindo p = 3., P, ¢ = 2., qn € usando esses resultados podemos
reescrever as equacoes para a perturbagéo como

> [Bn — aupn — @120 + Dp(nm/ L)’pn) =0

n

> " [gn — a21pn — az2gn + Dolnm/ LYq,) =0

n

onde o ponto em cima de p, € ¢, indica a derivada em relacao ao tempo, ou
ainda

Z [an — @11Gn — G120n + Dp(nm/L)%a,] cos(nmz/L) =0

n

S [bn — 02100 — azbi + Do(nm/ L)%, cos(nmz/L) = 0.

n

Como a soma dos termos deve se anular e cada termo multiplica um
cosseno com comprimento de onda diferente, a unica solucao possivel € que
cada termo da soma se anule separadamente, ou seja, devemos ter

an = [all = DP(nTr/L)2] an +a12 bn
| (4.13)
b, = a1 Qn + [age — DQ("”/LV] bn
|
—_ _ /O-, - _;X_ ‘,z 2 [
S ‘
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Figura 4.7: Esquerda: regido achurada ¢ onde a solucao homogénea ¢ instavel
e onde os padroes de Turing se desenvolvem (a0 = Dg, f = Dp). Direita:
perturbagao na solucdo homogénea (pontinhado) e padrdes finais obtidos
por integra¢do numérica das equagoes. As presas apresentam regioes de alta
densidade e regides onde quase nao hé individuos.

Essa equacéo define a estabilidade de cada modo da perturbacdo. Se
Dg = Dp = 0 ela recai no caso anterior discutido na secéo 3.9. Usando esses
resultados vemos que By = ai; + a2 = —2/3 < 0 e Y = an1a2 — 21012 =
750/9 > 0, indicando que o ponto de coexisténcia é estdvel na auséncia de
difusao espacial. No entanto, agora temos:

B :60_(n7T/L)2(DQ+DP):—2/3-(n7T/L)2(DQ+DP) ( )
4.14
v =0 — (nm/L)*(30Dg — 36Dp)/9 + (nm/L)* D D%

onde substituimos os valores numéricos de a;; = 30/9 e az = —4.

Vemos que § < 0 mas o sinal de v vai depender agora dos valores dos
coeficientes de difusdo e do modo n que estamos considerando. Se n for muito
grande o ultimo termo com n* vai dominar e 7y serd positivo (solugéo estével).
Para que 7 fique negativo precisamos ter n nao muito grande e Do > Dp,
ou seja, que os predadores difundam mais rdpido que as presas.

A figura 4.7 retirada do paper de Mimura e Murray mostra a regiao de
estabilidade para Dg = 1 no plano n versus Dp. No painel da direita ¢ mos-
trada uma perturbacio das solugoes homogéneas e o resultado final do novo
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equilibrio, onde regides de alta densidade se alternam com regides de baixa
densidade. Esses padroes periédicos causados pela difusdo séo conhecidos
como padrdes de Turing e sao causados por instabilidades dinamicas do sis-
tema, e ndo por inomogeneidades ambientais. Se trocarmos populagoes por
pigmentos, podemos imaginar regides com alta concentragao de pigmentos e
outras com baixa concentragao, como no peixe mostrado na figura 4.2.

4.5 Sincronizacio e o modelo de Kuramoto

Sistemas biolégicos exibem uma variedade de ciclos, a maioria deles rela-
cionada com os dias e as noites, ou com as estacdes do ano. Além desses
ciclos mais ou menos evidentes, existem outras oscilacoes, com perfodos me-
nores, relacionados com atividades fisicas ou metabdlicas, como o batimento
cardiaco, o nivel de agucar no sangue, o disparo de neur6nios, a pressao
sanguinea, o ciclo menstrual e vérios outros. Do ponto de vista matematico,
cada um desses sistemas periddicos pode ser representado por um oscilador
e, em muitos casos, diversos osciladores podem interagir uns com 0s outros.
Essas interacoes, se suficientemente fortes, podem levar & sincronizagao dos
sistemas envolvidos, fazendo-os pulsar em unissono.

Aparentemente o fendmeno de sincronizacao foi observado pela primeira
vez pelo cientista holandés Christiaan Huygens, inventor do rel6gio de péndulo,
em 1665. Huygens notou que dois rel6gios de péndulo pendurados na mesma
parede tinham seus péndulos movimentando-se perfeitamente 'fora de fase’
mesmo que fossem iniciados de maneira arbitraria.

O exemplo mais conhecido de sincronizacio é provavelmente o dos vaga-
lumes do sudeste asiatico. No por do sol os vagalumes comegam a piscar
periodicamente, cada um no seu tempo. Conforme a noite cai, o piscar de
vagalumes vizinhos torna-se mais vistvel a cada um, influenciando mais for-
temente seu comportamento. O pisca-pisca comeca entdo a se tornar sincro-
nizado e centenas de vagalumes disparam seus flashes simultaneamente com
se fossem um tnico organismo. Outros exemplos de sincronizagao incluem
metrénomos, lasers acoplados, ciclo menstrual de mulheres que compartilham
a mesma casa e epilepsia.

Nesta secao vamos apresentar o modelo de sincronizagao proposto por
Kuramoto em 1975, que é simples mas extremamente rico. No modelo cada
elemento do sistema é representado por um angulo 6; que roda com frequéncia
natural w;. As frequéncias do conjunto dos N elementos que compoem O
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