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K̄(σi, σi+1) �����

���� K = J/T � L = h/T � ����� ��� J � � �������� �� ����� � h � � ����� ��������� ��������

C � ��� ��������� ��� ����� � ���� �� ��������

���� ����������� � ������ �� �������� ���������� �������� �� �������������� ����� ��� �����

��� �������� � ������������ �� K̄(σ, σ�) �� �����

eK̄(σ,σ�) = eC



eK+L e−K

e−K eK+L


 ≡ M̄(K,L,C) �����

������ h = 0 � C = 0� �����

M̄(K, 0, 0) = coshK(1 + σσ� tanhK) �����

���� �������� � ������ �� �������� ����� �������� ��������� �� �������� ����������� ��� �����

������� ��������

��



ZN =
�

σ� ,...,,σN

e−H̄ = ��M̄N = eNC(λN
+ + λN

− ) �����

���� λ± ��� ����������� �� M̄(K,L, 0)�

λ± = eK coshL± (e2K sinh2 L+ e−2K)1/2 �����

�� �������� �� ������ h = 0� � ��������� ����� � λ+ = 2 coshK� �� ������ �� N ������� λN
−

���� ��� ���������� � � ������� ����� ��� ���� �

f

T
= lim

N→∞
1

N
[−ZN ]

= −C − ln[eK coshL+ (e2K sinh2 L+ e−2K)1/2] �����

�� ���� T (K → ∞) ������� � h(L → 0, Le2K � 1) �������� �����

f − f0 → −Te−2K − 1

2
e2K

�
h2

T

�
�����

����

f0 = −J − TC �����

� ������� ��� ���� �� ������ ����������� � J ������ C = 0 � ����� �� ��� �� ��������

�� ��������� ��� ��� ����������� ����������� ��� � ����������� �� ������ ������������ �

���������������� � ������ ������������ �

χ = −∂2f

∂h2
=

1

T
e2K �����

����� � ����������� �� χ ���� T → 0� � ��� ������ ��� �� �� ����� ������� �� T = 0 ��

������ �� ����� �� ��� ��������� ���� ��������� ��� �������� ���������������� ��� ��� ���

��



�� ��� �������� ��� ���������� ������� ��� ��������� ���� ���� �������� ���� ������������

��� ������ � ���� � T = 0 � ��� �� ����� ���������� ��������� �������� ��� � T �= 0� �� �����

�������� �������������

�������������� ����� �������� ����� ��� � �������� �� �������������� �� �������� ����

����� ����� ���������� � ���� �� ������ �� b − 1 ������ �������� �� ���� �� ���� ����� ���� ��

����� � � ������ �� �������� �� ���� ���� � ����� � �� ���� �������� � ���� ��� ������� �� �����

ZN(K,L,C) = ��M̄N = ��[M̄ b]N
�
= ZN �(K �, L�, C �) �����

���� N � = N/b � � ������ �� ������ �� ���� ����� �� ��������� �� ���� �������� ����� ���

������������ ���

M̄(K �, L�, C �) = M̄ b(K,L,C) �����

������ L = 0� �����

tanhK � = (tanhK)b

⇒ K � = tanh−1[(tanhK)b] �����

���� ������� � � ������� �� �������� �� ����� �� ��������������� ��� ���� ��� ������� ��

����� ������ �� ����� �� �� �������� K ����� � �� ����� ��� K∗� ��� ��� K � = K = K∗� �����

���� ����� ������ ���� ������ �����

tanhK = 0 (K = ∞)

tanhK = 1 (K = 0) �����

��



tanhK ������� � ���� �������� �������������� �� ����� ��� tanhK = 0 �� ������ ���

� ������ �� ���������� ������ �� �������� �� K = ∞� tanhK ��������� ��� ����� ��������

�������� ������ �� ���������� ���� ����� �� ������� �� K ������ ��� ��� ���� K = ∞ ������

� K = 0� ������� ��� � ����� ��� tanhK = 0(T = ∞) � �������� � ����� ��� �� K = ∞ �

��������� ��� ��� ��� �� ������ �� ������� ���� ���� ����� � ������ � ������� ����� K = ∞� �

����� ������ ���� ����������

� ����� ��� ������� �������� � ������������� ���� ����� �� ������������ ������� ��� ����

��������� � ���� �������������� � ����� �������� �������� � ��������� �� ���� �� T = 0�

� ����������� �� ���������� �

ξ� = ξ/b �����

�� ����� � ����������� �� ���������� ������ �� ��������� �� ���� �� ���� ���� � b−1 �����

� ����������� �� ���������� ������ �� ���� ��������� � ����������� �� ���������� ������� ��

������ ��� ��� � ������������� ����� ������ ���� ������ ����� ξ = 0 � ξ = ∞.� �������

���� ����������� �� ����� ������� �������� ��� � �������� ����������� � ������������ ����� ���

���������

������ �� ������� �� ��������� �� ��� ������ �� ����� ��������������� �������� �� ���

��



������ �� ����� �� ����� �� �������������� ���� tanhK � T � ��������� �� ������ ���� �������
�� tanhK = 0 (T = ∞) � �������� �� tanhK = 1 (T = 0)� �������� �� ���

�� ���� �� ��� L � C ��� ��� ������ ������� ��������� �� �������� �� ����������� � ������ ��

������� ���� ���� b = 2 �����

x� =
x(1 + y)2

(x+ y)(1 + xy)

y� =
y(x+ y)

(1 + xy)

w� =
w2xy

(1 + y)2(x+ y)(1 + xy)
�����

����

x = e−4K

y = e−2L

w = e−4C �����

�� ������� ���� x � y ��� �������� �� w � ��� ���� ������ �����

��



(1) x∗ = y∗ = 0

(2) x∗ = 1, y∗ ����������

(3) x∗ = 0, y∗ = 1 �����

� �������� ����� ��� ������������ � ��� ����������� ���� ����� �� ����� ����� ���������

���� ����� �� ������������ � ����������� � �� ����� ������� �������� � ������ ����� ���

�������� � ���� ������������� � ����� ������������� ����������� � �������� ����� ��� ��������

� ����� ������� � T = 0� ����� �������� ���� ���� ��� ���� �������� ��� � � ���� �������������

������������ �� �������� �� ����������� ������� �� ����� ��� �����

δy� = (−2L�) = 2δy = 2(−2L)

δx� = 4δx �����

���� δx = x− x∗ � δy = y − y∗�

� ������� ����� �� ������� �� �����

f(K,L,C)

kBT
= − 1

N
lnZN(K,L,C) = − 1

bN � lnZ
�
N �(K �, L�, C �) �����

� ����� ����������� �� ������ �� �������� �� C � ��� ���� �� ����� eNC � ������� ��������

������

f(K,L,C) = C + fsing(K,L) �����

��������� � ����� ������������� C� �����

fsing(δx, δy) = b−1fsing(b
2δx, bδy) �����

��



���� b = 2� ��� δy = −2L � δx = e−4K � �����

fsing(e
−K , L) = e−2Kfsing(Le

2K) �����

��� � � ��������� ��� �� ����� �� ������� ����� ���� ����

� ����� � ������ � ���� �� ������ �� ���������� ���� ���� ������� �� h�

������ �� ����� �� ����� �� �������������� �� �������� �� ����� ������� ��������� ���� ������
����� �������� �� �� ����� �������� ���� ������ � ���� ������ ���� ����� ��� ��� ��������

��



��� ������ �� ����� �� ���� ���������

�� ���� ��������� �� ������������� ��� ���������� �� ����������� ��������� ���� ��� ����

���������� �� ����������� �������� �� ������������ ��� ��������� ����� �� �������� ��������

� �������� ������������� ���� � ��� ��������� ����� �������� ��������� ���� �� ��� ���������

��������� � ��� ��������� ����� ������ ����� ���� ���� ��� ���� ������ ���� ��������� ���� ���

���� ���������� ���������� ���������� ������ � ������������ ������������� ������������ ���

������������ � �� ������� ��� ������� ��� �������� � ������ �� ��������������� � ������� ��

��� ����� �� ������� ��� ������� ���������� �������� �� �����������

��� �������������� �� ������ �� ��������

����� ��������� �� ��������k� ���� ����� ����� ��������� ������ ���������� ����� ���� � ���������

���� �� ��������

ˆ

�dr |∇φ(�r)|2 =
1

V

�

�k

k2φ∗(�k)φ(�k)

ˆ

�drφ(�r)h(�r) =
1

V

�

�k

φ(�k)h∗(�k)

ˆ

�dr |φ(�r)|2 =
1

V

�

�k

φ∗(�k)φ(�k)

ˆ

�dr |φ(�r)|4 =
1

V 3

�

�k1,...,�k4

δ �K(
�k1 + �k2 − �k3 − �k4)φ

∗(�k1)φ
∗(�k2)φ(�k3)φ(�k4) �����

� ������ �� �������� ��� ������������ �

Z(h, t) = e−G(h,t)/kBT =

ˆ

Dφ̃(�r)e−(H̃−
´

�
drh(�r)φ̃(�r))/kBT

����

H̃ =

ˆ

�drf̃ [φ̃(�r)] +
1

2

ˆ

�dr[∇φ̃(�r)]2

��



����

f̃ [φ̃(�r)] =
1

2

���∇φ̃(�r)
���
2
+

1

2
rφ̃(�r)2 + uφ̃(�r)4 + ...

���� ���������� � ���������� �� ����� ��������� ���� ����� 1/2 � ��� ������ � ������������

�� φ. ���������� �� ������ �� ������������ �� �������� �����

H(t)−
ˆ

�drh(�r)φ̃(�r) =
1

2V

�

�k

(r+k2)
���φ(�k)

���
2
+

u

V 3

�

�k�k��q�q�

φ(�k)φ(�k�)φ(�q)φ(�q�)δ�k+�k�+�q+�q�,0−
1

V

�

�k

φ(�k)h(−�k)+...

� ��������� ������ ��� �� �� ����� ���� ������� ������� �� ����� ���� ��� ���� �����������

���� ���� ��� ������������ |kmax| = 2π/a� ���� a � � ��������� �� ����� �� ������ �� ���������

���������� ���������� � ����� ��������������� �� ������ �������� ��� ������������� ��� �� �����

���������
����k
��� < Λ� ���� ��� ���� �� ��������� ������� ����� ��� ������������� �� ������ �� ������

����� ���� ���� � ��������

��������� ��� ����������� �������� ���� � ����� ���� ����� ������� ���������� � �������

���� ��� ������� �� �����

G(t, h)= H(t)−
ˆ

�drh(�r)φ̃(�r) = −hφ(0) + 1

2

ˆ

�dk

(2π)d
(r +

����k
���
2
)
���φ(�k)

���
2

+u

ˆ

�dk

(2π)d
�dk�

(2π)d
φ(�k + �q)φ(�k� − �q)φ(−�k�)φ(−�k) + ...

���� � �������� ���������� �� ������ �� ����
����k
��� < Λ�

� ������ �� �������� � ��������� ����� �� �����

Z = N
ˆ

Dφ(�k)Dφ(�k)∗e−G(h,t)

����

��



ˆ

Dφ(�k)Dφ(�k)∗ →
�

|�k|<Λ

�Rφ(�k)�Iφ(�k)

���� �� ��������� �� ����� ����� ��� ������������ � ������ �� ��������k ����� �� ����� �

�������� m(�k)∗ = m(−�k).

� �������� �� �������������� �������� ����� �� ��������� � �������� �� ������������� �������

���� ������������ �� ���� ���� ��� �������� ��������������� ���� �������� �� �������� � �������

� ���� �������������� �������� �� ������� �������������� � ����� �� ����� ���� Λ/b� � ����� �

������� ���� ��������� ���������� � �������������� �� ������ ���� ��� � �� ������ �k� ���� ����

��������������� ���������� �� ������� �� k �� ������ ������� ����� ����� Λ � Λ/b � �������������

� �������� � ������� � ��� ����� ��� ����������� ������ ������ �� ����� ����� �� ��������������

�� ������ ������� � �� �������� �� ������� � ����� ����� �� ��������� �� ��������� �� ����� ��

���������� ������ ��� ������� ������� �� ����� � ����������� � ����� � � ������� �� ����� ���

�������� ����� ��� ������� ����� ��� � ����� ����� ��������� � � ����� ����� ���� ����� �������

�� ������� ������ �� ��������������� �������� ���� ������� ������� ��� ����� ������������

��������� �� ����� ����� �� ���������� �� ������ �� ���������� �� ����������� �������� �����

����������

��



������ �� ���������� ����� � ������������� ������� �� ������ ���� � �� ������ �� ���������
�������� �� ��

������� ������������ � ����������� �� ���� ������ ���� ����������� ����� ������� � ����� ��

����� �� ��������������

�� ����������� ������ �� ���� ������������ H� ���������� �k ����� �� ������� ��������� Λ �

Λ/b (b > 1)�

e−H�[φ(�k)] = eΩ
�

Λ/b<|�k|<Λ

ˆ

�φ(�k)�φ ∗ (�k)e−H[φ(�k)] �����

���� Ω �� ��� ��������� ��� ������� �� ����� Λ � ��� ���������� �� ������������ � ����

������������ ������� ������ �� φ(�k) ����
����k
��� < Λ/b� ��� ���� ��������� ��� ��� � �����

����� �� ������������ �������� ��� ��� ����� ���������� �� ������������ � ������ ��

��



�������� ��� � �����

Z = e−G = eΩN
�

|�k|<Λ/b

ˆ

�φ(�k)�φ ∗ (�k)e−H�[φ(�k)] �����

�� ���������������� ������� ��������� � ����� ���� � ����� Λ� ���� ���� ���������� �

������� �� ����������� ���� ����� b ������� � ��������

�k� = b�k �����

� ������������ ���� ��� ������� ����� �� �����

H�[φ(�k)] → b−dH�[φ(�k�)] �����

�� ������������� ���������� ������� ��������� � ������������ �� ��������� �� ������ ����

���� ������� � ���������� �� ����� �� ��������� ���� 1/2� ���� � ����� ��� ��� �������� ��

����

φ(�k) → α(b)φ(b�k�) �����

����

α(b)α(b�) = α(bb�), b, b� > 1 �����

��� � �������� α(1) = 1� ����� ��������

y =
�α(b)

�b
|b=1

��



� ��������� � ��� ���� �����

b
�α(b)

�b
= yα(b); α(1) = 1

� ��� �������� ���� � ����������� ��

α(b) = by

�� ������ �� � �� �������� ���� �������������

������ ��� ������ �� �������� �� ����� �� ��������� �� ���� �� ���������� � ������ �������� ���
���� Λ� ����� �� ������ ��� ����� �� ���� �k ����� Λ/b � Λ ��� ���������� ������ ��� ����
�� ��������� ��� ���� Λ/b� �� ������������� �������� �� ������ �� ���� ��� ������������� ����
�k = b�k� � ���� ���� �� ��������� ��� ���� Λ ��� � ������ ����� �� ������� �� ��� �k ������� ����
N � = N/bd� �������� �� ���

��



������ ��� ��� ������������� ����������� ��� ������ φ(�r) ��� �������� �������� �� ��� ��������
��� � ������ �� ������� �� ���� �� ������������ �� ������� ��� ����� Λ� ��� �� ������ φ(�r)
������ ��� �� ������� �� ���� �� ����� ���� �� ��������� ����� ���������� �� ������� �� ���� ���
����� ����� ��� Λ/b� ��� ��������������� �� ����� φ�(�r) �� ������ �� ���������� ������������
�r� = �r/b. � ����� �� ���� ������ �� �������� ������������� � ��������� Λ� ���� ������� ��
���������� �� φ�(�r�)� �������� �� ���

���� ������������ ���������� ��������� ��� ������������� R��� ������� �������� �� ����

������� �� ������������

K� = Rb(K) �����

���

R1 = ����������

�

RbRb� = Rbb�

� ������� ��� ������ ���� �� �������������� �� ������ �� ������ ���� ������� ������� � �����

��



��� � ���������� ��� ���� �� �������

K∗ = Rb(K∗) �����

��� ������ ���������

����� ������� � ������ �� �������������� �� ��������k ���� � ������ ���������� � ������� ������

� �������� ���� ���������

F
�
φ(�k), h

�
= −hφ(0) + 1

2

ˆ

|k|<Λ

�dk

(2π)d
[
����k
���
2
+ r(T )

���φ(�k)
���
2

�����

�� � �������� ����� � ��������� ��� ��������� ��� ��� ��� � ���������� ������� ����� �����

���������� ����� ������

Z = Z0

�

|�k|<Λ/b

ˆ

�φ(�k)�φ(�k)∗e−H�{φ,h} �����

����

H� {φ, h} = −hφ(0) + 1

2

ˆ

|�k|<Λ/b

�dk

(2π)d
[
����k
���
2
+ r(T )]

���φ(�k)
���
2

�����

� ����� ������� Z0 �

Z0 = N
�

Λ>|�k|>Λ/b

�
π[r(T ) +

����k
���
2
]−1

�
�����

�� � ������� ����� �� ���������� �� �����

H� → −hφ(0) + 1

2
b−d

ˆ

|�k|<Λ

�dk

(2π)d
[b−2

����k
���
2
+ r(T )]

���φ(�k/b)
���
2

�����

��



�� � �������� ����� ��� ������ ��� ��������

y = 1 +
d

2

�� �����

φ(�k�) = b−(d+2)/2φ(�k) = b−(d+2)/2φ(�k�/b) �����

� ��������� ���� �

H� {h, φ} = −h�φ(0) +
1

2

ˆ

|�k|<Λ

�dk

(2π)d
[
����k
���
2
+ r�(T )]

���φ(�k)
���
2

�����

����

h� = b1+d/2h

r� = b2r �����

�� ���� �����

Dt = 2

Dh = 1 +
d

2
�����

� ���� b > 1� r � t ��� ��������� �����������

� ����������� �� ���������� ���� ��� ������ �� ��������

��



ξr = ���������

⇒ ξ =∼ r−1/2 ∼ t−1/2 �����

�� ������ ��������� ����� ��� ������� ��� �������� �� ��������������

� ��������� ��� �� ����������� ����������� ������� ����� �� ��������� �������� �� ��

������� �������� ���������� ��� ������������� ������������ ��� ��� ��� ���� ��� ���������� �

� ����� �� �������� ��� ���������� �� ������������

��� ������ φ4

��
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��� ������� � ��������� ��������� ������ �������� ������� �����

��� ������ ������ ����������� ���������� ��� �������������������������� ���� �����

� ����� �����

��� ������� ������� ������������ �� ����������� ����� ������� ���������� �����

��� �� �������� �� ������ � �� ���������� ����������� ���������� �� ������������

������� ��� ���� ����� ���������� �����

��� ��� ��������� � ������ ��� �������� �� ����� ����������� ��� �������� ����

������� ���� �� ��� �������� �� ���� � ���� ������ ����� �������� ������ �����

��� ���� ����� � ���� �������� ��������� ��� ��������������� ������� ��� �� ����� ���
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