10 Estatistica Quantica

Fssas notas estao baseadas no capitulo 8 do Salinas (ref. 1), capitulo 6 do GouldéITobochnik
(ref. 2), capitulo 12 do Greiner (ref. 3) e no capitulo 9 do Reif (4). Ela utilizard também

outras referéncias que serao citadas ao longo das notas.

10.1 Sistema Quéantico
10.1.1 Simetria da funcao de onda

Nesse capitulo vamos discutir explicitamente o que acontece quando temos um sistema quan-
tico, ou seja, como devemos formular a fisica estatistica para sistemas qudnticos. O sistema

fisico com N particulas serd descrito por uma funcao de onde de N particulas,

U= W(gs, ) 1)

onde ¢; refere-se a todas as coordenadas da i-ésima particula (por exemplo, posi¢ao, spin,
etc...).

Embora até agora tenhamos tratado de varios exemplos quanticos, em particular quanto
a quantizacao da energia do sistema, nao desenvolvemos alguns dos aspectos fundamentais
desses sistemas. Duas caracteristicas fundamentais dos sistemas quanticos tém que ser con-
sideradas. A primeira delas, refere-se a indistinguibilidade das particulas. Embora essa
questao tenha sido discutida do ponto de vista pratico, inclusive para particulas classicas,
na mecanica quantica essa é uma caracteristica fundamental: nés nao temos como distin-
guir particulas idénticas e isso nao é apenas uma questao pratica de medida mas sim uma
caracteristica fundamental da mecanica quantica, ou seja, as solucoes do sistema quantico,
em geral expressoes em termos da funcao de onda de N particulas que descreve o sistema,
deve ser escrita de tal forma que as particulas nao possam ser distinguidas. A origem dessa
indistinguibilidade esta no principio de incerteza de Heisenberg, AxAp > h, que impede que

possamos “seguir” uma particula ao longo de sua o6rbita. Na verdade, o proprio conceito de



orbita nao faz sentido, com a particula evoluindo a partir de uma distribuicao de probabil-
idade de ocupar todos os caminhos possiveis. N6és podemos determinar a probabilidade de
encontrar uma particula em uma certa regiao do espago de fase mas nao podemos deter-
minar qual a particula que se encontra na regiao. O segundo aspecto, que tem sua origem
da mecanica quantica relativistica, e resulta na classificacao das particulas em dois tipos
distintos, as particulas com spin inteiro e as particulas com spin semi-inteiro. O spin das
particulas determina uma das caracteristicas de simetria das particulas. Particulas com spin
inteiro tem a funcao de onda simétrica em relacao a troca de qualquer par de particulas e sao
designadas como bosons enquanto que particulas de spin semi-inteiro tem a fungao de onda
anti-simétrica para a troca de qualquer duas particulas e sao designadas de fermions. Essa
caracteristica aplica-se para particulas compostas (exceto se alguma interacido que envolve
as particulas ponha em evidéncia seu carater composto). Por exemplo, o 4tomo *He tem
um nimero impar de particulas: dois protons, um neutron e dois elétrons (todas particulas
com spin semi-inteiro) e portanto ¢ um fermion. J4 o atomo *He possui um neutron a mais
e portanto um spin inteiro, sendo um boson. Podemos sintetizar essa caracteristica exigindo

que a funcao de onda tenha a forma,

\II(Qh ey @i "'7qj7 7QN) = j:‘lj(cha "'7Qj7 ey 4 7QN) (2)

onde o sinal superior refere-se aos bosons e o inferior aos fermions.

A (anti-)simetrizacdo da fungdo de onda de muitas particulas desempenha um papel
fundamental na natureza quantica dos sistemas fisicos. O spin das particulas tem uma
relacao direta com a estatistica das mesmas. Esse resultado notavel é de dificil compreensao
e resulta da invariancia de Lorentz na teoria de campos quanticos. Esta fora do escopo desse
curso entender essa relacao. Uma discussao sobre o assunto pode ser encontrada no artigo
de R. Feynman, na ref. 6.

Esse resultado pode ser expressado em termos do ntimero de ocupacao dos estados quan-

ticos. Temos entao,



nj =0oul (fermions) (3)

Essa restricao ¢ uma expressao do principio de exclusao de Pauli para particulas nao
interagentes, ou seja, duas particulas idénticas nao podem ocupar o mesmo estado simul-

taneamente. Para os bosons, temos,

n; =0,1,2,... (bosons) (4)

permitindo que cada estado tenha uma ocupacao por um nimero indefinido de particulas.
Vamos analisar um pouco mais em detalhe a natureza das fungoes de onda nesses casos.
Para isso, consideremos o sistema simples de apenas dois estados quéanticos, 1,2, e duas
particulas, A, B. Para os bosons, as possiveis ocupacoes e respectivas funcoes de onda estao

descritas na Tabela abaixo,

n | m funciio de onda
AB| - U1 (7a) Y1 (7'B)
- | AB V2(7a) Y2 (7B)
A | B | Z5 [i(Fa)ea(Fs) + Ui(F5)¢e(ma)]

Observe que se trocarmos os indices A e B, referente as particulas, nao criamos nenhuma
funcao de onda nova, ou seja, nenhum estado novo. Ou seja, os estados estao construidos
de forma a garantir a indistinguibilidade das particulas. Para os fermions, temos apenas um

estado possivel,

ny | no funcao de onda

A| B \/% (101 (Fa)2(Tp) — ¥1(75)¢a(7a)]

Observe que, nesse caso, se trocarmos os indices das particulas, A e B, introduzimos
apenas um sinal “~” na funcao de onda, que ¢ uma fase global da funcao de onda a qual nada

acrescenta, ou seja, o estado € o mesmo. Por outro lado, se considerarmos as particulas no



mesmo estado, isto é 1 « 2, a funcao de onda se anula, como era esperado pelo principio de
exclusao de Pauli.
Por outro lado, se buscarmos uma aproximacao semi-classica, distinguindo as particulas,

as possibilidades de construcao do estado fisico seria expresso na forma

m No
AB| -
- | A,B
B
B A

Esses estados seriam os estados possiveis de serem construidos para um sistema fisico com
energia discreta, obedecendo a estatistica de Mazwell-Boltzmann.

Para melhor ilustrar esses casos, abaixo representamos uma Tabela com os possiveis
estados nas trés situagbes para duas particulas idénticas nao-interagentes (A, B) e quatro

estados diferentes (1,2,3,4):



semi-classicas fermions bosons
m o n3 n ny | ne | N3 | Ny m o ng ny
A,B - - - nao existe A,B - - -
- | AB| - - - - -] - - | AB| - -
B - - A|B| - | - A B - -

B A - - redundante redundante
- - A,B - nao existe - - A,B -
- B - Al - | B| - A - B -

B - A - redundante redundante
- B - -|A| B - - A B -

- B A - redundante redundante
- - - | AB nao eriste - - - | AB
B, - B Al - | - | B A - - B

B - - A redundante redundante
- - B -|A| - | B - A - B

- B - A redundante redundante
- - B -|-]A|B - - A B

- - B A redundante redundante

Esse caso exemplifica as restricoes existentes na contagem dos estados quanticos com-
parados com um sistema semi-classico (ou classico). Veremos mais adiante que o sistema
semi-classico obedece a estatistica de Maxwell-Boltzmann, ou seja, a estatistica de um sis-
tema classico com estados discretos. A diferenca entre os estados possiveis para cada caso
altera fundamentalmente as propriedades estatisticas de cada sistema.

Vale a pena ainda discutirmos o que queremos dizer por sistemas compostos e por particu-
las nao-interagentes. Particulas fundamentais da natureza (aquelas que, até onda vai nosso
conhecimento hoje, nao sao formadas por nenhuma outra particula e, portanto, nao po-

dem ser “quebradas” em constituintes mais fundamentais) possuem um estado de spin bem



definido (inteiro ou semi-inteiro). Enquanto elas ndo interagirem entre si, serdo necessaria-
mente tratadas por meio desse estado quantico. Na medida que a interagao entre as particulas
existe e torna-se relevante, estados compostos podem surgir. Esses estados poderao ser car-
acterizados por um spin total, o qual definira a estatistica do estado composto. Por exemplo,
um proton é formado por trés quarks (dois ups e um down), e possui spin semi-inteiro (obtido
da soma do spin dos trés quarks). A menos que consideremos em um experimento a possivel
quebra do préton, a interagao forte que mantém os quarks ligados é suficientemente forte (e
de curto alcance) e a estrutura do proton pode ser desprezada e trata-lo como uma tnica
particula. Um outro exemplo é um par de Cooper, formado por dois elétrons ligados por um
potencial atrativo originario da rede cristalina de alguns sélidos. O par de Cooper possui
um spin inteiro e por isso obedece a estatistica de spins inteiros, bosonica, dando origem ao
fendmeno de supercondutividade. No entanto, a interacao é fraca e, a partir de certa temper-
atura, a atracao é vencida pela energia térmica e o par se desfaz e os elétrons voltam a atuar
individualmente, com spin 1/2 e o estado supercondutor deixa de existir. Portanto, para
analisarmos um sistema fisico, uma avaliacao das forcas de interacao entre as particulas é
necessaria para uma escolha adequada da estatistica do problema. Obviamente, poderiamos
considerar as particulas todas a partir dos seus elementos constituintes fundamentais, sem
nos preocuparmos com os estados compostos, mas isso tornaria o sistema fisico intratavel sob

qualquer ponto de vista pratico (exceto sistemas formados por pouquissimas particulas).

10.1.2 Estados quanticos

Vamos apenas ilustrar a construcao de alguns estados quéanticos possiveis para facilitar a
discussao posterior. Em particular, vamos considerar estados que possam ser associados a

um gas quantico.

Estados quanticos de uma particula livre Consideremos uma particula livre com massa
m em uma dimensdo numa regido de comprimento L (compreendida entre 0 < = < L). O

orbital ¢ representado pela funcao de onda v, (x) e é obtido pela solu¢do da equagdo de
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Schrédinger,

Hp, (1) = €nthn () (5)
onde
7
H = o (6)

As solucoes sao facilmente obtidas,

co1m

G

2m

€n

(8)

Como as solugoes estao escritas, k é uma grandeza continua e o espectro de energia é
continuo. Nao ha quantizacao da energia! A quantizacao vai aparecer quando estabelecermos
condicoes limites para a particula. Em particular, a particula encontra-se limitada a uma
regido do espaco, contida por alguma parede que limita o volume (no caso, o comprimento).
Tradicionalmente, podemos estabelecer dois tipos de condicoes de contorno. O mais direto,

simplesmente estabelecendo que as paredes sao impenetraveis e entao,

V(iz) = 0,0<zxz<L

= 00, todo outro valor de x 9)

A funcao de onda, nesse caso, obedece a condicao,



wn(o) = ¢n<L):0

= Yu(z) = \@si (?),nzl,z,.._

h2m2n?
“ = iz (10)

Outra condicao de contorno tradicionalmente utilizada é a condicao de contorno periodica,

que se escreve na forma,

() = Y(z+L)
= exp(ikl) = 1
2m

=k = Tnon=0%L%2 . (11)

Para L muito grande, os dois resultados se equivalem uma vez que as condicoes de borda
(ou contorno) afetam apenas uma pequena parte das solu¢oes. Daqui para frente, consider-
aremos as condigoes de contorno periddicas (as mesmas utilizads nas simulagoes ST P). Nesse
caso, o intervalo entre dois valores consecutivos de k é 27/L, e torna-se muito pequeno para

L — oo. Podemos entdo substituir a soma para uma integral (extensdo para o continuo),

S0 = [ 5ot = - [ akr) (12)

Esses resultados sao imediatamente estendidos para trés dimensoes:

8 -
W(r) = w/vexp<z’k’-7f)
]; 27 " +27T N +27T ~
= —nd + —naly + —nsT
T, et sl

n; = 0,%1,4£2, ...



h2k?
€ = (13)

2m

e a estensao para trés dimensoes do sistema discreto para o continuo fica

> B - % / &hf () (14)

10.2 Estatistica Quéantica

Uma vez que conhecamos os estados quanticos do sistema fisico, as propriedades da funcao
de onda e sua (anti-)simetrizagao sao inteiramente determinadas pelo conjunto de ntimeros

que definem a ocupacao de cada estado quantico;

{n1,ng,...,n;,...} = {n;} (15)

onde os valores possiveis das ocupagoes dos estados quanticos, n;, obedecem as restrigoes
3 e 4. Para N particulas, o nimero de ocupacao maximo dos bosons é N, obviamente. A

energia do sistema correspondente ao estado {n;} &,

E{n;} = Z €1 (16)

e o nimero total de particulas é,

Aqui vale ressaltar novamente que no caso quantico queremos saber quantas particulas
ocupam cada estado. Ja& para um sistema classico, onde as particulas sao distinguiveis,
precisamos saber quais particulas estao em cada orbital.

Consideremos agora o ensemble candnico, e vamos escrever a funcao de particao do sistema

fisico (p.ex., o gas ideal quéntico):



Z(T,V,N) = Z exp{—ﬂZGjnj} (18)

{n;},(32; nj=N)
onde as configuracoes de ocupacao, {n;}, tém a restricdo que o nimero total de particulas
deve ser N. A somatoria é feita sobre todas as configuragoes de ocupagao. Essa restricao faz
com que nao seja possivel fatorar como fizemos anteriormente. Consequentemente, o calculo
pode ser bastante complexo. Podemos evitar essa situagao trabalhando no ensemble grande-
canonico. Nesse caso, a auséncia de resticoes sobre a conservacao do ntimero de particulas
permite simplificar o problema.

A funcao de particao no ensemble grande-canodnico escreve-se na forma,

LT,V,) = > exp{BuN} Z(T,V, N)

N=0

= Z exp {BuN} Z exp {—feing — Beang — ...}
N=0 (1S5 m=N)

o0
= Z Z exp{—0(e1 — u)ny — Blea — p)ng — ...} (19)
N=0{n;},(32;n;=N)

Aqui podemos fazer uma combinagao nas somatorias que simplifica o problema. Inicial-
mente, a soma é feita sobre o cnjunto de ntmeros de ocupacao nq,ns,..., com a restricao
N =nq1 +ng + .... A seguir, hd uma outra soma sobre todos os valores de N. Logo, rearran-
jando as somas, podemos fazer uma soma miltipla sobre todos os niimeros de ocupacao, sem

qualquer tipo de restricao. Temos entao,

Z="Y exp{—Ble—pn1 — Blez — pna — ..} (20)

n1,n2,...
Para nos convencermos desse rearranjo, vamos considerar um caso simples, com dois

estados apenas. Nesse caso, podemos rearranjar as somatorias da seguinte forma:

10



zZ o=y > .
N=0{n;},(3_n;=N)
=2 2
N=0n1,n2;n1+n2=N

= D D) D> D>t

{n;},0 {n;i}1 {n;}.2 {n;},3

_ z.) (Z +Z) <Z+Z+Z)+<+ S

0,0 0,1

Partindo da expressao 20, podemos agora fatorar a fungao de particao grande-candnica,

7= Zexp{—ﬁ(el nl}] [Zexp{ Bley — )nz}] (23)

que podemos escrever na forma,

Z=1LT,V,n) = H [Zexp{ Ble; u)n}] (24)

Tendo a funcao de particao grande-canoénica, podemos obter os valores esperados da ener-
gia e do nimero de particulas e escrever uma equagao para o grande potencial termodinamico.
Para o valor esperado (n;) para o nimero de ocupacdo do j-ésimo estado, é facil verificar

que podemos escrever

11
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Ezercicio: Explique porque conseguimos fatorar a funcao de particao de um conjunto
de magnetos ou de um conjunto de osciladores no s6lido de Einstein mas nao conseguimos

fatorar a equacgao 18, para o gas ideal quantico.

10.2.1 Estatistica de Bose-Eistein

Sistemas com spin inteiro podem ter um ntmero qualquer de particulas no mesmo estado
quantico. Esses sistemas seguem a estatistica de Bose-Einstein, que descrevemos aqui. Para

isso, vamos considerar a possibilidade de n variar entre 0 e co, na equagao 24.

Z(T,V, p) = H > exp{—p(e; — p)n} (26)

mas,

S exp {06 — pn} = [1 - exp {~Ble; — p)}] (27)

E importante observar que essa soma tem que ser positiva, logo, s6 pode existir se
exp{—0(¢; —p)} < 1, para qualquer valor de j. Como o menor valor possivel para e; é
0, temos que ter, necessariamente, exp {fSu} < 1, ou seja, u < 0, o potencial quimico u
sempre serd negativo. O caso limite em que p — 0 merece um estudo a parte (que fare-
mos posteriormente) e da origem ao fendomeno de condensacio de Bose-FEinstein. Podemos

prosseguir agora calculando a funcao de particao grande-canodnica,

Z(T. V) = [0 —exp{-Ble; — )}

J

12



=mZ(T,V,n) = —Zln[l—exp{—ﬂ(ej—u)}] (28)

e, da equacgao 25 temos o ntumero médio de ocupacgao do j-ésimo estado,

1
~exp{Ble; —p)} — 1

Observe que a condi¢ao exp {—f(e; — )} < 1 garante que (n;) > 1, para qualquer estado

(nj) (29)

J, 0 que é uma condigdo fisica necessaria (nao faria sentido de outra maneira). Note-se

também que (n;) pode atingir qualquer valor. A equacdo 29 é conhecida como distribuicao

de Bose-Einstein.

10.2.2 Estatistica de Fermi-Dirac

Nesse caso, o niimero de ocupagao n; s6 pode ter os valores 0 e 1. Temos entao,

S exp{—Blg — pn} = 1+ exp{~Blg; - u)} (30)

n=0,1

e entao,

Z(T, Vi) = [[1+exp{=B(e; — w)}]

J

= WZ(T, V) = >[I +exp{—Ble—p} (31)

J

de onde temos, para o nimero médio de ocupagao (n;),

1
~exp{B(e;— )} +1

(n;) (32)

que é conhecida como a distribui¢io de Fermi-Dirac. Note-se que 0 < (n;) < 1, satis-

fazendo as exigéncias do principio de Pauli.

Note que agora nao temos restri¢coes aos valores do potencial quimico. Ele pode assumir

13



valores positivos e negativos.

Podemos resumir as expressoes para as estatisticas quanticas, de Bose-Einstein e de Fermi-

Dirac, no ensemble grande-canonico, pelas equagoes:

InZpppe(T,V, 1) = :I:Zln [1+texp{—0(e; — p)}| (33)

R —— !
IED.BE = S TBle, — )] £ 1

(34)

onde F'D e BE referem-se as estatisticas de Fermi-Dirac e Bose-Einstein, respectivamente.
O sinal “+7 (“-?) refere-se aos fermions (bosons).

O grafico 1 representa (n;) em funcao de §(e; — p1) para as distribuigdes de Fermi-Dirac e
de Bose-Einstein. Observamos que para temperaturas baixas, 3 grande, no caso dos fermions,
temos (n;) ~ 1 para os estados abaixo do nivel de Fermi, ¢; < u, e (n;) ~ 0 para os estados
com energia acima do nivel de Fermi, ¢; > . No limite de 7" — 0, (n;) tem a forma de uma
fungao degrau (ver figura 2). A situagio é completamente diferente para os bosons. Nesse
caso, (n;) ~ 0 para a maioria dos orbitais, exceto para os de energias mais baixas, quanto
temos (n;) > 1. Na verdade, o que impede as particulas bosonicas de encontrarem-se todas
no nivel mais baixo sao justamente as flutuagdes térmicas. Para ¢; — p (ou 7' — 0) temos
uma divergéncia no valor de (n;), com todas as particulas tendendo a acumular-se no valor
fundamental. Trataremos desse caso posteriormente. E importante lembrar que o valor do
potencial quimico depende da temperatura, bem como do namero de particulas e do volume.

Na aproximacgao classica, ou semi-classica, nao podemos mais distinguir os efeitos quan-

ticos nas particulas, ou seja, nao distinguimos mais bésons de férmions.
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Figura 1: Numero de ocupagao médio para as distribuigoes de Fermi-Dirac e de Bose-Einstein
em funcdo de fB(e; — p). O indice (F) ou (B) refere-se a estatistica de Fermi-Dirac e de Bose-

Einstein, respectivamente.

b.00

>
fie-u)

F.D.
<n.>

1.0 F=

0.5 TTTe=-x
N

Figura 2: Nuamero de ocupacao médio para a distribuicao de Fermi-Dirac em funcao de ¢;
para diferentes valores da temperatura 7.

Para os niveis mais alto de energia (e; > p) ou para altas temperaturas (I — o0), as

duas distribuicoes convergem para o mesmo valor e nao distinguimos mais os bosons dos
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fermions. Esse resultado vem de acordo com o esperado, quando (n;) < 1, para qualquer
estado j. Nesse caso, os efeitos quanticos na distribuicao deixam de ser importantes. Vamos

examinar em mais detalhe essa situacao.

10.3 Aproximacao semi-classica

No limite semi-cléssico, (n;) < 1 e a exponencial domina a distribuicdo, ou seja,

exp {6, — 1)} > 1 (35)

para qualquer valor de €;, ou seja,

z=exp{fu} <1 (36)

As distribuicoes tendem a uma aproximacao classica, e recuperamos a distribuicao de

Maxwell-Boltzmann. Para isso, vamos expandir as equagoes 33 e 34 para exp {Su} pequeno:

InZroos = Y exp{=Ale; — 1)} F % S exp{-20(e; — )} + . (37)

<nj>FD,BE =exp{—0(e; — )} [L Fexp{-6(e; —p)} +..] (38)

No limite semi-cléssico, guardamos apenas o termo dominante (primeiro termo):

InZs. = Zexp {—B(e; — p} (39)

(nj),. = exp{=Pe; — 1)} (40)
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Para entendermos o significado desse resultado, vamos considerar o caso do gas ideal, nao

interagente. Os estados de energia sao,

(41)

Temos entao,

InZs, = Zexp { (hsz u)} (42)

No limite termodinamico, V' — oo, podemos substituir a somatoria pela integral (ver eq.

14),

\%4 h2k?
v = sl v (5 )

2m
_ 7%6}( By [27rkrTm]
= yVexp (Bpu) {%lgm} (43)

onde v é a degenerescéncia dos estados de spin, efeito puramente quantico e ausente na
fisica classica.

O grande potencial termodinamico, ®, pode ser escrito na forma,

onmkT ]

_ 5/2 2
b= v [T e (1)

(44)

Esse resultado ¢ exatamente aquele que podemos obter da mecanica estatistica cléssica
(exceto pelo fator v que ndo tem nenhuma analogia classica). A importancia desse resultado
nao pode ser diminuida. O resultado equivalente da mecanica estatistica classica s6 pode
ser obtido porque incluimos a normalizacao do volume do espaco de fase cldssico igualando

o volume elementar do espago de fase cldssico a constante de Planck h e incluindo o fa-
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tor de contagem correta de Gibbs. Temos agora, finalmente, a justificativa para esses dois

procedimentos que introduzimos um tanto “arbitrariamente”, ou seja,

1

MB __
v = N!

)G (45)

para o nimero de microestados para N particulas na aproximagio semi-classica (que

chamaremos daqui pra frente de Mazwell-Boltzmann), e “dist” refere-se a distinguibilidade

das particulas cléssicas, e

1 )
27 = i (16

para a funcao de particao no ensemble canonico.

Vamos fazer um pequeno exercicio (extraido da ref. 5) para adquirirmos uma percep¢ao
melhor sobre as diferentes estatisticas. Consideremos um sistema modelo, formado por duas
particulas nao-interagentes e trés estados possiveis de energia, €, €5 e €3. A funcao de particao

no ensemble canonico é,

, N 77
7= 2 =2 1
e entao,
1 2
MB __ —Be —Be —Be
Z = 5 (e L4+e P2 +4e 3)
1 1 1
— 56*2561 + 5672&2 + 5672563
+€*ﬁ(€1+€2) + 676(62%3) + e*ﬂ(qﬂs) (48)

Vemos que o fator de Gibbs “corrige” adequadamente o peso das configuragoes para as
quais temos uma particula ocupando um estado diferente do outro, reproduzindo correta-

mente um termo estatistico de Maxwell-Boltzmann. No entanto, aparece um fator 1/2 que é
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contra-intuitivo sempre que temos uma dupla ocupagao.
Retornando a estatistica quantica, temos duas maneiras de tratar os estados com dupla
ocupacao. odemos trata-los todos com o mesmo peso, o que resulta na estatistica de Bose-

Einstein,

ZQBE — e 261 4 o202 | 203 | e Plertes) + e Bleates) + e Plertes) (49)

onde a probabilidade de dupla ocupacao é reforcada em relagao ao caso semi-classico. A
outra possibilidade é simplesmente suprimir a dupla ocupacao, quanto temos a estatistica de

Fermi-Dirac,

ZQFD _ e—ﬁ(el—i-eg) + e—ﬁ(e2+63) + e—ﬂ(er‘reg) (50)

A distribuicao de Maxwell-Boltzmann considera a ocupacao multipla dos estados como
um compromisso (nao-fisico) entre o caso bosonico e o caso fermionico.

A figura 3 compara o ntimero de ocupacao média <”E> em fun¢ao de x = B(e; — ) para as
trés estatisticas, onde podemos verificar que a estatistica de Maxwell-Boltzmann apresenta-se
como um “tipo de média” entre as duas estatisticas, para x pequeno e para r — 00, as trés

estatisticas convergem, como era desejado.
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Figura 3: Nimero de ocupagao média <n,;> em funcdo de v = (B(e;; — 1) para as trés estatis-
ticas. (extraido da ref. 3)

Vamos olhar em mais detalhe no ensemble grande-canonico. Podemos escrever a eq. 43

na forma,

(51)

omkTm )\ */?
h2

InZs =~Vz (

de onde podemos obter o numero médio de particulas,

0 2rkTm\*?
<Zn]> = zaansc =Vz ( th m) — N (52)
J

que identificamos com N no limite termodinamico. Podemos escrever agora,

N1/ K2 \*?
exp (Bu) = v <27rk:Tm) (53)

O limite semi-classico corresponde ao valor,

N1/ B2 \*?
Al 1 4
V5 (27rk:Tm) < (54)

Vamos analisar esse resultado. Para isso, escrevemos,
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(%) c, (55)

que representa a distancia média entre as particulas. Podemos também escrever,

h
Ap = 56
T \2amkT (56)

que é conhecido como “comprimento de onda térmico de de Broglie”. Esse fator apareceu
constantemente nos nossos calculos para o gés ideal apenas nao o tinhamos identificado dessa
forma. Sua interpretacao (e justificativa para o nome) é simples. Considerando uma energia
tipica para as particulas de (3/2)kT, e portanto uma velocidade tipica de v = /3KT/m,

temos a frequéncia de de Broglie,

3kT
= — 57
5% (57)
de onde temos o comprimento de onda térmico de de Broglie,
v 2h
AMr=—= —— 58
Y VBkTm 58)
que é da mesma ordem de grandeza do valor da eq. 56.
No limite semi-classico, temos,
a > )\T (59)

que é o que se espera, em geral, da mecanica quantica. NoOs recuperamos a aproximagao
(semi-)classica quando o sistema encontra-se em um regime diluido (baixas densidades) e
a temperaturas suficientemente altas. Nas outras situacoes, temos que retomar a descricao

estatistica quantica.
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10.3.1 Distribuicao de Maxwell-Boltzmann

Ainda na descri¢cao semi-classica, podemos encontrar a distribuicao de Maxwell-Boltzmann na
descricao do ensemble canonico. Para isso, precisamos elimina o potencial quimico. Podemos

escrever a fungao de particao do grande-canonico na forma,

InZs =z Z exp (—fe;) (60)

O numero termodinamico de particulas, N, é,

9]
N = zgansc(ﬁ,z, V)= zZexp (—Pe;) (61)

J

Da equagao 40 podemos escrever,

Vs (e = e (=F¢)
<nJ>sc - p( ﬁ J) Zj exp (_ﬁej) (62)
<nj>sc _ eXp (_ﬁej) (63)

N X exp (=)

que ¢ a distribuicao classica de Maxwell-Boltzmann para estados discretos. Discutimos

esse modelo anteriormente, tendo sido um modelo artificial utilizado por Boltzmann mas sem

uma justificativa com a realidade. Podemos agora associd-lo ao limite semi-classico, quando

descrevemos a estatistica sob o ponto de vista classico mas mantemos os estados como sendo

os estados quanticos. Temos, novamente, uma justificativa para a aproximacao que fizemos
anteriormente.

No limite termodinamico podemos recuperar o caso continuo,

(n,) o e () &
Nsc - pO(U)dU = F2 k2 (64)
# [ exp <—_ﬁ2m ) d3k
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e escrevendo p = mv = hk, temos,

orkT\ *? mu?
po(v) = 4w ( ) v® exp (_ﬁ) (65)

que é o mesmo resultado que tinhamos obitdo no ensemble candnico cléssico.

10.4 Sobre as particulas nao-interagentes

Até agora discutimos essencialmente o caso das particulas nao-interagentes, tendo como mod-
elo principal o gas ideal. Esse exemplo nos permite calcular e estudar diversar grandezas
termodinamicas e interpreta-las a partir da fisica estatistica. No entanto, nao é de se esperar
que um modelo tao simples possa descrever muitos sistemas fisicos reais. Em particular,
por exemplo, nao se espera que as propriedades de solidos e liquidos possa ser descrita na
aproximacao do gas ideal. A aproximacao das particulas nao-interagentes, surpreendemente,
tem uma ampla aplicagao na estatistica quantica.

Para o caso dos bosons, a aproximacao de particulas nao-interagentes produz resultados
bastante bons em trés casos de grande importancia: foétons, fonons e gas de Bose diluido.
Esses casos produzem alguns resultados significativos, como a radiagao de corpo negro, a
condensacao de Bose-Einstein. O comportamento de supercondutores e superfluidos tem
alguma semelhanca com as propriedades do gas de Bose.

Para o caso dos fermions, a primeira vista, nao deveriamos esperar resultados muito
promissores. Isso porque, em geral, as particulasa apresentam forte interacao. Por exemplo,
um gas de elétrons dificilmente seria um candidato a um gés de particulas nao-interagentes.
Elétrons interagem fortemente entre si por interagao eletromagnética (repulsiva). Em um
solido ou liquido, a interacao eletromagnética é responsével por uma parte significativa da
energia do sistema e nao pode ser desprezada. Os neutrons interagem entre si por meio da
interacao forte. Neutrons nos nicleos ou em estrelas de neutrons nao sao, portanto, bons can-
didatos para serem descritos como um gas de particulas nao-interagentes. O outro extremo,

os neutrions, praticamente nao interagem entre si. No entanto, dificilmente conseguiriamos
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confina-los em um volume fixo. Diante desse cenario, é impressionante que a aproximacao
do gés nao-interagente resulta por ser extremamente 1til na descricao desses sistemas. Em
particular, essa aproximacao descreve bem sistemas como atomos, metais, isolantes, semi-
condutores, nicleos, estrelas de neutrons, entre outros. Para isso, aproxima-se as particulas
por um géas de (quase-) particulas, na presenca de um potencial de interacao fraco. Essa
transformacao, com as particulas tornando-se, na préatica, particulas efetivas (por meio de
transformagoes que alteram algumas de suas propriedades, como as massas, por exemplo), é
explicad pela teoria do liquido de Fermi. Nao entraremos nos detalhes, mas vamos explorar
esse fato para estudar alguns exemplos.

Finalmente, temos o caso semi-cléssico. Os resultados que obtivemos aqui ajuda a dar
uma justificativa para o modelo idealizado por Boltzmann e da uma base so6lida para o fa-
tor de correcao de Gibbs e a normalizacao introduzida no espaco de fase. No entanto, é
importante salientar que essa é uma aproximacgao de particulas quanticas, valida em deter-
minadas circunstancias. Na pratica, nao encontramos o tipo de particula que a estatistica de
Mazwell-Boltzmann propoe-se a descrever. Lembre-se que essa estatistica assume particulas
indistinguiveis, o que nao ¢ o caso das particulas classicas, na sua esséncia.

No restante do curso, vamos explorar alguns exemplos de aplicagoes das estatisticas quan-
ticas, de Bose-Einstein e de Fermi-Dirac, e analisarmos as diferencas no comportamento desses

sistemas.
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