11 Gas Ideal de Fermi

Fssas notas estao baseadas no capitulo 9 do Salinas (ref. 1), e no capitulo 7 (Parte I11) das
notas de aula do curso de Estado Sdlido (F 888). FEla utilizard também outras referéncias

que serao citadas ao longo das notas.

11.1 Consideracoes Gerais

Partimos da funcdo de particdo grande-canénica quantica para férmios livres, que encon-

tramos no capitulo anterior:

In Z(T,V,p) = 3 {1+ exp [=5 (¢ = p]} (1)

onde devemos ressaltar que a soma é sobre os estados quanticos de uma particula. Como
usual, estamos assumindo particulas nao-interagentes (livres). O valor esperado (médio) do

numero de ocupacao de cada estado de particula tnica é

1
M) = e - +1 @

que é a distribuicao de Fermi-Dirac.
A conexao com a termodinamica é feita pelo potencial grande candnico ou grande poten-

cial termodinamico, P,

1
e ainda,
o = —pV
1
= p(Tp) = kT lim &I Z(T,V, p) (4)



No limite termodinamico vimos que a energia média identifica-se com a energia interna
do sistema e o nimero médio de particulas identifica-se com o nimero termodinamico de

particulas. A energia interna escreve-se na forma,

U=(B) =3 e m) =3 o (5)

J J

e o nimero de particulas,

1

J

Embora toda a dedugao da estatistica de Fermi-Dirac tenha sido feita na descri¢ao grande
canodnica, em muitos problemas nao é conveniente trabalhar com o potencial quimico fixo.
Para isso, temos que encontrar a expressao p = (7, V, N) utilizando a equacdo 6 e substituir
nas expressoes desejadas.

O livro do Salinas aborda trés exemplos bem conhecidos: gés de elétrons livres, param-
agnetismo de Pauli e diamagnetismo de Landau. Vamos nos concentrar no gas de elétrons
livres e, tempo permitindo, examinaremos também o diamagnetismo de Landau. O param-

agnetismo de Pauli ja foi discutido en passant diversas vezes ao longo do curso.

11.2 Gas de elétrons livres

Para metais simples, o gés de elétrons livres ¢ uma boa aproximacao que permite deduzir
varias das propriedades desses materiais. Antes de aplicarmos nossos conhecimentos da es-
tatistica quéantica de Fermi-Dirac, temos que conhecer os estados eletrénicos do sistema.
Rigorosamente, para resolver o problema dos elétrons metalicos (isto é, os elétrons que par-
ticipam fundamentalmente das propriedades eletronicas, Opticas e de transporte dos metais)
teriamos que resolver o Hamiltoniano do sélido que, esquematicamente, pode ser escrito na

forma



Hmetal :TL+TE+HLL+H€€+H€L (7)

onde 77, é a energia cinética dos ions da rede cristalina (L refere-se a rede, do inglés
lattice) (incluindo os elétrons que nao participam da ligacdo metélica), Hy, é a interagao
entre os fons, T, ¢ a energia cinética dos elétrons que participam da ligagao metalica, H.. ¢ a
interacao entre os elétrons e H,.;, é a interacao entre os elétrons e a rede. Podemos reescrever

o hamiltoniano na forma

Hmetal - {TL + HLL} + {Te + Tee + Hé([),)} + {HGL - e(g)} (8)

onde o primeiro termo descreve a vibragao dos ions ou da rede (fonons), o segundo termo
descreve os estados eletronicos metalicos, considerando os ions fixos no ponto médio da rede
e ¢ o hamiltoniano que nos interessa aqui. O ultimo termo descreve o acoplamento entre
a dindmica da rede e os elétrons metalicos e usualmente é tratado em perturbacao. Os
dois primeiros termos podem ser portanto resolvidos independentemente (desacoplados). A
base dessa aproximacao, conhecida como aproximacao adiabdtica, e parte da suposi¢ao que a
dindmica dos fons é (muito) mais lenta que a dos elétrons e os primeiros podem ser considera-
dos praticamente estaticos, na posicao média, enquanto que os elétrons movem-se no sistema.
A aproximacao do sélido de Einstein, para estudar a absorcao de energia no sélido, é uma
tentativa (empirica) de resolver quanticamente o primeiro termo. Vamos considerar agora o

segundo termo, que permite descrever os estados eletronicos na aproximacao adiabatica:

Hel = Te—l—Hee'f—Hé%)

N N M ’
- ;%V2+ Z’T +;2 ‘ 9)

Esse hamiltoniano nao é possivel resolver sem aproximagoes uma vez que envolve em



torno de 10?* fons e mesmo ntimero de elétrons (mesmo que a simetria de translagao no
solido cristalino reduza para um problema limitado ao nimero de ions da célula unitéria e
seus respectivos elétrons e as condigbes de contorno periddicas da célula unitaria do cristal).
Para o metal, podemos inicialmente desprezar a interacao com os ions da rede, uma vez que os
elétrons encontram-se fracamente ligados aos ions. A interacao elétron-elétron é mais dificil de
ser aproximada. Em principio a interagao é forte, de origem Coulombiana, e é determinante
no hamiltoniano. Surpreendentemente, no entanto, a aproximacao mais simples, do elétron
livre (independente) produz bons resultados. A justificativa para essa aproximacao pode
ser encontrada na teoria do liqguido de Fermi que mostra que podemos expressar os elétrons
metalicos fortemente interagentes entre si como um gas de quase-particulas (quase-elétrons)
fracamente interagentes entre si. Para efeito da nossa discussao aqui, consideraremos sim-
plesmente como um gas de elétrons livres. As modificacoes eventuais serao discutidas mais
tarde.

Com essas aproximacoes, o problema que temos que resolver é a equacao de Schrédinger,

N
L —h? L L L
Hel‘lf<7”1,...,7"]\[) = m Vz(rl,...,T’N)\If(?"l,...,’I"N> IEf‘P(’Ij,...,?"]\[) (10)

i=1
Utilizaremos as condicdes de contorno periddicas. A solugao pode ser escrita em termos

da solucao para um tnico elétron,

h

He(7) = V() = e (7) (11)

onde temos,

V(7 ) = ey (12)

8

onde introduzimos a funcao do spin, uz € & é o spin do elétron, e

h2k?

2m

(13)

€; 2

e~



- 2
k = f(lx,ly,lz)
lp Uy, 1, = 0,£1,%£2, ... (14)

Finalmente, a solugao para N elétrons é,

V= 5 S L7 (15)

onde escrevemos na forma antisimetrizada para férmions (garantindo assim satisfazer o
principio de exclusao de Pauli) e i refere-se ao estado do elétron, indexado pelo vetor de onda
keo spin . A somatoria é sobre todas as permutacoes entre as particulas nos estados de
uma, particula.

Podemos agora comecar a nossa analise estatistica do gés de elétrons livres representando
os estados dos elétrons metalicos em um metal simples.

Aplicando diretamente as egs. 1-6, temos para a funcao de particao grande-canonica,

InZ(T,V, ) = (22:)3 /d3kln{1 + exp {—5 (ff —u)” (16)

onde o fator 2 vem da soma sobre os spins eletronicos.

Aqui podemos utilizar a simetria esférica da dispersao em energia dos elétrons livres e
escrever a integracao em termos da energia, integrando nos angulos. Para isso, escrevemos,

de forma genérica para uma funcao F' dos estados,

2V [ v 2 2V 1 2m\*? U2
(F) = 2n)? /d kF (k) = ) /dk‘47rl<: F(k) = (27?)347T2 (h2> /dee F(e) = /dED(e)F(e)
(17)

onde introduzimos a densidade de estados do sistema de uma particula livre, D(e),



1% om\*? [, 1 [2m\** |,

que mede o nimero de estados de uma particula no sistema para a energia e existentes

no volume V. E comum introduzirmos a densidade de estados volumeétrica, isto é,

1 m 2me

g(e) = VD(G) = o\ 2

(19)

Apesar de utilizarmos o mesmo simbolo, g, aqui a densidade de estados difere daquela
que utilizamos no calculo dos estados microcanonicos. Na nossa definicdo anterior, g(FE)
mede a densidade de estados microcanonicos disponiveis na energia E para um sistema de
N particulas enquanto que aqui g(¢) mede a densidade de estados de uma particula do gas
de elétrons livres. No entanto, se fizermos N = 1, as duas defini¢oes sao similares.

A densidade de estados pode ser generalizada para qualquer sistema, nao apenas os metais

ideias. Para isso, basta conhecermos a relacao de dispersao do solido, isto ¢, (k). A densidade

de estados é,

b o [
€ — _ -
(27T)n e=cte ﬁl—ée(]z)‘

_ 7(21;;“ [ @it (e ) (20)

onde v é a degenerescéncia de spin (7 = 2 para os elétrons livres), n é a dimensao do
sistema, e a integral dS. ¢ realizada na superficie de dimensao n—1 do espaco k com energia €
constante. Assumimos, por simplicidade, que o volume generalizado do sistema é constituido
por uma caixa de dimensdo n com dimensdes laterais idénticas L. E imediato verificar que
as expressoes em 20 reproduzem o resultado em 18. Temos agora para o logaritmo da funcao

de particao grande-canonica,



nZ(T,V,u) = /000 deD(e) In {1 + exp [—((e — )]} (21)

Podemos agora retomar o calculo das grandezas termodinamicas. A distribuicao de Fermi-

Dirac nesse caso se escreve como

1
N 22
= #
que escrevemos normalmente na forma <n,~€»> — f(e), onde
1
fle) = (23)

" e [He— )] + 1
que ¢é a distribuicao de Fermi-Dirac expressa em energia de uma particula.

O numero médio de particulas (ntimero de particulas termodinamico) é,

e a energia interna é

1% h2k2 h2k2 !
o - [ e ()

_ /0 T deD(O)ef () (25)

Essas expressoes poderiam ter sido escritas também para bosons livres, alterando a funcao
de distribuicao e tomando cuidado para calcular o termo singular da soma (E = 0), o qual
deve ser calculado separadamente. Podemos fazer um célculo simples, que vale para ambos

os casos, bosons e férmions, integrando por partes a eq. 21,



InZ :‘Aw¢kad1+prME—MH

3/2  poco
_ 4_71T2<2h_”;) /deel/21n{1+eXp[—ﬁ(€—M)]}

0

1 [2m\**2 1 [2m\*?2 o0
- __— =z “ 3/2 o] R A = 3/2
12 (h2 ) 3¢ BV fe)| + <h2 ) 36‘//0 dee’“ f(e)

472
1 [/2m\*?2 ©
= i <h_) 3V [ e
2 V[ 2 U
- - deD . 26
3T |, € (©efl) =377 (26)
€ COomo
O =—kgTlnZ=—pV (27)

temos, finalmente,

Uezgpv (28)

que é o resultado do gas ideal monoatomico cléssico.

E usual separarmos dois regimes para o gas de Fermi ideal, dependendo do valor da
energia dos estados de uma particula, o nimero (ou densidade) de particulas e a temperatura.
Quando a densidade é baixa e/ou a temperatura alta (em relagdo a energia dos estados
ocupados), a probabilidade de ocupacao dos estados é muito menor que um e dizemos que
o sistema encontra-se nao-degenerado. O sistema aproxima-se do caso classico. Quando a
temperatura é (relativamente) baixa e/ou a densidade de elétrons é grande, a ocupagio é
muito proxima de um e dizemos que o sistema encontra-se degenerado. Nesse caso, temos
que tratar o problema quanticamente. Vamos examinar melhor essa situacao considerando o

caso completamente degenerado, isto é, quando 1" — 0.



11.2.1 Gas de Fermi ideal completamente degenerado

Nesse caso, a funcao de distribui¢ao de Fermi-Dirac aproxima-se a uma funcao degrau,

f(e) = O(u—e€) (29)

E usual denominarmos o potencial quimico a 7" = 0 como sendo a energia de Fermi,
er (lembre-se que o potencial quimico depende do nimero de particulas, da temperatura).
Essencialmente, é o valor da energia do tltimo estado preenchido de uma particula.

Nesse caso, o calculo é imediato:

N = S sa) = [

ko

€R
= / deD(e)
0
1 om\*? [er
= 2V — [ =— dee'/?

1 2m 3/2232 2 19 2 12
- wis (3F) 34 = 3Dl = 3Vl (30
ou ainda,
N 24
n= ;= g6 oler) (31)

A energia de Fermi pode ser escrita como

2)2/3 n? 2/3
er = (377) 5 (32)
mas, temos também,
h2k2
€r = sz (33)



onde introduzimos o vetor de onda no nivel de Fermi, kp,

1/3

krp = (37°n) (34)

Podemos ainda definir uma temperatura de Fermi, T, que é a temperatura equivalente
que a particula teria para ter a energia de Fermi em termos de energia térmica:
€r

Ty = — 35
= (35)

Tipicamente, para n ~ 10?3, temos Tr ~ 10°K. Esse resultado justifica a aproxi-
magao T — 0 para temperatura ambiente para a maioria dos metais (7'(ambiente) < Tr;
kpT(300K) = 25meV’). A Tabela 1 mostra as propriedades de varios metais no modelo de
elétron livre (energia de Fermi, temperatura de Fermi, densidade eletronica, etc...). Vemos
que a temperatura de Fermi efetivamente é muito maior que a temperatura ambiente e a

aproximacao T =~ 0 nesse caso ¢ uma boa primeira aproximagao.
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Table 6.1. Properties of free-electron metals

Element Z n kg EF Tr UF re/ag
(102 em™3) (108 em™") (V) (10* K) (108 ems™1)
Li 1 4,60 1.11 4,68 5.43 1.28 3.27
Na 1 2.54 0.91 3.15 3.66 1.05 3.99
K | 1.32 0.73 2.04 2.37 0.85 495
Rb | 1.08 0.68 1.78 2.06 0.79 5.30
Cs 1 0.85 0.63 1.52 1.76 0.73 5.75
Cu 1 .49 1.36 7.04 8.17 1.57 2.67
Ag 1 5.86 1.20 5.50 6.38 1.39 3.02
Au 1 5.90 1.20 5.53 6.42 1.39 3.01
Be 2 24.72 1.04 1436 16.67 2.25 1.87
Mg 2 8.62 1.37 7.11 8.26 1.58 2.65
Ca 2 4.66 1.11 4.72 5.48 1.29 3.26
Sr 2 3.49 1.01 3.89 4.52 1.17 3.59
Ba 2 3.15 0.98 3.64 422 1.13 3.71
Zn 2 13.13 1.57 9.42 1093 1.82 2.31
Cd 2 0.26 1.40 7.47 8.66 1.62 2.59
Heg 2 16,22 1.69 10.84 12.59 1.95 2.15
Al 3 18.07 1.75 11.66 13.53 2.02 2.07
Ga 3 15.31 1.65 1044  12.11 192 2.19
In 3 I1.50 1.50 8.62 10.01 1.74 2.41
Sn 4 14.83 1.64 10.22 11.86 1.89 222
Pb 4 13.19 1.57 945 10.97 1.82 2.30
Sb 5 16.54 1.70 10,99 12,75 1.97 2.14
Bi 5 14.04 1.61 085 1143 1.86 2.26
Mn 4 32.61 2,13 17.28  20.05 2.46 1.70
Fe 2 16.90 1.71 11.15 12.94 1.98 2.12
Co 2 18.18 1.75 11.70 13.58 2.03 2.07
Ni 2 18.26 1.76 11,74 13.62 2.03 2.07

Tabela 1: Propriedades de um sistema de elétrons livres para varios metais. Extraido da ref.
6.

Uma situacao bem diversa ocorre para os semicondutores, em particular os semicondutores
tipo blenda-de-zinco como o GaAs. Nesse caso, quando dopado tipo-n (doadores) os elétrons

na banda de conducao podem ser descritos por um modelo similar ao de um gas de elétrons

11



livres,

h?k?

2m

ee(k,3) = (36)

onde m. é a massa efetiva desses elétrons. Em outras palavras, os efeitos do potencial
dos fons da rede cristalina nao podem ser desprezados mas podem ser incluidos - dentro
de uma primeira aproximacao, chamada de aproximacao da massa efetiva, como elétrons
nao-inteagentes mas com uma massa modificada pela presenca dos ions. No caso do GaAs,
na banda de conducao, m. = 0,067 mg, onde my é a massa do elétron livre. O gas de
elétrons nesses materiais tem uma densidade tipicamente da ordem de 10 em™3. Nesses
casos, a energia de Fermi é da ordem de alguns meV e a temperatura de Fermi ¢ da ordem

da temperatura ambiente. Nesse caso, muitas vezes o sistema pode ser descrito como nao-

degenerado mas certamente nao pode ser descrito como completamente degenerado.

11.2.2 Géas de Fermi ideal degenerado (T < Tr)

Vamos considerar agora o caso degenerado, isto é, quando o sistema tem que ser descrito
por meio de uma estatistica quantica mas T < Tr. Nesse caso, é possivel fazer varias
aproximacoes que simplificam o problema e permitem obter expressoes simples ou correcoes
simples devido a temperatura finita do sistema. Essa aproximacao aplica-se em particular
aos metais. Nesse caso, a funcao degrau, caracteristica da distribuicao de Fermi-Dirac para
T = 0, tem sua forma arredondada, como exemplificamos na figura 1. A figura 2apresenta es-
quematicamente a ocupagao eletronica (tracejado) dos elétrons, ou seja, a grandeza D(e) f ().
Basicamente, o efeito da temperatura é transferir uma parte dos elétrons em uma regiao de
energia da ordem de kT em relacao ao potencial quimico para os estados acima do potencial

quimico. O namero total dos elétrons excitados acimda do nivel de Fermi é da ordem de

AN = g(ep)VkpT (37)

12



e a variacao de energia desses elétrons é da ordem de

AU = kgTAN = Vg(ep)(kpT)? (38)

Podemos fazer uma estimativa do calor especifico eletronico,

1 /0U 1%
= — | = ~2— k3T
v N (8T>V7N v Iler)kp

T

— By
3 BT (39)

Esse valor d4 uma contribuicao para o calor especifico eletréonico que é proporcional a

temperatura. Vemos que a contribuicao eletronica é proporcional a razao entre a temperatura

e a temperatura de Fermi, ou seja, é uma contribuicao muito pequena. Desse modo, nao

podemos esperar uma alteracao no valor do calor especifico exceto a temperatura muito

baixas. Note que esse valor é muito inferior (da ordem de 1%) do valor esperado para um

gas classico (pelo teorema de equiparticao deveriamos ter ¢y = 3kp para os elétrons).

2[] T T I T G T T I il ‘|
> Te=Eclk =5x10"K
E 15F -
L1+
o SELAE NN 1 1
g 10 dudeild B *-E—T-_g; P B |
S e fie S ISR
g et ; — . — 1x10°K
el ! x|
o Us .
8 AN

E
0 | i | | Ik (] T

0 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10
Energy per Boltzmann const E/k (x 10*K)

Figura 1: Representacao esquematica da funcao de distribuicao de Fermi-Dirac para varios

valores da termperatura. A temperatura de Fermi, Tr = ep/kp ¢ de 5 x 10* K, valor tipico
para metais.
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Figura 2: Densidade eletronica n(e) = D(e)f(€). Apenas os elétrons com energia 2kgT
em torno de p contribuem efetivamente para o calor especifico (ou qualquer propriedade
eletronica do metal).

Experimentalmente, o calor especifico a baixas temperaturas (da ordem do K) tem uma

dependéncia com a temperatura da forma

cy =T + 6T? (40)

onde v e ¢ sao constantes. O termo cibico pode ser explicado como contribui¢do das
vibracoes de rede (mas precisa ir além do modelo do sélido de Einstein) enquanto que o
primeiro tem origem na contribuicao eletronica. A constante v é encontrada fazendo um
grafico de ¢y /T x T?. A extrapolagao linear no limite 72 = 0 fornece o valor de v. A figura3
mostra os valores para o Na e a Ag.

Antes de aprofundarmos a comparacao com os valores experimentais, vamos calcular o
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Cp = ~T + AT°,

150
6
Sodium
o Silver
4
100 o e
- 2 i
E _L':';
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=
= 0
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0 50 10 150 200

'!'3 |K3r

Figura 3: Calor especifico no limite de baixas temperaturas para o Na e a Ag. Extraido da
ref. 6.
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Figura 4: Funcao de distribuicao de Fermi-Dirac e sua derivada para 7' = 0 e para temper-
aturas finitas mas muito menores que 7.

calor especifico eletronico de forma mais rigorosa mas aproveitando que estamos em uma
situagdo degenerada (T < Tr). Esse calculo serve de protdtipo para o calculo de outras
grandezas fisicas associadas aos elétrons nos metais (ver cap. 2 da ref. 7 para uma ampla
discussao do modelo quantico de elétrons livres para os metais). Para isto, vamos considerar

a expansao de Sommerfeld. As integrais que temos que calcular sao do tipo

- / " def (o) (41)

onde ¢(€) = Ae", A é uma constante e n > 1/2. Para T < Tp, a funcdo f(e) ainda é
proxima de uma funcao degrau e sua derivada tem um pico pronunciado proximo de € = p
(ver fig. 4).

Integrando a eq. 41 por partes, temos,
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I = fOvE - / " dew()f(6) (12)

0

onde

(o) = / "acé(e) (43)

Para e = 0, temos ¥ (¢) = 0 e como f(¢€) decai exponencialmente para zero quando € — 00,

o primeiro termo desaparece e temos

r=- [Taewre (44)

Vamos utilizar agora o fato que f’(¢) é um pico simétrico em torno de € = p e vamos fazer

uma expansao em torno desse pico. Temos entao,

=00 + bl = 4ot = 3 L ey (4

Temos que calcular integrais do tipo

I /OO de(e — )" f'(e) ! /00 dz erat (46)
k, = — —_ = — e —

0 B ) g (e + 1)2
onde £ = 0,1,2,.... Como estamos considerando temperaturas muito menores que a

temperatura de Fermi, o potencial quimico esta proximo do nivel de Fermi e podemos estender
o limite inferior das integrais para —oco. O erro cometido nessa aproximacao ¢ da ordem de

exp(—Qfer). Temos entao,

1 & ek
L= /_ drg s e~ (47)

Essas integrais anulam-se para k impar (por simetria). Para k par, exceto pelas corregoes

exponenciais, temos
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T
I, = — 48
2 352 ( )
Temos finalmente,
p 2 d
= / ded(e) + (kT2 + . (49)
0 6 d€

Utilizando esse resultado podemos agora calcular os valores da energia e do nimero de

particulas termodinamicos:

oo 2 2
U= 2v/ deCe¥2f(e) = 2VC {g/f)/? + %(k:BT)Q,ul/Q + } (50)
0
e
oo 2 . 71'2
N = 2V/ deCe 2 f(e) =2V C {g/fﬂ + E(kBT)Qu_l/z + } (51)
0

onde fizemos g(€) = Ce'/2, por simplicidade de expressdo.

Podemos reescrever a equacao 51 na forma

2 (kgT\’
e‘}/z—u?’/z{u%(%) +} (52)

Podemos inverter essa equacao e obtermos uma expressao para o potencial quimico (em

fungao da temperatura e da densidade N/V, implicita na energia de Fermi),

Substituindo esse resultado na expressao para a energia interna, temos,
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3 572 /T \?
— INepd1+ [ = 4
U 5 EF{ + D (TF> + } (54)

Podemos agora calcular o calor especifico,

72 T
Cy = 7kBjTF (55)

que tem a mesma dependéncia da expressao obtida a partir de consideracoes dos estados
excitados termicamente, exceto por um pequeno fator numérico.

Vamos agora examinar esse resultado comparando com os valores experimentais do calor

especifico para os metais.
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