& Gas Classico no Formalismo Candnico

FEssas notas estio baseadas no capitulo 6 do Salinas (ref. 1) e no capitulo 7 do Greiner (ref.
2) e capitulos 7 (segoes 7.2 a 7.7) e 10 (segoes 10. 3 10.5) do Reif (ref. 3), além de outras

que serao citadas ao longo das notas.

O objetivo desse capitulo é estudar um pouco mais em detalhe as propriedades dos gases
classicos, detalhando alguns resultados para o caso do géas classico ideal (particulas nao-
interagentes), ja discutido parcialmente no capitulo 6, e considerando corre¢oes devido a
interagdo entre as particulas (gas real). Aproveitaremos também para discutir o teorema do

virial e a equiparticao de energia.

8.1 Gas classico

Consideremos um gas classico de N particulas monoatémicas de massa m, definido pelo

hamiltoniano

H=3 Tt + 3V (|r =) (1)

=1 e o
onde V(r) (r = |r; — ;]) € um potencial entre pares. Essencialmente, ele é formado por
um termo de repulsdo de curta distancia, ou seja, V(r) — oo para r — 0, e uma parte
atrativa que se anula de maneira suficientemente rapida para r — oo (necessariamente mais

rapidamente do que 7!

uma vez que a origem do potencial é eletrostatica e blindada pelos
efeitos de interagdo entre as varias outras cargas presentes). Um exemplo tipico, e que ja

vimos discutindo no curso, é o potencial de Lennard-Jones (ver cap. 2),

= [(2)" - (2] »

onde € é o valor minimo do potencial e r = 21/65 é a separacio entre as particulas para o

qual esse minimo ocorre (ver fig. 1).
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Figura 1: Potencial de Lennard-Jones, uy;(r) (V7;(r) no texto) onde r é a distancia entre as
particulas.

Um outro potencial mais simples mas mais facil de trabalhar é o potencial

Vs(r) = oo, parar < rg
6
= —uy (TO> , para r > 1g (3)
r

que é conhecido como potencial de Sutherland e estd representado na figura 2. Essencial-

mente, os sélidos sdo considerados como esferas rigidas com raio 79/2. A distdncia minima

ro entre as duas esferas é justamente duas vezes o raio da esfera.
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Figura 2: Potencial de Sutherland. Aqui Ry substitui ro, respectivamente, no texto. (extraido
da ref. 3)

As N particulas estdo confinadas em um volume V' (que, na préatica, gera um potencial
infinito - impenetravel - nas paredes mas que nao esta explicito na hamiltoniana 1.

Vamos examinar esse sistema cléssico na descricao de ensemble canonico. Para isso,
assumimos que o volume V' estd em contato com um reservatorio térmico a temperatura 7T,

separado por paredes diatérmicas. A funcao de particao candnica do sistema se escreve,

1
7 = W/.../d3r1...d3rN/.../d3p1...d3pNeXp(—ﬂH) (4)

onde a integral sobre as coordenadas espaciais estd limitada ao volume V. A integragao
sobre as coordenadas de momento é trivial, similar ao gas ideal (ndo hd nenhuma difer-

enga para essas variaveis), e reduz-se a um produto de 3N integrais gaussianas ja bastante

conhecidas:

[Fam(2)-(5)"

e entao,
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onde,

QN:/V.../Vd?’rl...d?’rNexp {—521/(\73—@\)] (7)

i<j
A grande dificuldade no tratamento dos gases reais esta justamente no termo (). Antes
de aprofundarmos nessa discussao, vamos explorar o caso mais simples, e que ja tratamos em

outros exemplos, do gés ideal.

8.2 Gas classico ideal no ensemble canénico

Para o caso do gas classico ideal, onde nao ha interacao entre as particulas e toda a energia
é cinética, a solucao é simples e ja foi discutida tanto no ensemble microcanénico como no
ensemble canonico. No capitulo 6 (anterior), discutimos esse caso. Dentro da nossa descri¢ao

atual, a integral Q) fica simplesmente

Qn =V" (8)
e a funcao de particao é
VN (2mm\ N
Zideal = X (9)
N! \ Gh?

A partir de Z;4.; podemos prosseguir da mesma forma que fizemos no capitulo 6, que
reproduzimos a seguir apenas para termos uma descricao completa da nossa discussao.

A energia livre de Helmholtz é,

3/2
F(T,V,N) = —kT'ln Z(T,V,N) = —NkT (1 +1In {x (2”Z;kT> }) (10)

onde utilizamos a aproximacao de Stirling. A partir da energia livre, temos,
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Finalmente, podemos utilizar a eq. 12 ea eq. 10 e escrever,

U=F+TS= sz:T (14)

que ¢ o resultado conhecido. Podemos escrever esses resultados em termos de grandezas

intensivas, como no Salinas (ref. 1), simplesmente fazendo

. X
T = A}lgl)o N (15)

Antes de prosseguirmos, vamos apenas examinar o valor da entropia. A fig. 3 mostra
qualitativamente a dependéncia de S em funcao da temperatura 7. Vemos que para T — 0,
a entropia tende a ser negativa, em contradicao com a termodinamica. Esse ¢ um problema
recorrente na mecanica estatistica classica. No regime de baixas temperaturas, nao pode-
mos mais utilizar a mecanica classica e s6 conseguimos uma descricao correta utilizando a

mecanica quantica (e a mecanica estatistica quantica).
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Figura 3: Dependéncia da entropia com a temperatura para um gas ideal monoatémico
classico. (extraido da ref. 1)
8.3 Distribuicao de Maxwell-Boltzmann

Consideremos agora a probabilidade (candnica) de encontrarmos uma particula do gas ideal

com velocidade entre v e U + dv, independente de sua posicao,

. 1 By
p(v)d?v = ZV exp (_2m> d3p (16)
onde,
2 2 3/2
7y = V/dgpexp <_§7}7?”L> =V <7;m> (17)
Temos entao,
. kT "/ Bp?
p(0)d*v = ( p- > exp <_2m> (18)



Essa distribuicao de probabilidade depende apenas do modulo da velocidade. Logo,

<y >=< vy >=< v, >=0 (19)

e, utilzando a isotropia do espaco das velocidades (momenta), podemos integrar nas

diregoes e ob10ter,
3/2 2
p(7)d*v — p(v)drvido = (27:7/17’) exp (—gf;) 4rvidv = po(v)dv (20)

A equacao 20 é a distribuicao de velocidades de Maxwell-Boltzmann para o gas ideal. A

velocidade (em moddulo) mais provavel, 0, pode ser encontrada maximizando po(v),

dpo
s = 0
dv |
m \3/? m mu? mu?
4 — — | —5p | 20| =
- W(ka;T) [ kTeXp< 21<;T>” +eXp< 2kT> ”L 0
= - B o=
2kT N
1/2
= U= <2kT> (21)
m

O valor médio do moédulo da velocidade é,

> m \%2% [ mu?
<v>=< U] > /0 vpo(v)v = 4 (27rkT> /0 v exp ( 2kT> v (22)

Fazendo a substitui¢ao y = mv?/2kT, temos,

@ = n(pmr) " (2T)

m \32 (2kT\”
= 47r< >
27kT m




mm

_ (8”)/ (23)

onde utilizamos I'(2) = 1.

A velocidade quadratica média calcula-se da mesma forma:

e’} 3/2 [e%} 2
o\ 2 m mv*\ 4
<v > = /0 dvpe(v)v® = 47 (27T]€T) /0 dv exp <_2kT> v

I'(1/2) = 3y/m. Podemos escrever entéo,

) =2 (25)

A figura 4 apresenta a distribui¢ao de velocidades de Maxwell-Boltzmann com os valores
para as varias médias calculadas, normalizadas para a velocidade mais provéavel (igual a 1).
Vemos que 0 < (v) < 4/(v).

A energia cinética média por particula é,

(ek) = ;m <v2> = ng (26)

e, da isotropia da distribuigao de velocidades p(¥), temos ainda,

1 kT
2\ _ /. 2\ _ /. 2\ _ 1/ 2\ _
() = () = () =3 () =4 (27
Para uma temperatura de 300 K, utilizando os valores da massa molecular do nitrogénio

(e desprezando a complexidade da molécula de nitrogénio), o médulo tipico da velocidade



molecular de um gas como o ar serd de aproximadamente 500 m/s (proximo da velocidade

do som).
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Figura 4: Distribuicdo de velocidades de Maxwell-Boltzmann (v representa a velocidade
mais provavel, ¥ no texto e F'(v) representa a distribui¢do de probabilidade, py(v) no texto).
(extraido da ref. 2)

8.4 Teorema do virial e equiparticao de energia

Nosso objetivo aqui é encontrarmos relacoes envolvendo a energia média (F) = U, mais
especificamente, deduzirmos de uma forma geral o conhecido Teorema do Virial e a Equipar-
ticao de Energia para um sistem fisico (como o gas classico) a uma temperatura 7". Consid-
eremos H(q,,p,) como sendo a hamiltoniana do sistema. Chamaremos de z; qualquer coor-

denada do espago de fase (i=1,...,6N). Inicialmente, calcularemos o valor médio da grandeza



xi%, onde x; e x;, sao duas varidveis arbitrarias de coordenadas ou momenta:

oH\ 1 [, . OH

onde p(Z) é a densidade de probabilidade no espaco de fase. Essa média pode ser calcu-
lada em qualquer um dos ensembles. Para uma demonstragao utilizando o ensemble micro-

canonico, ver a se¢ao 7.13 da ref. 2. Vamos utilizar aqui o ensemble canonico (ver refs. 2 e

4):

oH\ 1 6 _gn. OH
<$18$k> = N /d xe xZa—xk (29)

Podemos escrever,

O 10

e entao, integrando por partes,

max

zy, '
<ng:{> = Z;N {/dﬁN_lxxi [—;6_6?—{1 + % dx6Ne_ﬁH} (31)
k min

T

man

O primeiro termo ¢ nulo. Caso z; seja um momento, entao z7"*" — —oo e %" —

00, e a energia cinética cresce de forma que e " — 0, mais rapidamente. Se z;, ¢ uma

max

coordenada, entao z3'* e 27" localiza-se nas paredes do recipiente. No entanto, os momenta
sao invertidos (para os gases) e o potencial ¢ infinito de tal forma que e #* — 0. Se
considerassemos, por exemplo, um sistema de osciladores classicos, entao nao temos recipiente

min

e xj v

— —00 e I — oo ¢ permitido mas nesse caso V(r) — oo e e P — (0 mais
rapidamente. A tltima integral, incluindo o fator h=3" (e N! se tivéssemos incluido o fator

de Gibbs), é a funcdo de particio. Como 0z;/0x = i, temos,

X
Zaxk

< -8H> = 55’“ = 5ykT (32)
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Esse é o resultado desejado. A expressao <xi%> s6 tem valor nao-nulo para i = k.

Vamos analisar agora cada caso. Consideremos primeiramente que x; ¢ uma coordenada g, .

Das equacgoes de movimento de Hamilton,

OH oM
Oz; B 3%‘ B

—Pi (33)

<x§f‘> g = — (@F) = kT (34)

uma vez que p; é a i-ésima componente da for¢a generalizada F;. Para x; como coordenada

de momento, temos

OH OH .
0w, B Op; —

<§”> ~ () = kT (36)

Mas a grandeza p;¢; nada mais é do que duas vezes a energia cinética em uma certa

direcao. Se a i-ésima particula move-se em trés direcoes, temos,

(T) = kT (37)

onde T; é a energia cinética da ¢-ésima particula.
Da mesma forma, podemos escrever a equacao 34 para uma particula em trés direcoes,

na forma vetorial,

— (i Fy) = 3kT (38)
Para N particulas, temos

11



(i) = (S == (Sam) =i o0

<Z migl_’i> = <zi:piq'i> = 3NkT (40)

i

Podemos escrever agora o Teorema do Virial para N particulas,

) =1 <§ F) = T (a1)

A equagao 38¢ o virial de Clausius e mede a média da energia potencial, da mesma forma
que a equacao 37 mede a média da energia cinética.
Consideremos o caso em que a for¢a F; pode ser escrita na forma do gradiente de um

potencial V'(7),

()=~ {5 w) e

Vamos assumir que a hamiltoniana s6 possui termos quadraticos (embora seja um caso
especial, constitui-se um caso especial de grande importancia). Nesse caso, podemos escrever

a hamiltoniana na forma

3N
H=Y (Ap+B.q) (43)

v=1

Pode-se mostrar que, nesse caso, podemos escrever,

v + 120
op, ¥ oq,

2H =Y

v=1

3N( OH 8H>

e o valor médio da energia total é,

12



(H) =;{3§Nj<m?{>+§<qygz>} (45)

v=1 pV =1
Vamos chamar de f o nimero de termos quadraticos na hamiltoniana (no nosso caso,

f =6N), entao temos,

(H) = L FAT (46)

f & muitas vezes conhecido como o numero de graus de liberdade do sistema. Estrita-
mente falando, f representa o niimero de termos quadraticos na hamiltoniana enquando que
o numero de graus de liberdade ¢é definido pelo niimero necessario de coordenadas do sistema.
Do ponto de vista fisico, nem sempre os graus de liberdade podem ser livremente excitados.
A uma certa temperatura 7', alguns graus de liberdade podem estar congelados, isto é, nao ha
energia térmica suficiente para excita-los. Esses graus de liberdade nao contribuiriam para a
energia interna (e, consequentemente, para o calor especifico). Quanto maior a temperatura,
maior serd a validade do teorema. Temos entdo que cada termo quadratico (ou harmonico)
na hamiltoniana tem uma contribuicao de %k;T para a energia interna do sistema e, conse-
quentemente, uma contribuicao de %kj para o calor especifico Cy,. Mantendo a nomenclatura
em termos de graus de liberdade, temos o teorema de equiparticao de energia, que pode ser
sintetizado na forma “na média, cada grau de liberdade do sistema a uma temperatura T tem
uma energia térmica %kT”. O teorema de equiparticao de energia ¢ um caso especial do
teorema do virial para potenciais quadraticos. Para a energia cinética apenas, o teorema de
equiparticao foi enunciado pela primeira vez por Boltzmann em 1871.

O teorema do virial pode ser obtido da mecanica classica. Para isso, calcula-se a média
temporal ao longo da trajetoria no espago de fase. O nosso resultado foi obtido fazendo
uma média sobre o ensemble candnico (poderia ter sido feito uma média no ensemble mi-
crocandnico, com o mesmo resultado). A comparacao entre os dois resultados nos permite

validar a igualdade entre as médias temporais e sobre ensembles (teorema ergodico). Esse é

13



um dos poucos casos em que isso é possivel. Para derivar o resultado da mecéanica classica,

comecamos com a grandeza

G=> pi'Ti (47)

A derivada total no tempo é,

e S (A (48)

Escrevendo Y, p; - 7 = 2T e ﬁz — F}, temos
dG =
E:ZE‘ﬁ+2T (49)

)

A média temporal é calculada na forma

dG 1 [td@
— = lim - —dt 50

=

o + Yo7 F = Jim  {G(1) - G(0) (51)

_tﬂoot

Para uma certa energia dada, G(t) ¢ uma funcao limitada em todos os tempos e o valor

limite do termo da direita é zero. Com isso, temos,

_ l—————=
T=-33 7 F (52)

que é novamente o teorema do virial mas obtido por meio de uma média temporal na

trajetoria do espaco de fase.
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8.4.1 Teorema do virial no gas ideal

Vamos considerar agora o teorema do virial aplicado no caso do gas ideal. Da equacao 41

temos

N
- <Zﬁ- : F> = 3NkT (53)
i=1

A forca F, em uma particula no gas ideal é exclusivamente fornecida pelas paredes do
recipiente, quando o momento ¢ invertido. Ela pode ser expressa em termos da pressao do
gis. Vamos chamar de dF’ a forca média exercida por todas as particulas incidentes em um
elmento de superficie dg, ou seja, dF' = pd§ (a orientagio de ds ¢ para o exterior). Entdo,
dF = —dF’ = —pdg é a forca média exercida pelo elemento dS das paredes do recipiente no

gas de particulas. Temos entao,

<i§:1ﬁ-1?;>=—pg§f-d§ (54)

Utilizando o teorema de Gauss,

pfras=—p [@rF.r=—gp [ar =gy (55)

e entao,

pV = NkT (56)

Devemos ainda mencionar o teorema virial de Clausius (1870), para a grandeza (3, ¢;p;),
que é o valor esperado da soma sobre o produto de todas as coordenadas das varias particulas
do sistema com as forcas respectivas agindo sobre elas. Essa grandeza é conhecida como o
virtal do sistema e identificada pelo simbolo V. O teorema do virial de Clausius estabelece

que
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V = —3NkT (57)

e temos entao,
Y =-2K (58)

8.5 Gases Reais

Vamos retornar agora para o problema inicial, dos gases reais, quando a interacao entre as
particulas nao pode ser desprezada. Essencialmente, essa é a situacao quando a densidade
do gas ¢é alta ou a temperatura relativamente baixa. No caso geral, a funcao de particao

candnica escreve-se na forma,

Z(T,V,N) = 1(

N!

ommkT\ >
) @

onde,

QN:/V.../Vd3r1...d3rNexp [—521/(\&—731)} :/d3Nr T exp{-BVa} (59

1<j i,k,i<k

Para Vj;, = 0 temos o caso dos gases ideais ja discutido. Queremos considerar agora o
caso em que Vjp # 0. A melhor forma de iniciarmos essa andlise, é considerarmos situacoes
que diferem pouco dos gases ideais, ou seja, com interagoes fracas entre as particulas (mas
nao mais despreziveis). Nesse caso, considerando que fVj, < 1, entdo, exp{—(Vir} = 1, e

podemos escrever

fire = (exp{—BVir} — 1) (60)
onde f;; < 1. A expansao apropriada serd em torno de f;;, na medida que f;; — 0 para
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(rix) — oo ou para T'— oo. Podemos agora calcular o produto

[TA+fiw) =143 fuet+ D firfim + - (61)

i<k i<k i<kl<m
Vamos considerar apenas os dois primeiros termos. Os termos de ordem superior podem
ser calculados utilizando diversas técnicas que podem ser encontrados em diversas referéncias

(p.ex., refs. 2 e 4). Temos entao,

i<k

QuV.T) =~ / 4y (1+Zfik)

= VN4V 2y d?’ri/dgrk (exp{—pVir — 1}) (62)

i<k

O primeiro termo, V'V, nada mais ¢ do que o termo dos gases ideais. O termo seguinte &
a primeira correcao dos gases reais em relacao aos gases ideais, ou seja, a primeira correcao
devido a V. Vamos fazer uma substituicao de coordenadas, em coordenadas do centro-de-

massa R = %(Fl + 7%) e coordenadas relativas r = (7; — 7). A integral se escreve agora,

N(N —1)

Qu(V,T) =V + VI ——

/ &r (exp {6V (1)} — 1) (63)

uma vez que temos N (N — 1)/2 pares de particulas com i < k que ddo a mesma con-

tribuicao para Z. Vamos definir

MT%:/d%@mg—mamy—n:4¢/mwmpgﬁvwn—1) (64)

e, fazendo N(N —1)/2 =~ N?/2, para N > 1, temos,

2,V ~ g (T

N2
v |

3N/2
) [VN+VN1MT)2

A equacao de estado pode ser calculada a partir da energia livre,
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OF 0 NkT a N2
pTV,N) = ———|pn=-—(kTIhZ) = — kT2
oV oV % 1+ e
NET aN a 1 al
~ DR DN g —2):kT<—>
% ( QV) (p 27 v 202 (65)

onde utilizamos p = N/V = 1/v = densidade de particulas.
Caso tivéssemos guardado termos de ordem superior na equagao 61, teriamos um resultado

do tipo

p= kT (5 + BaT)y + By(T) + . (66)

onde By(T) = a(T)/2, e os demais termos tém que ser calculados (essa expansao é

conhecida como ezpansio do virial).
Vamos considerar agora um caso especifico, do potencial de Sutherland (mais simples de

aplicar). Nesse caso, temos,

o(T) = 4r /0 r2dr(—1) + 4r /OO r2dr <exp {ﬁuo (T:)()} - 1) (67)

Assumindo que fuy < 1, temos

exp{ﬂuo (?)6} ~ 14 Bug (7;0)6—1—...

4 o0 6
=a(T) =~ —17’8 + 47rﬁu0/ r2dr (m)
3 ro r
47
~ —?ro(l — Bug) (68)

Temos para a equacao de estado,

kT 2mry ug
p_v{H 3v (1_kT>} (69)




Podemos ainda escrever na forma,

2mriug kT 2mrd kT 2mry -
- (1 ~ (11—
(p * 3v? ) v ( * 3v v 3v (70)

onde fizemos a aproximagao baseado no fato que o volume 47r3 /3 dos atomos ¢ pequeno

comparado com o volume por particula, v. Isso é valido para baixas densidades. A equacao

70 corresponde a equacao de estado de van der Waals,

<p + ;) (v—b) = kT (71)

com os paratros de van der Waals calculados microscopicamente,

2
a= —;Tguo (72)
2
b=t (73)

O parametro a depende do potencial atrativo up e mede a forca de atracao entre as
particulas enquanto que o parametro b ¢ conhecido como co-volume.

A figura mostra a dependéncia do termo By = a(7)/2 com a temperatura 7' para o
potencial de Lennard-Jones e para o He e o Hy com correcoes quanticas bem como resultados

experimentais.
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Figura 5: Dependéncia de By com a temperatura 7. A curva denomindada “classica” refere-
se ao calculo utilizando o potencial de Lennard-Jones. As outras curvas foram calculadas
para o He e o H, incluindo corregoes quanticas. Resultados experimentais foram incluidos

(simbolos) para varios gases. (extraido da ref. 3)
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