9 Ensemble Grande-Candnico, Ensemble de Pressao e out-
ros Ensembles

Fssas notas estao baseadas no capitulo 7 do Salinas (ref. 1), capitulo 4 do GouldéTobochnik
(ref. 2), capitulo 7 do Greiner (ref. 38) e no capitulo 6 do Reif (4). Ela utilizard também

materital das refs. 5 e 6, além de outras que serao citadas ao longo das notas.

9.1 Ensemble Grande-Canonico

Consideramos até agora o caso do ensemble microcanonico e do ensemble canénico. Na
descricao de ensemble microcanonico, consideramos um sistema isolado, nao trocando nem
energia nem particulas com o meio ambiente (na verdade, completamente isolado). O sistema
é descrito por meio das grandezas E,V, N. Para o ensemble candnico, assumimos que o
sistema encontra-se em contato com um reservatorio muito grande, por paredes que permitem
a troca de energia, mas em equilibrio, ou seja, a temperatura 7' constante. O sistema entra em
equilibrio, atingindo uma energia mais provavel, que identifica-se com a energia de equilibrio
no limite termodinamico, exceto por flutuacoes. As grandezas T, V, N descrevem o sistema.

Vamos agora considerar sistemas abertos. O que entendemos por sistemas abertos? Nesse
caso, o sistema estd em contato com um reservatério mas pode trocar energia e particulas.
Com isso, uma vem em equilibrio, o sistema ¢ descrito pelas grandezas T, V, u, onde p é o
potencial quimico, familiar da termodinamica. Ele é o equivalente da temperatura para um
banho térmico (reservatorio no sistema canonico) para um reservatorio de particulas muito
grande e em contato com o sistema. Esse reservatorio de particulas deve ser suficiente-
mente grande para que o valor do potencial quimico dependa somente das propriedades do
reservatorio. O sistema estard permanentemente trocando de particulas com o reservatorio.
Poderemos estabelecer um valor médio e um valor mais provavel para o niimero de particulas
no sistema, a partir de um potencial quimico fixo, de forma semelhante a energia média

e energia mais provavel foram estabelecidas a partir de uma temperatura fixa no ensemble



candnico.

O tratamento estatistico que faremos para os sistemas abertos, caracterizados pelas
grandezas T, V, i, serd denominado de ensemble grand candnico ou ensemble macrocanédnico.
Esses sistemas tém grande interesse. Para distinguir a aplicabilidade dos diferentes ensem-
bles vamos considerar um sistema fisico pratico. Consideremos um fluido que encontra-se em
equilibrio com seu vapor a uma certa temperatura e o conjunto fluido+vapor encontra-se em
um banho térmico (reservatorio que permite troca de calor). As moléculas fazem a transi¢ao
entre o estado fluido e o gasoso e vice-versa continuamente. O sistema banho térmico + fluido
+ wvapor pode ser descrito pelo ensemble microcanonico. O sistema fluido-+vapor pode ser
descrito pelo ensemble candnico (evitando a dificuldade de considerar todos os microestados
envolvendo o banho térmico). No entanto, muitas vezes estamos interessados apenas em uma
das fases (fluido ou vapor). Nesse caso, considerar o sistema como fluido+vapor é excessivo
e tras dificuldades desnecessarias. E conveniente entdo considerar o ensemble macrocanoénico
para o sistema constituido da fase de interesse (a outra fase mais o banho térmico formarao
o reservatorio que permite troca de calor e particulas).

O procedimento para desenvolver a teoria no ensemble macrocanénico é semelhante a
que foi feita para o ensemble canonico. Primeiro precisamos determinar a densidade de
probabilidade no espaco de fase para o sistema uma vez fixado 7', V, . Nesse caso, precisamos
da densidade no espaco de fase para um certo ntimero de particulas N, mas observando que
essa densidade deve fornecer também a probabilidade do sistema ter N particulas, uma vez
que qualquer nimero de particulas (N = 0,1, 2, ..., 00) é permitido. Procedendo como no caso
do ensemble canonico, designaremos por S o sistema fisico de interesse e por R o reservatorio.

Utilizando os conceitos desenvolvidos para o ensemble microcanoénico, a energia total

E = Es+ Ep (1)

tem um valor fixo. Da mesma forma, o nimero total de particulas é fixado,



N = Ng + Np (2)
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Figura 1: Esquema do sistema para o ensemble grande-canonico. (extraido da ref. 3)

Novamente, consideramos a condicao que o reservatério é muito maior que o sistema, ou

seja,
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O sistema pode assumir todo nimero possivel de particulas, Ng € [0,1,..., N] e toda
energia possivel, Fg € [0,..., F]. Consideremos que o sistema encontra-se em um certo
microestado caracterizado por um nimero de particulas Ng e em um certo ponto do espago
de fase i com energia Fs = F,;. O reservatorio terd a sua disposicdo um ndmero muito
grande, Q)r, de microestados diferentes com energia EFr = E — F; e nimero de particulas
Nr = N — Ng. A probabilidade p; y, de encontrar o sistema no i-ésimo microestado com
namero de particulas Ng serd proporcional a esse nimero de possibilidades, Qgr(Eg, Ng) =

Qr(E — E;; N — Ng), ou seja,



Ping X Qr(Egr, Ng) = Qp(E — E;, N — Ng) (5)

Podemos agora, partindo das condigoes estabelecidas nas equacoes 3 e 4, expandir em
torno dos valores pequenos de F; e Ng. Na pratica, sera mais conveniente (para identificagao

das derivadas) expandir In Qg,

]{?IHQR(E—EZ', N—Ns) = ]{?IHQR(E, N)—i(k’anR(E,N))El—i(kanR(E,N))NS+

oF ON
(6)
onde identificamos,
0 0Sg 1
—(kInQgr(E,N)) = — = =
(kOB N)) = T~ ©
0 8SR M
—(kInQgr(E,N)) = — = — =
e, guardando os termos de primeira ordem na expansao,
E; uNg
QR(E—E,,N—NS)ocQR(E,N)eXp{—ﬁ—i—ﬁ} 9)
ou ainda, como Qg(E, N) é um fator constante,
E; pNs
Pi,Ng X €Xp {_ﬁ + T } (10)

O fator de proporcionalidade ¢ obtido pela normalizacao,

S pinve=1 (11)

i

e entao,



__ow{-gtir
v iexp { =i + 7

onde nao explicitamos o sub-indice S em N para simplificar (e esperando que ndo haja

Pi,N (12)

confusao: N agora refere-se ao nimero de particulas do sistema). Da mesma forma que no
ensemble candnico, a soma sobre i extende-se sobre todos os microestados do espaco de fase
com nimero de particulas igual a N.
A extensao para um sistema continuo é direta,
exp {—0[H(q,, p,) — pN]}

c N, vy Pv) — o .
o) e Ta™q [ & pexp {3l ) — T} .

As equagoes 12 ou 13 sao chamadas de distribui¢ao macrocanénica (ou grande-candnica,).

Analogamente ao ensemble candnico, a fun¢do de particao grande-candnica é

z=> v [ €% [ @pesp (~5(H(a.p.) ~ uN) (14)

9.1.1 Conexao Termodinamica

Para encontrarmos a conexao termodinamica, vamos mais uma vez recuperar a nossa formu-

lacao original para a entropia do sistema, calculada como uma média sobre o ensemble,

S = (=klnp) (15)

Para o ensemble grande-canonico, temos,

o 1 )
SV, T, p) =) v /dSNq/d3Nppgc(N, G, o) [k I Z + kBH(qu, py) — kBuN] — (16)
N=0

Observe que temos que integrar sobre todo o espaco de fase mas também somar sobre

todo nuimero possivel de particulas. O primeiro termo nao depende do ponto do espaco de



fase ou do nimero de particulas e, portanto, pode ser fatorado da integral (a qual iguala-se

a normalizagdo). O segundo termo é a energia média,

= 1
(H(gw,po)) = hg_N/dBNq/dngpgc(Na Gv: o) H (G, Po) (17)
N=0

e o ultimo termo é o valor médio do niimero de particulas,

=1
<N> = Zhg—N/d?)Nq/dngpgc(Na ql/7pl/)N (18)
N=0

Reunindo os termos, encontramos,

1 1
S =kInZ+ = (H) = = (N) (19)

e, identificando o valor médio da energia com a energia interna termodinamica, (H) = U, e
o valor médio do ntimero de particulas com o nimero de particulas termodinamico, (N) = N,

temos,

U—-TS—pu(N)=—kTInZ(T,V,n) (20)

de onde podemos escrever o potencial grande-candénico ¢ a partir da funcao de parti¢ao

grande-canonica,

O(T,V,p) = —kT'InZ(T, V, p) (21)

Aqui, devemos recuperar as informacoes que possuimos da termodinamica, de onde sabe-
mos que o potencial grande-canonico ¢ para um sistema com T, V, u determinados, tem o
mesmo significado que a energia livre F' para um sistema com 7T, V, N fixados ou a entropia
quando E,V, N estao fixados para o sistema fisico. Portanto, a funcao de particao grande-
canodnica permite encontrar todas as propriedades termodinamicas do sistema.

Até aqui, nao consideramos o fator de Gibbs. Esse pode ser introduzido como fizemos



anteriormente e a funcao de particao escreve-se na forma

z=3 v [ % [ @ pesp (=000 ) — uN) (22

Podemos facilmente identificar na equacgao 22 a funcao de particao do ensemble canodnico,

7. Podemos entao escrever a relacao,

Z(T,V, 1) = i (exp {%})N Z(T,V,N) (23)

Ou seja, a funcao de particao grande-canonicoa nada mais é do que a soma ponderada de
todas as fungoes de particio canonicas. O peso de ponderagao, z = exp {u/kT} é denominado
fugacidade.

A equacao 23 nos permite reconhecer mais uma vez a conexao entre os ensembles mi-
crocanonico, canonico e grande-canonico. A funcao de particdo canodnica Z é formada pela
soma de todas as “fun¢des de particao” microcanonicas g (lembrando que Q(E, N, V) =
g(E,N,V)AFE) a uma energia F, numero de particulas N e volume V', ponderada pelo fator
de Boltzmann, exp {—(GE}:

Z(TV,N) = 3 exp {~BE} g(E, N,V) (24)

onde a energia F ndo é mais uma grandeza fixa, mas apenas seu valor médio (E) =U é
fixado, enquanto que a temperatura 71" é fixa pelo reservatorio térmico.

A funcao de particao grande-canonica Z é a soma de todas as funcoes de particao canonicas
Z a temperatura T, volume V' e namero de particulas N, ponderadas pelo fator exp {uN}
(eq. 23). No entanto, o niimero de particulas N ndo é mais fixado, mas apenas o seu valor
médio, enquanto que o potencial quimico p é fixado pelo reservatorio de particulas.

Para sistemas nao-interagentes e com particulas indistinguiveis, temos para a funcao de

particao canonica,



2(T,V, N) = 2T,V )Y (25)

e entao,

_ P N
= exp exp{i}Z(T,V,l)} (26)
Podemos, portanto, calcular diretamente Z(T,V, ) para varios problemas ja discutidos
para o ensemble candnico.

9.1.2 Gas ideal classico no ensemble grande-can6nico

Vamos considerar o nosso “exemplo favorito”, o gas classico ideal (nao-interagente). Para a

funcao de particao candnica, temos,

27?ka) 3/2

Z(T,V,1) =V ( 5

e entao,

Z(T,V, 1) = exp {exp {kiT} 1% (27TZL2]€T> 3/2} (28)

O potencial grande-canonico é,

0 2rmkT\ >/
STV, 1) = —kTInZ(T,V, 1) = —kT exp {ﬁ} V(=5 (29)

A partir da equacao 29 podemos calcular as equacoes de estado:

_%m = S(T,V, j1) = exp {ﬁ} 1% (ZkaTf/z k F - ﬁ] (30)



¢ . . 7 ormkT \ >/
_W|Thu_p(T,‘/7,u)—kTeXp{ﬁ}V( h2 >

dp B ] 2rmkT\ >/
—@—N@,v,m—exp{ﬁ}d = )

Podemos ainda escrever o potencial grande-canénico na forma,
o=U—-TS —uN

e, utilizando a equagao de Euler (da Termodinamica),

U=TS—pV +uN

temos,

¢ pV

Para o gas ideal,

InZ =N

(31)

(32)

(34)

(36)

Pela equacgao 35 vemos que podemos calcular aproximadamente a equagao de estado para

os gases reais fazendo uma expansao em série de InZ.

9.1.3 Flutuacgoes no ensemble macro-canénico

No ensemble grande-canoénico a energia e o nimero de particulas flutuam em torno de um

valor médio. O célculo do valor médio pode ser obtido diretamente,

o

1 9
(Bj) = > Ejexp{—BE;+ BuN} = ———InZ+--~InZ
J

a3 B ou

(37)
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() = 7 30 Ny exp {=E; + BV} = 5 In (39)

Podemos escrever essas expressoes utilizando a fugacidade z e expressando a funcao de
particao Z em termos das novas variaveis independentes z e 3 (e V', que mantém-se constante

e portanto, por simplicidade, ndo serd mais explicitado). Nesse caso, temos,

Z=17(z0) = Z Niexp {—BE;} = i NZ(B,N) (39)

A ultima soma pode ser identificada como um polinémio em z com um coeficiente geral
dado pela funcao candnica de particio para um sistema com N particulas. Temos, agora,

para os valores médios,

(E) = 3 3 52" exp(~9E;} = — 52 nZ(z, ) (40

que tem a mesma forma que o ensemble candnico se substituirmos Z por Z. Para o

nimero de particulas médio, temos,

(N} = 5 SN2 exp {~BEy} = =5 (=, ) (1)
J

Podemos ainda calcular a densidade de probabilidade p(F, N) de encontrar o sistema
do ensemble a uma energia £ (em qualquer microestado i compativel com essa energia) e
nimero de particulas N. Se gy(E)AFE ¢ o ntimero de microestados i no intervalo de energia

E, E+ AFE e nuimero de particula NV, entao,

DB, N) = Zov(E)exp {~B(E - uN)) (42)

e a funcao de particao é

10



2=y || aBa(Byexp (~5(E - u)) (13)

Para um numero fixo de particulas N, a distribuicao de energias no ensemble macro-
canonico é a mesma do ensemble canénico. Além disso, tem ainda a distribuicao do nimero
de particulas.

Podemos calcular os valores mais provaveis para a energia e para o numero de particulas:

Op(E, N Ogn(E .
BN p=0= 22D o () (44

Lembrando que gy(E)AE ~ Q(E,V,N), a energia mais provavel no ensemble grande-

canonico ¢ semelhante ao ensemble canonico, ou seja,

08 1
. 4
9EFE = T (45)
e a energia mais provavel é idéntica a energia fixa do caso microcano6nico.
Para as particulas, temos,
a—N‘N:N =0= ON |v—i = —Bugn(E) (46)
ou,
oS !
. _Z 4

e o nimero de particulas mais provavel, N, identifica-se com o nimero fixo de particulas

do caso microcanonico. Ainda, temos, comparando com o caso candnico,

e
|
5

= By (48)



uma vez que temos

(E) = ¢+ TS + uN (49)

A energia média é obtida da transformacao reversa de Legendre para ¢ e coincide com a
energia interna termodinamica, U e também com a energia fixa £ do microcanénico.

Da mesma forma, para o niimero médio de particulas,

(N) = ZNpi,N—%ZNeXp{—ﬁ(Ei—MN)}
iN N
= 2(kT InZ)ry = —g—z TV (50)

Ou seja, o vlor médio do nimero de particulas é idéntico ao numero de particulas ter-
modinamico (N = —0¢/0u|r,v), o qual é igual ao valor fixo do microcanoénico.
Vamos calcular agora os desvios em relacao aos valores médios. Para o nimero de particu-

las, temos,

o= (V) — (V) ay
Temos que calcular (N?):
1 (kT)? 52
2\ _ 0 _ 2 _
(N*) = ;V:N PN =7 ;N exp {—B(E; — uN)} = 7 a—MQZ|T,V (52)
mas,
o7
kT — =7Z (N 53
i =24N) 53
e entao,

12



KT 0 a9 (N)

2\ _ KL O _ 2
(N?) = 7 5, @ Nz = (N’ + KT =5 (54)
e temos,
O(N ON
0']2V = kT élu > ’T,V = kTa_,u’T’V (55)

onde substituimos o valor médio (N) pelo nimero de particulas termodinamico N.
Podemos ainda substituir a grandeza termodinamica ON/Ou|rv pela compressibilidade
k do sistema. Para isso, vamos utilizar a rela¢do (termodindmica) de Gibbs-Duhem (p. 70,

ref. 1) para as variaveis intensivas,

dp = vdp — sdT (56)

onde, como usual, v = V/N e s = S/N. Nos sistemas que estamos considerando a
temperatura e o volume sao constantes. Logo,
ol dp

%|T = ’U% T (57)

T,V, N sao variaveis indepententes (que definem o estado fisico do sistema). Portanto, a
pressao p é funcao dessas variaveis, ou seja, p — p(T,V, N). No entanto, pressao e temper-
atura sao grandezas intensivas enquanto que volume e nimero de particulas sao grandezas
extensivas. A pressao nao pode depender de V, N explicitamente mas apenas da razao entre
elas, ou seja, p — p(T,V/N) = p(T,v). Vamos reescrever a equagao 57 explicitando V e N.

Pela regra da cadeia, temos,

o (¥
6% (TvV/N)|T,V = a(a%)p(T,V/N”TX 8(]]\\;)|V
= —%a(az)p(TJ//NﬂT (58)



) 9 0 (%)
WP(T’ V/N)|T,N = 8(%)p<T, V/N)’T X oV |N
_ %a (az)p(T, V/N) |z (59)

Comparando as duas equagoes, temos,

op V op

aNITv = TN v (60)

e substituindo na equacao 57,

o V\? ap
il == () apies (61)
A compressibilidade x é definida por,
10V
R = _Vﬁ_p‘T’N (62)

e substituindo na equacao 55, temos,

o% kT oN ET

NTVET N VY

K (63)
A compressibilidade ¢ uma grandeza intensiva. Logo, as flutuagoes no nimero de particu-
las no ensemble canonico relativas a N tendem a zero para volume muito grande, na proporcao
1/+/V, ou, no limite termodinamico, como 0(1/v/N) (N — oo,V — 0o, N/V = constante).
Como no ensemble canonico, no ensemble grande-candnico, as flutuagoes no nimero de
particulas tornam-se despreziveis para sistemas com um grande niimero de particulas.

Esse resultado assume que a compressibilidade é finita. Em algumas situagoes, no entanto,

ela pode ser infinita, como nas situacoes de coexisténcia de duas fases. Essa situacao esta

14



associada ao fenomeno de opalescéncia (ver p. 170, ref. 1 ou p. 251 ref. 3).
Podemos desenvolver também o célculo de ¢%. Néo faremos os detalhes (ver cap. 9 da

ref. 3). O resultado que se obtém é,

2 2 2 2
op 0. oy (0U
vz U2 U2 (8N‘T’V) (64)

ou seja, temos uma flutuacao que ja estava presente no caso candnico mais um termo cuja
origem estd nas flutuagoes no niimero de particulas. Ambas as contribui¢oes anulam-se como
0(1/v/N) quando N — oc.

Os resultados obtidos, nos ensembles candnico e grande-canoénico, para as flutuagoes, nos
permite afirmar que todos os ensembles - microcandnico, candnico e grande-candénico - para

sistemas termodindmicos com um grande niumero de particulas fornecem o mesmo resultado.

9.2 Ensemble de pressoes e outros ensembles

O “receituario” que utilizamos para desenvolver o ensemble grande-candnico pode ser utilizado
para deduzir outros ensembles. A diferenca fundamental entre os ensembles esta na forma
como “olhamos” o sistema fisico e as grandezas termodinamicas que o descrevem. A relagao
entre os diferentes conjuntos de grandezas termodinamicas é conhecida da termodinamica, a
transformacao de Legendre. Conforme a situacao fisica, podemos considerar mais conveniente
trabalharmos com outro conjunto de gradezas termodinadmicas em vez de (E,V, N), (T,V,N)
ou (T,V, ), como por exemplo, (T,p, N). A forma de desenvolvermos esse novo ensemble
é semelhante a que ja fizemos nos outros casos. Para esse ensemble, ensemble de pressoes,
consideramos um sistema S em contato com um reservatorio R de calor e de trabalho (ou seja,
mantendo fixas a temperatura e a pressdo). Para isso, o sistema total, S+ R, esta isolado, com
energia Fj e volume Vj. Os dois sub-sistemas, ou melhor, o sistema e o reservatorio, estao
separados por paredes diatérmica e movel, mas impermeéavel a troca de particulas. A pressao
do sistema (e do reservatorio) é fixada e o volume flutua. A pressao desempenha para o volume

o mesmo papel que a temperatura (potencial quimico) desempenha para a energia (nimero de

15



particulas) no ensemble candnico (grande-canénico). A partir dessas consideragoes, podemos
seguir o mesmo desenvolvimento feito para o caso grande-canoénico. Esse desenvolvimento
estd feito no cap. 7 do Salinas (ref. 1). Uma outra forma de desenvolvermos esse ensemble
¢ examinarmos a relacao entre as diferentes fungoes de particao. A relacao entre elas é uma
transformada de Laplace. Podemos, portanto, buscar diretamente a fungao de particao do
ensemble de pressoes realizando uma transformada de Laplace da funcdo de particao do

ensemble canodnico:

Y(T,p,N) =) exp{—Vp}Z(T,V,N)} (65)

onde v é um multiplicador de Lagrange. Como nos outros casos, o logaritmo da funcao de
particao esta relacionado ao potencial termodinamico do sistema. Para isso, vamos escrever

a densidade de probabilidade no espaco de fase, py, relacionada com Y:

exp {—fH — ypV'}

py = 66
S [N [N pke exp {(—BH — ypV} (66)
Temos entao,
) . 1
S = (~klnpy)= Z/d‘wq/d‘wpm—Nﬂy {kInY(T,p,N) + kBH + kypV'}
%
= kInY + kB(H) + kyp (V) (67)
ou ainda,
—kTlnY =U —-TS + kyTp (V) (68)

Prosseguindo de forma anéloga ao caso grande-canénico, podemos identificar v com [.

Teremos entao,

16



G=—kThhy (69)

onde G é a energia livre de Gibbs, ou seja, o potencial termodinadmico correspondente a

Y.
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Sumario dos diversos ensembles
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