F 604- Teste 2 - “Microcanonico,

Temperatura e Flutuacoes”

Vamos aprofundar um pouco nossa discussao sobre o conceito de temper-
atura na fisica estatistica. Da termodinamica - e de nossa experiéncia pessoal
- sabemos que o calor “flui” de um corpo quente para um corpo frio, quando
em contato, até atingirem a mesma temperatura. Na fisica estatistica, a dis-
tribuicao de calor (energia) entre dois corpos (nos nossos exemplos, entre dois
subsistemas que compoem um sistema isolado) é determinada pela suposigao
que os microestados do sistema isolado sao igualmente provaveis. Como es-
sas duas suposicoes sao compativeis? Para isso, vimos que se definirmos a

entropia da forma
S=klnQ(E,V,N)

onde S é a entropia em equilibrio e Q(F,V, N) é o namero total de mi-
croestados do sistema quando em equilibrio. Vimos, com o auxilio de sim-
ulacoes, e para termos uma situacao de equilibrio entre dois subsistemas, a

definicao estatistica de temperatura na forma
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Consideremos um sistema isolado caracterizado pelas variaveis (E,V, N)

satisfaz os requisitos.

e separado em dois subsistemas 1 e 2 que podem trocar energia mas nao
particulas e volume. Esses dois sistemas, quando em contato, evoluem para
uma situacao de equilibrio. A defini¢do da entropia e da temperatura (equagoes
acima) partiu da identificacdo do equilibrio com a distribuicao de energia

para a qual o sistema tem a maior probabilidade de existir, ou seja, o maior



nimero de microestados. Para que essa suposicao seja razoavel, a proba-
bilidade do sistema encontrar-se com essa energia deve ser uma funcao com
um forte pico em torno dessa energia. Assumimos que essa situagdo ocorre
para N muito grande. Nosso objetivo aqui é demonstrar que essa condicao
¢ satisfeita.

Considere p(E7) = Q1(E1)Qa(FE2)/Q(E) como sendo a probabilidade que
o susbsistema 1 tenha energia Fy, onde Q(F) é o nimero total de microes-
tados. Nossa suposicao diz que o sistema em equilibrio serd aquele para o
qual, por exemplo, o subsistema esteja com energia E\, tal que p(El) seja o
valor maximo. A funcdo p(E;) deve ter um forte pico em torno da energia
mais provavel, F; (lembrando que E, = E — E,). Vamos demonstrar essa
condicao em duas etapas.

(1) Mostre que as flutuacoes de energia sdo gaussianas e encontre a meia-
largura da gaussiana, og.

(2) Faca uma analise de escala e mostre que a flutuagao de energia por
particula, o /N, varia com 1/\/N e portanto tende a zero quando N — oc.
Essa dependéncia é tipica das flutuacoes na mecénica estatistica (como ja

discutimos anteriormente).



Gabarito

O teste foi formulado a partir da discussao feita na secao 3.3 (“What is
temperature?”’) do livro Statistical Mechanics: Entropy, Order Pa-
rameters, and Complexity, de James P. Sethna, Oxford Master Series.

(1) Sabemos que
p(E1) oc Qi (E1)Qe(E — Ey)

e queremos encontrar uma expressao aproximada para a probabilidade
maxima, com a suposi¢ao de que ela apresenta um extremo com forte con-
centraciio em torno do valor maximo E;. Vamos entio expandir em torno de
El-

p(Ey) o exp{[InQ(E1) +InQs(F — E)]}
= exp{[Si(E1) + So(E — Ev)] [k}

Expandindo as entropias em torno do valor maximo,
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Mas,
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o que faz com que os termos lineares se cancelem uma vez que o sistema



estd em equilibrio termodinamico, isto é,
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Temos entao,

1=FE

O primeiro termo é simplesmente Q;(E;)Q(E,). O segundo termo tem

a forma da gaussiana desejada. Temos entao,
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onde devemos lembrar que a segunda derivada é negativa (S ¢ maxima)
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(2) Queremos fazer a analise de escala em N de og/N, isto é, a flutu-
agao de energia por particula. Sabemos que a entropia e a energia total sao

grandezas extensivas, ou seja variam linearmente com N. Temos entao,
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Entao,
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que é o resultado esperado. Essa dependéncia é caracteristica da mecanica

estatistica e a encontraremos com frequéncia.



