7 Elétron livre

Na aproximagéo adiabatica (ou estética) separamos aproximadamente o Hamil-
toniano do sélido na forma:
Hsélido = {TL + I_AILL} + {Te + ﬁee + I:Ié%)} + {HeL - ﬁéOL)} (]-)
onde o indice (0) representa o Hamiltoniano de interagdo com os ions na sua
posicao de equilibrio. O primeiro termo entre chaves representa a dinamica dos
ions a qual foi estudada até agora utilizando a aproximacdo quadratica, classi-
camente, considerando os termos anarmonicos nos seus efeitos qualitativos. O
segundo termo entre chaves descreve a dindmica dos elétrons com os ions em
sua posicao de equilibrio, na rede cristalina, e o ultimo termo descreve a inter-
acao entre os elétrons e a rede quando consideramos a dindmica da mesma. No
estudo da dinamica da rede, vimos que em primeiro lugar precisamos conhecer
a dinamica do sistema. Para a seguir conhecermos as grandezas macroscépi-
cas é necessario conhecermos também como o sistema se organiza uma vez em
equilibrio, isto é, como ocorre a ocupagao dos estados. No caso da dindmica
da rede, essa situacao obedecia as particularidades do sistema, em particular,
respeitando os limites da aproximacao adiabatica, os a&tomo podem vibrar com
amplitudes variaveis. Em linguagem de quase-particula (fonons), ndo héa nen-
huma restricdo quanto ao nimero de fénons que podem ser encontrados em um
mesmo estado. Vamos agora nos ocupar do segundo termo entre chaves, isto é,
da dindmica dos elétrons no solido (cristalino), desprezando a dindmica da rede.
O Hamiltoniano se escreve,
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onde N é o numero de elétrons no sistema, onde na expressao 2 inclui-
mos os elétrons de caroco, e M é o numero de ions na rede. Esse problema
envolve um total de ~ 10?3 particulas (elétrons). Tecnicamente, a solugdo é in-
viavel. Embora possamos hoje resolver um sistema numérico com um razoavel
namero de elétrons (algumas dezenas), isso estd longe de reproduzir um sis-
tema macroscopico. E necesséario, portanto, buscarmos solucdes aproximadas,
partindo de suposicoes fisicas razoaveis. A primeira observacao que fazemos é
que os elétrons de caroco estdo, em geral, fortemente ligados aos ions (energias
de centenas de eV até dezenas de keV). Suas fungdes de onda estao fortemente
confinadas em torno do ion de origem. E de se esperar, portanto, que a vizin-
hanca atomica pouco influencie esses estados. Quando tratamos os ions, por-
tanto, estaremos daqui para frente considerando o nucleo positivo cercado pela
nuvem eletronica formada pelos elétrons de carogo. Os elétrons cuja dindmica
estaremos considerando serdao os elétrons de valéncia. Obviamente, essa sepa-
racao nao é rigorosa e, muitas vezes, acoplamento com estados mais profundos



afeta os estados de valéncia. Com isso esta claro que o potencial de interacao
ion-elétron tem que ser modificado por um potencial efetivo e mais suave. Se
fizermos recurso a discussao sobre as ligacoes quimicas que determinavam a
condensacao dos atomos, podemos considerar alguns sistemas que podem ter
um tratamento inicial mais simplificado. Em particular, para metais, podemos
imaginar que os elétrons estao livres, deslocando-se em torno de um potencial
efetivo pouco interagente. Mesmo assim, temos que considerar as interagoes
elétron-elétron. Parte dessa interagdo estara incluida no potencial efetivo. As
interagoes elétron-elétron remanescentes serao desprezadas inicialmente. Esses
efeitos serdo incluidos gradativamente.

7.1 Elétrons livres

Partimos inicialmente da equacdo hamiltoniana dos elétrons na forma efetiva,
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onde V.;r ¢é o potencial efetivo de interagao entre os fons e os elétrons,
na aproximacao adiabatica e ja incluindo o efeito dos elétrons de caroco. O
hamiltoniano 3 pode ser separado em um hamiltoniano para cada elétron, inde-
pententemente:
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e as energias do sistema serd a soma das energias de cada elétron. O potencial
efetivo, em geral, é obtido por meio de parametrizacbes de um funcional que
expressa as propriedades de simetria do sélido cristalino. Os parametros podem
ser obtidos por célculos de primeiros principios (pouco provavel) ou obtidos por
comparagoes com resultados experimentais.

A solucgao desse problema ainda pode ter dificuldades consideraveis. Antes de
buscarmos modelos para o potencial efetivo, vamos considerar a aproximacao
dos elétrons livres. Esse modelo, embora pareca irreal, funciona surpreende-
mente bem para alguns casos (em particular, metais alcalinos e semicondutores
dopados, uma vez feito algumas parametrizacoes). O modelo de elétrons livres
foi considerado inicialmente por Sommerfeld e Bethe em 1933. Anteriormente,
sob um ponto de vista inteiramente classico, ja havia sido utilizado pro Drude
(ver capitulos 1 e 2 do Aschroft&Mermin, ref. ??) no estudo de propriedades
dos metais. O hamiltoniano se escreve agora,
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Para resolver a eq. 5 precisamos estabelecer as condicoes de contorno. Ja
nos deparamos com essa questdo por ocasido da dindmica da rede. Seguiremos
um procedimento similar, e utilizaremos condi¢oes de contorno periédicas:
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onde assumimos, sem perda de generalidade, uma simetria ctibica, para sim-
plificar. A solu¢do para um elétron da eq. 5 &,
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onde V ¢ o volume da amostra (a funcio de onda estd normalizada), k ¢ o
vetor de onda,
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onde I;,l,,l, sdo nimeros inteiros que podem, em principio, variar entre

—o0 e 0o. No entanto, como discutiremos mais tarde, podemos descrever o

sistema nos limitando a primeira zona de Brillouin, isto é, L;/2 <; < L;/2. O

autovalor para o elétron nao-interagente fica,
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A solucgao para o autoestado é encontrada na forma do produto das funcoes
de onda de um elétron,

N
U = (7)Y()..0(7,) = me) (10)

Aqui, no entanto, temos que introduzir uma informacdo fundamental que
dispomos: elétrons tém spin 1/2 e sao férmions. O principio de exclusio de
Pauli impede que mais do que um elétrgn possa ocupar o mesmo estado. Por-
tanto, para cada estado indexado por k£ podemos ter dois elétrons, um para
cada spin. A funcdo 10 ndo satisfaz o principio de Pauli. Para isso é necessério
antisimetrizar a fungio de onda 10. Pode-se mostrar (ver Lista de Exercicios 5)
que

v = 5y S [ tricon (1)

onde a soma sobre p indica a soma sobre todas as permutacoes de n inteiros
e explicitamos o spin ¢ do elétron.

Nos autoestados 10 e 11 ndo indexamos adequadamente a fun¢do de onda
de um elétron. Sua indexacgao deve ser feita pelo vetor de onda k. No entanto,
existem infinitos valores para k. E necessario encontrarmos um critério para o
preenchimento desses estados. Para isso, vamos inicialmente definir um nimero



de ocupagao fr do estado indexado por ke que pode ser 1 se o estado estiver
ocupado e 0 se o estado estiver desocupado. Como a energia dos estados aumenta
com o valor de k, a temperatura 0 K os estados sao preenchidos gradativamente
até um valor maximo kg, conhecido como vetor de onda de Fermi com energia
er, energia de Fermi. O nimero de ocupacao f;; assume valor unitario para

todos valores de k tais que |k| < kp e zero para |k| > kp. Para uma descricio
correta do estado fundamental do gas de elétrons livres a T'= 0 K, temos que
considerar o nimero de ocupacao nos auto-estados 10 e 11. Voltaremos a esse
ponto mais tarde.

Precisamos agora identificar os estados ocupados considerando os possiveis
auto-estados do solido, eq. 8, a partir da esfera de raio kg, ou esfera de Fermi.
A figura representa a situa¢do que queremos considerar. Essa situagdo é similar
a encontrada para os fonons e utilizaremos os resultados ja discutidos, fazendo
apenas referéncia as eventuais modificacoes. Seguindo os mesmos passos que
fizemos para os fonons, calculamos a energia total do sistema utilizando a
defini¢do de densidade de estados, D(e) = dN/de,
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A funcdo de ocupagao f(e) é uma fungao degrau, com f =1 parac < ep e
zero para energias superiores. A densidade de estados, D(e) é,
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onde incluimos o fator 2 para levar em conta o spin e a integral em dS; é
realizada no espaco k, na superficie de energia constante.
Vamos calcular agora para o sistema de gases de elétrons livres:

D(e) = 2%/&2{5 (5—5(13))
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Figure 1: Estado fundamental do gas de elétrons livres obtido ocupando a esfera
de estados no espaco k, com raio kg.
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Muitas vezes utilizamos a densidade de estados por unidade de volume, que
chamaremos de g(¢),

g(e) = % 2me (15)

Podemos calcular o niimero de estados na esfera de raio kg,

N = Zf,;2(;;)3/dk'@(klmk)
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de onde podemos expressar o vetor de onda de Fermi em funcao da densidade
de elétrons, n = N/V,

1/3
kp = (37r2n) / (17)
E comum expressarmos a densidade de elétrons definindo uma esfera para o
elétron livre a qual possui o mesmo volume que o volume por elétron, V/N. O
raio dessa esfera, r;, €,
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A energia dos elétrons mais energéticos, isto é, que se encontram na superficie
de Fermi é a energia de Fermi, £p, onde,
27.2
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Uma grandeza de importancia que podemos também calcular é a velocidade dos
elétrons que encontram-se na superficie de Fermi, vp:

VF = hkiF (20)
m

Veremos mais adiante que os elétrons que encontram-se energeticamente

longe da superficie de Fermi pouco contribuem para as propriedades eletronicas.

Isso porque os estados mais préoximos em energia estao ocupados e o principio de

exclusdo de Pauli os impede de absorverem energia (exceto em grandes valores).

Consequentemente, muito frequentemente, as propriedades (em particular, de

transporte) do material depende da densidade de estados no nivel de Fermi,
g(fF),

oler) =5 2)



Construimos o estado fundamental partindo de um ntmero de ocupagao a
T = 0, o qual garante que os estados menos energéticos sao preenchidos primeiro.
Podemos, nesse mesmo nivel de aproximacao, considerar que os estados exci-
tados do sistema podem ser obtidos simplesmente alterando a ocupacgao dos
estados pelos elétrons, deixando vazio um ou mais estados abaixo do nivel de
Fermi e preenchendo um niimero equivalente de estados acima do nivel de Fermi.
Para uma aproximacao de elétrons nao-interagentes, essa descricao sempre sera
possivel.

Os resultados que obtivemos até agora sao gerais, exceto pela expressao
para a densidade de estados a qual depende dos autoestados do sistema. No
entanto, os conceitos relacionados com o nivel de Fermi sdo fundamentais e
serao importantes sempre que estivermos considerando uma aproximagao para
elétrons nao-interagentes, mesmo que o potencial efetivo seja incluido. Para um
solido cristalino, a indexacao dos estados, como veremos, podera ser feita por
meio do vetor de onda k. Para solidos nao-cristalinos, no entanto, isso nao sera
possivel.

7.2 Estatistica dos elétrons nao-interagentes - estatistica
de Fermi

Para continuarmos na nossa descri¢ao do solido nessa aproximagao, precisamos
agora introduzir a probabilidade de ocupagao dos estados a temperaturas fini-
tas. Para isso, comegaremos com a funcdo de probabilidade de um ensemble
candnico:

P, = 7 1= En/kBT (22)

onde E,, é a energia do sistema em contato com um banho com o qual pode
trocar energia. Vamos considerar agora que o subsistema pode também trocar
particulas com o ambiente (nimero de particulas variavel), ou seja, vamos con-
siderar um ensemble grand candnico. Nesse caso, consideramos a probabilidade
do subsistema encontrar-se no n-ésimo estado com N particulas. A funcao de
probabilidade se escreve,

PN = Zyte Env—nlN)/ksT (23)
onde,
Iy = Z e~ (Enn—pN)/kpT (24)
nN

1 é o potencial quimico e estd relacionado ao nimero de particulas (veremos
seu significado mais adiante). Zy é a fun¢do de particio do ensemble grand
candnico e esta relacionada com o potencial termodinamico Q@ = F — uN da
mesma forma que a funcao de particdo do ensemble candnico esta relacionada
com a energia livre F'.

Vamos aplicar agora para o nosso sistema do gas de elétrons livres,



Zg = Z o~ (Be—nuN)/kpT _
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onde 3 = 1/kgT, e utilizamos o fato que N = > ,n e E = >, ney.
Utilizando a identidade,

Sy ﬁAmﬁ{iA} (20

temos,
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O potencial termodinamico pode ser escrito na forma,

Q

—kpTlog Zg,

— —kpTY log {1 + e—ﬁﬁf—w}
l

= —kBT/dsD(s) log {1 + 676(57“)} (28)

Para encontrarmos a probabilidade de ocupacao do estado, vamos calcular
o valor médio de N,

P
o
4/ D(e’ e~ B —n)
e podemos escrever,
N
n=g= /dg'g(al)f(a') (30)
de onde temos,
= ! 31
1) = S5 (31)
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Figure 2: Representacido esquemética fa fungdo f para vérios valores de T. A
temperatura de Fermi, Tr = e /kp é de 5 x 10* K, que é um valor tipico para
metais.

é a funcdao de distribuicdo de Fermi-Dirac, ou a probabilidade de ocupagao.
A func¢do f estd representada na fig. 2. Em uma ripida andlise, podemos
dizer que a temperatura é capaz de perturbar a ocupacao dos estados numa
faixa de energia de 2kgT em torno da energia de Fermi, com os outros estados
permanecendo com sua ocupagao inicial. Este é um nimero importante, que
discutiremos mais tarde.

Para os estados do gés de elétrons livres, indexados por E, a funcao de Fermi
pode ser escrita como uma funcao de k:

1
= 2
fk ePleg—m 11 (32)

Podemos ainda calcular a energia total do sistema,

o511,
W\u = Ei—uN
- / Ae'D(E)E — 1) ()
B - / de'D(E)E — 1) () (33)

Vamos analisar os casos limites para o sistema. Os elétrons encontram-se no
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limite cldassico quando a probabilidade de um estado estar ocupado é expressa
pelo fator de Boltzmann,

f(e) o e (34)

Esse limite é atingido sempre que

fle) <1l = P > (35)

Essa condicao é possivel a altas temperaturas e quando € — 4 > kgT. Nesse
caso, o sistema pode ser descrito na regiao de alta energias pela estatistica
cldssica de Boltzmann e dizemos que os elétrons sao nao-degenerados. A proba-
bilidade de ocupacao dos estados é baixa e nao é necessario se preocupar com a
dupla ocupagao, ou seja, com o principio de exclusao de Paui. Essa condicao é
satisfeita para baixas temperaturas (em relagio a temperatura de Fermi) e para
baixas concentracoes. Nas demais situacoes, temos que utilizar a estatistica de
Fermi-Dirac, e os elétrons sdo degenerados. O limite quantico é atingido para
baixas temperaturas e altas concentragoes.

No limite T — 0, a funcdo de Fermi tende para a funcdo degrau, f(e) —
O(p — €). Portanto, podemos identificar o potencial quimico p a T = 0 com a
energia de Fermi.

T =0)=cp (36)

Esse limite é intrinsicamente quantico, com todos os estados abaixo da en-
ergia de Fermi encontrando-se ocupados. O potencial quimico é determinado
pelo nimero de particulas, de maneira que a equagao 29 seja satisfeita. Pode-se
mostrar (ver Aschroft&Mermin, Apéndice ) que o potencial quimico é a energia
necessaria para acrescentar um elétron no sistema,

p=F(N+1)— F(N) (37)

onde F(N) é a energia livre para o sélido com N elétrons livres.

A questdo que temos que analisar é quando esses limites ocorrem nos prob-
lemas reais. Para isso é necesséario colocarmos alguns ntimeros. Para os metais,
temos em geral n ~ 1022—1023¢/cm ~3. Para esses valors, a energia de Fermi é de
varios eV e a temperatura de Fermi da ordem de 10*K. Sabemos que a temper-
atura ambiente kT = 25 meV. Portanto, podemos dizer que, numa primeira
aproximagcao, os metais encontram-se altamente degenerados e é necessario tra-
balhar o problema no limite quantico. A tabela 1 mostra os valores da concen-
tracao de elétrons, eneriga de Fermi, vetor de onda de Fermi, temperatura de
Fermi, entre outros, para alguns metais.
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Element Z n ki Er Tr UF rs/aop
102em™ ) (10%em™ 1 @V) (10*K)  10®ems™h)

Li 1 4.60 1.11 4.68 543 1.28 3.27
Ag 1 5.86 1.20 5.50 6.38 1.39 3.02
Be 2 2472 1.94 14.36 16.67 2.25 1.87
Al 3 18.07 1.75 11.66 13.53 2.02 2.07
Sn 4 14.83 1.64 10.22 11.86 1.89 2.22
Sb 5 16.54 1.70 10.99 12.75 1.97 2.14
Mn 4 32.61 2.13 17.28 20.05 2.46 1.70
Fe 2 16.90 1.71 11.15 12.94 1.98 2.12
Co 2 18.18 1.75 11.70 13.58 2.03 2.07
Ni 2 18.26 1.76 11.74 13.62 2.03 2.07

Table 1: Densidade dos elétrons de conducao, vetor de onda de Fermi, energia de
Fermi, temperatura de Fermi, velocidade de Fermi e raio rs para alguns metais.
(extraido do Marder, ref. 1).

Uma situacao bem diversa ocorre para os semicondutores, em particular os
semicondutores tipo blenda-de-zinco como o GaAs. Nesse caso, quando dopado
tipo-n, os elétrons na banda de conducao podem ser descritos por um modelo
similar ao do géas de elétrons livres,

R

© 2me.

€e (38)

onde m, é a massa efetiva desses elétrons. Em outras palavras, os efeitos do
potencial dos ions da rede cristalina podem ser expressos de uma forma simples
em um modelo de elétrons ndo-interagentes simplismente modificando a massa
dos elétrons. No caso do GaAs, m. = 0,067 mg, onde mg € a massa do elétron.
O gas de elétrons nesses materiais ¢, tipicamente, da ordem de 108 e/em?3.
Nesses casos, a energia de Fermi é da ordem de alguns meV e a temperatura de
Fermi é da ordem da temperatura ambiente. O sistema frequentemente pode
ser descrito como estando nao-degenerado.

O conceito de massa efetiva é amplamente utilizado. Em metais, podemos
incluir, numa aproximacao simples, os efeitos das interacoes elétron-elétron por
meio de uma massa efetiva para os elétrons nao-interagentes. Nesse caso, a
massa efetiva tipica atinge valores entre 1 — 2 vezes a massa do elétron. Esse
efeito pode ser interpretado como que o elétron a medida que se desloca, carrega
uma nuvem eletronica consigo. Esses valores da massa efetiva permitem que o
elétron possa deslocar-se (quase-) livremente pela rede, justificando a aproxi-
macao do modelo de elétrons livres (teoria do liquido de Fermi). No entanto,
temos que ter em mente que essa estratégia (de inserir parcialmente os efeitos
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da interagdo elétron-elétron em uma massa efetiva) so6 se justifica em certas
situacaos, buscando uma primeira aproximacao para alguns problemas.

7.3 Calor especifico eletrénico

Vamos aplicar o modelo do gas de elétrons livres para calcular a contribuicao
dos elétrons no calor especifico. Vimos que a altas temperaturas, os fénons
produzem uma contribuicao da ordem de,

D) = 3nkp (39)

Esse resultado assemelha-se ao resultado classico, basedo na equiparticao de
energia mas pode ser obtido a partir de modelos mais sofisticados, sempre no
limite de altas temperaturas. Poderiamos ficar tentados a analisar a contribuicao
eletronica, pelo menos a altas temperaturas, utilizando argumentos classicos.
Dessa forma, a contribuicao para o calor especifico, devio a uma concentragao
n de elétrons, seria,

cle) gnkB (40)

onde assumimos um elétron livre por ion e consideramos uma contribuicao

de %k T (equiparticao de energia) por grau de liberdade da particula, associado
a cada componente z,y, z da sua energia cinética.

Obviamente esse resultado falha. Sabemos que o resultado experimental nes-
sas temperaturas aproxima-se do resultado de Dulong-Petit e a descricao por
meio das vibragoes classicas da rede sao suficientes. Sabemos também que a con-
tribuicao eletronica s6 serd importante a temperaturas muito baixas, quando o
calor especifico diminui consideravelmente de valor em relagdo ao seu valor de
saturacao e, em particular, sabemos que a uma dependéncia linear com a tem-
peratura para temperaturas proxima do kelvin, para os metais (inico sistemas
solidos para os quais faz sentido utilizarmos essa aproximagao).

Essa aproximacao, portanto, falha de forma muito mais radical no caso
eletronico do que no caso da rede. Os resultados que ja discutimos para o
modelo do gés de elétrons livres nos permite j& indicar a origem da correcao que
deve ser feita. Como consequéncia do principio de exclusao de Pauli, um elétron
para ganhar energia ele deve mudar de estado, indo ocupar um estado de maior
energia (maior E) Isso s6 é possivel se o estado estiver vazio (desprezando o
spin). No entanto, vimos pela distribui¢do de Fermi-Dirac que, a temperaturas
ambientes ou mesmo superiores, apenas uma pequena regido dos estados ocupa-
dos pode ser excitado termicamente. Os outros elétrons nao conseguem adquirir
energia suficiente para ocuparem um estado livre. Isso era de se esperar quando
se compara a energia de Fermi dos metais, da ordem de 1-10 eV com a energia
térmica (25 meV a temperatura ambiente) ou, equivalentemente, a temperatura
de Fermi, da ordem de 10 K. Podemos examinar a situacio mais quantitativa-
mente lembrando que os elétrons que realmente podem participar das transi¢oes
(térmicas) sdo aqueles que estdo a uma energia da ordem de p em torno de ep.
A densidade eletronica se escreve,
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B B (2m)3/2 1
n(g) = g(E)f(E) T on2h2 Ee(sfu)/kBT +1

(41)

A densidade eletronica esta esquematizada na fig. 41, onde fica evidenciado
que apenas uma parcela dos elétrons da ordem de kg7 em torno de u con-
tribuem efetivamente para a absorcao de calor. Nesse caso, podemos aproximar
a contribuicao dos elétrons para o calor especifico

©_O0E . 93  kpT

oE , 03 iSk?gnTz _ 3nk%LT T
“ T 9r  ar2™®

o = =3nkp— 42
1% oT 2€F kBTF " BTF ( )

Como a temperatura de Fermi para os metais ¢ da ordem de 10* — 10° K,
vemos que a contribuicdo eletronica para o calor especifico ndo deve ser superior
a valores da ordem de 1% do valor de saturacdo, o que esta mais de acordo com os
resultados experimentais conhecidos. Além disso, essa aproximacao, tdo simples
quanto pareca, nos di a dependéncia correta com a temperatura.

3 |
yd
- N\
= \
s \
: { || _
= ‘ L
= W
‘ p—
ol 1=
\
\
~
3 '-._________
II\'I g —

Figure 3: Densidade eletronica n(e). Apenas os elétrons que possuem energia
da ordem de 2kpT em torno da energia de p contribuem efetivamente para o
calor especifico.
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Vamos prosseguir agora calculando a contribui¢ao dos elétrons para o calor
especifico utilizando o modelo de gas de elétrons livres, mas no limite quéntico
degenerado, que é o caso real para os metais. Para isso, calculamos a energia
térmica necessaria para aumentar a temperatura de 0 até 7"

By — / " deeg(e) f(e:T) — / " deg(e)e (43)

Temos também,

n=[ T deg(e)f(55T) (44)

onde Er é a densidade de energia por unidade de volume e n é a densidade
total dos elétrons, que é uma constante do sistema. Podemos escrever, entao,

oF o of
() — Z2T _ — 4
e ! / dezg(e) 55 (45)
on e af
0 = —= d - 4
O (46)
que podemos reescrever, multiplicando a eq. 46 por p,
OF o aof
(e) = Z2T _ — - 4
) =G = [ acte —mae) 55 (47)

Vimos que para temperaturas ambientes, a funcao de Fermi-Dirac, f, aproxima-
se da funcdo degrau. Sua derivada, portanto, deve ter um valor fortemente
concentrado em torno de p, similar a uma fungao 6 (ver fig. ).
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Figure 4: Funcao de Fermi-Dirac e sua derivada para T = 0 e para temperatura
finita.

Podemos aproximar entao,

d@%mmA dele ) oS (48)

onde,

of _(e—p)  elemm/ksT
or — kpT? [ec—m/ksT 4 1]°

(49)

e, substituindo a eq. 4 na eq. 48, e fazendo a substituicao de varidveis
apropriada (z = (e — u)/kgT), temos,

0o 1172 e~

cw:%mw/ (50)

€ 2
—u/ksT (e 41)
A integral é desprezivel para valores x < —u/kpT e podemos aproximar,
/°° d e’ /Oo d z2e” 2 (51)
r— rT——s = —
—u/keT (€% +1)° o (et 1) 3

de onde temos,

15



(e) ~v m® 2
Gy’ = ?g(M)kBT (52)

Esse resultado tem a dependéncia com a temperatura correta. Importante
notar que chegamos até essa expressao sem utilizar explicitamente a dispersao
de energia do gas de elétrons livres ou mesmo a forma da densidade de estados.
Ela é geral e pode ser utilizada para qualquer modelo que descreva os elétrons
nao-interagentes. Na verdade, frequentemente ela é utilizada para medir valores
da densidade de estados por meio de medidas experimentais do calor especifico.

Vamos agora aplicar para o gas de elétrons livres. Utilizando a eq. 21 e
lembrando que para os metais, nas temperaturas de interesse para o problema,
temos T' < T, podemos escrever p = er. Temos entao,

3 9 w23 kT w2 T

() > Z_ Tl kB =L pkp—
Cy 39k 5 o"kB 0 2 nkp T (53)

que nos da a contribui¢do eletronica para o calor especifico para um gas de
elétrons livres. Observe-se que esse resultado tem a dependéncia correta com
a temperatura (linear em T') e, na verdade, é muito préximo ao resultado que
tinhamos obtido apenas com argumentos fisicos (apenas o fator 3 foi substituido
por 72 /2, que é muito préximo). A constante de proporcionalidade ¢ conhecida
como pardmetro de Sommerfeld, v, que no nosso caso é

71'2 nkB
2 Tp

A tabela 2 mostra a comparagao entre os valores experimentais com o modelo
do gas de elétrons livres. Observamos que mesmo essa aproximagio extrema-
mente simples da resultados bastante satisfatérios. A situacao fica mais critica
para metais que contém a banda-d preenchida ou semi-preenchida e proxima
do nivel de Fermi. Nesse caso, a densidade de estados difere enormemente da
obtida para os elétrons livres devido a alta concentracao de estados em torno de
uma pequena regiao de energia. Um exemplo dessa densidade de estados esta
esquematizado na fig. 5.

O parametro v pode ser expresso em termos da massa dos elétrons, utilizando
as expressoes 19 e 17:

(54)

2m 2
2 3

Podemos dizer que v o m e que os desvios em relagao ao modelo do gés de
elétrons livres, quand comparados com os resultados experimentais, podem ser
expressos por meio de uma massa efetiva do calor especifico. A tabela 3 mostra
os resultados experimentais para alguns metais comparando com o modelo do
gas de elétrons livres e a massa efetiva ajustada para corresponder aos dados
experimentais. Observamos que a massa efetiva nesses casos difere pouco ou é
da mesma ordem de grandeza que a massa eletronica. Esse resultado corrobora
o modelo simples do gas de elétrons livres, podendo ser ajustado, em alguns
casos, por uma massa efetiva que corrige parte das interagoes elétron-elétron.

v nk%(3n2n)~2/3 (55)
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Metal 5 Yexp
(1073 J/Mol K?)

Ytheo
Li 1.7 23
Na 1.7 1.5
K 2.0 121
Cu 0.69 1.37
Ag 0.66 1.02
Al 1.35 1.6
Fe 4.98 10.0
Co 4.98 10.3
Ni = 7.02 15.3

Table 2: Comparacdo entre valores experimentais do coeficiente v com resulta-
dos tedricos calculados utilizando o modelo do gas de elétrons livres. (extraido
do Ibach&Luth, ref. 2)

Density of states D(E)

,/ 7 ..f;F"//ﬁ' A
B ST HIF 14, I AR T L

0 1 2 3 4 5 6 E
Energy (eV)

Figure 5: Densidade de estados para um metal de transicdo com a camada-d
semi-preenchida. (extraido do Ibach&Luth, ref. 2)
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th
Vobserved Vcalculated m / m

Li 1.63 0.749 2.18
Na 1.38 1.094 1.26
K 2.08 1.668 1.25
Rb 2.41 1.911 1.26
Cs 3.20 2.238 1.43

Cu 0.695 0.505 1.38
Ag 0.646 0.645 1.00

Au 0.729 0.642 1.14

I /s
(in mJ/(mol K2))

Table 3: Comparagdo para alguns metais entre os valores do parametro v ex-
perimentais e do modelo do gas de elétrons livres e valores da massa efetiva
corrigidos para igual os valores experimentais de .

18



Uma situagdo peculiar acontece com compostos formados por elementos de
terras raras. Esses elementos possuem a cadeia f incompleta e préoxima do nivel
de Fermi, em particular, contendo os elementos Ce e U (ver tabela 4 para os
elementos de terra rara). Como consequéncia, had uma alta densidade de estados
no nivel de Fermi e o elétron “carrega” uma nuvem eletronica densa, ou seja,
sua massa efetiva pode atingir valores muito altos (tipicamente da ordem de
100 — 1000 vezes a massa do elétron). Um exemplo estd na fig. 6, que mostra

a densidade de estados do CeRu2Sis e do CeNisGes.

Esses compostos sao

chamados de férmions pesados (“heavy-fermions”) e apresentam forte correlagio
eletronica tendo, como consequéncia, efeitos estranhos, associados com ordem
magnética e supercondutividade.

Ce™| Pr** | Nd* | Pm* | Sm* | Eu® | Gd*' | Tb* | Dy* | Ho* | Er** | Tm* | yb™ | Lu™
_{!‘x -lf‘ ”1 4": ‘}- ”'7 4]1 4!1 "'II. _“"ll 'I_f" ,'fl‘] '“ru "_’.“
Sl S5d 5d
Gs® (1 v [T ([T G® Gs? hiv* 6Gs* [T fis? (Y Gis? Gis*
Th- p’!ll .‘J" Np"l pu1l Amﬁ cm'lﬁu Bh.'ll Cl'llt Es“ qu.u Mdllll Nollll Lrllll
o A AR A EA A VK
Gd* | Gd Gl Gel
s 75 Tt Ts* Ta* Ts* Ts*

Table 4: Tabela dos elementos terra rara destacando os elementos Ce e U que

compoe os principais compostos de fermions pesados.
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Figure 6: Densidade de estados calculada a T = 0 para o (esquerda) CeRugSis
com (a) H=0e (b) H=2_8,7T, e (esquerda) CeNisGey com (a) H =0 e (b)
H = 51,8 T. Observe que no caso do CeRu3Si2 o nivel de Fermi atinge a regido
de alta densidade somente na presenca do campo magnético enquanto que para
o CeNiyGes essa situagdo ocorre a campo nulo. (Ref. A Heavy-Fermion State
with Singular Density of States, K. Ohara, K. Hanzawa e K. Yosida, J. of the
Physical Society of Japan 68, 521 (1999).

Nesses casos a discrepancia com os valores obtidos pela aproximacao do gas
de elétrons livres é grande. A tabela 5 mostra os valores de  para compostos for-
mados com terras raras e que tém a tendéncia a comportarem-se como fermions
pesados. Efetivamente, os altos valores (ordens de grandeza superior em alguns
casos) de v demonstram a forte correlacdo entre elétrons nesses compostos.
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¥
mdJ /mole l'(2

CeCus, Sip ~1000
Usually CeCug 1000 \
contain U or CeAls 1700
Ce (f- T~
electron CePbg 1200
rare earth UPty 450
materials)
UBE«]B 1100

Table 5: Valores experimentais e tedricos para o parametro v para compostos
contendo terras raras.
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Typical

values for
other metals
are ~ 1-10
mJ/(mol K2)

so these have
high mt values



