Part 111
Estrutura: espalhamento, correlacao, simetria,

geometria, estruturas

3 Liquidos

Consideremos o caso dos liquidos. Como os gases, liquidos sao fluidos e por isso sao espacialmente
homogéneos e isotropicos rotacionalmente. Em outras palavras, as propriedades do liquido quando
consideradas na média, sao invariantes para translacoes por qualquer vetor Re por qualquer ro-
tagado arbitraria em torno de qualquer eixo. O conjunto de operagoes que nao modificam o sistema
formam um grupo que chamamos de grupo de simetria. O grupo de translagoes, rotagoes e reflexdes
arbitrarias é o Grupo Euclidiano. O fluido, portanto, tem a simetria do grupo euclidiano. Esse é
o grupo com o maior nimero de operagoes de simetria. Vamos examinar agora as consequéncias
dessas simetrias nas grandezas fisicas que discutimos anteriormente.

A invariancia translacional implica que

(n(7) = (n(7 + F) (1)

onde R é um deslocamento arbitrario. Se fizermos R = —7, entio

Da mesma forma,

Cnn(Fla 772) - Cnn(_’l + E, 7?2 + E) (3)
Se fizermos novamente R = —T5, entao
Cnn(F17F2) = Cnn(_’l - _"270) = Cnn(Fl - FQ) (4)

A invariancia por rotacdo implica que (escrevendo 7 = 7] — T3),

para qualquer rotacdo R, ou seja,

Crn(7) = Cpn(|71) = Cha(r) (6)

Logo,
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e entao,
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de onde temos que para um fluido

Vamos olhar agora para a questdo dos gases e liquidos, fluidos em geral. Contrario a outras
fases condensadas que consideraremos, nesse caso ndo ha uma quebra de simetria. A diferenca
fundamental estd na densidade, com os liquidos possuindo uma alta densidade quando comparados
com os gases. Exceto para o gas ideal, sempre temos interagdes e, portanto, a correlacdo vai nos
dar informagcao sobre o estado do sistema. A interacdo atrativa entre as particulas vai definir a
fase menos densa e a fase mais densa. No entanto, as correlacdes nos liquidos sdo principalmente
devido a interacdo repulsiva. E esta que eventualmente vai gerar a quebra de simetria do estado
liquido. H& varios modelos que procuram compreender diferentes estados liquidos. Para uma revisao,
recomendamos a ref. 10. Vamos discutir aqui trés modelos, de crescente complexidade, a titulo
ilustrativo: esferas rigidas, potencial de Lennard-Jones e model do atomo envolvido (embbede-atom
model).

3.1 Modelo de esferas rigidas:

Esse ¢ o modelo mais simples possivel, mas que, surpreendentemente, permite obter varios aspectos

da fisica dos sistemas liquidos. Como ja discutido, o modelo de potencial de interagao é

U(F) = oo, 17 <9
= 0,r>nm (10)

Esse potencial de interacdo é utilizado no modelo de Bernal para o empacotamento maior
aleatorio das esferas rigidas. Esse modelo pode ser realizado experimentalmente (com o empa-
cotamento de esferas rigidas reais) ou por simula¢do numérica. A figura mostra o resultado obtido
para a fungao de distribuicao radial, g(r), para diferentes taxas de ocupagao das esferas. O que
observamos ¢ uma forte correla¢ao para a menor distancia possivel (2 X ry) seguida por um “buraco”
e correlacoes menores a distancias maiores. Note que para densidades fracas a correlacdo é menos
importante. A figura mostra a comparacdo do modelo de Bernal com dados de experimentos de

neutron para o argobdnio liquido. Resultados mais atualizados aparecem nas figuras e , onde mostra-



se também o fator de estrutura S(k). Novamente, observa-se uma maior correlacao (pico maior em
g(r)) para a menor distancia vizinha, 7,,, que corresponde a um fator de estrutura S(k) maior em
k=21 /rpp.

Algumas observacoes (ver CL) sobre o modelo de esferas rigidas:

e a densidade (fragdo do volume) do modelo de esferas rigidas aleatorias em trés dimensoes é
0,638. Esse valor deve ser comparado com a densidade das fases sélidas para esferas em rede
FCC e HCP que é igual a 0,7405.

e 0 sistema de esferas rigidas ndo tem dependéncia com a temperatura. Os termos exponencias

dependentes da temperatura na funcao de particdo sao zero ou infinito.

e Hi uma transicao de fase s6lido-liquido em funcao da densidade. A fase liquida com fracao de
volume igual a 0,495 encontra-se em equilibrio com a fase sélida FCC com volume de fracao
igual a 0,545.
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Figure 1: Funcao de distribui¢ao radial para um modelo de esferas rigidas. Extraido de CL.
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Figure 2: Funcdo de distribuigao radial para o argonio liquido calculada no modelo de Bernal com-
parado com dados experimentais. Extraido de CL (ref. original J.M. Ziman, Models of Disorder,
Cambridge University Press, p. 79, 1979).
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Figure 3: Fungao de distribui¢ao radial (superior) e fator de estrutura estatico inferior) para o
argonio liquido a 85 K e densidade de 2,13 x 10?2 ¢m ™3, determinada por difracio de neutrons.
Extraido de CL (ref. original J.L. Yarnell, M.J. Katz, R.G. Wenzel, e S.H. Koenig, Phys. Rev. A
7, 2130 (1973)).

3.2 Modelo de Lennard-Jones

O modelo de Lennard-Jones inclui a atracdo entre as particulas com uma forca do tipo de van-der-
Waals (dipolar) com energia potencial com dependéncia em r~%. Algumas versdes simplificadoras
utilizam o modelo de esfera rigida ou entdo um termo em 7~ '2 (esfera mole). O potencial de

Lennard-Jones usual é da forma



Viglr) = e [(j)w - (j)j (1)

e estd representado na figura 4 juntamente com um potencial efetivo extraido de dados exper-
imentais para o potencial entre dtomos de argdnio. A figura 5 apresenta a funcio de distribuicao
radial obtida a partir do potencila de Lennard-Jones. A comparagio com resultados experimentais
em liquidos permite obter os parametros basicos do potencial e com isso ter uma aproximacao do
liquido para uma descri¢ao de suas propriedades fisicas.

Na figura 4 os parametros do potencial de Lennard-Jones foram ajustados para o argonio e sdo
praticamente independente da temperatura. Eles permitem uma boa descricio da fase liquida. A
principal limitagao desse modelo esta no fato de sé considerar a interacao entre pares de particulas
(atomos ou moléculas). Com isso, diversas ordens de interacdo, tais como interacoes entre trés
corpos, interacao dipolar-tripla sdo desprezadas. Elas, no entanto, sdo importantes na descrigcao
mesmo de liquidos de gases nobres. A figura 4 mostra a comparagdo com um potencial efetivo
obtido com dados experimentais da fase gasosa. O potencial mostra um potencial atrativo mais
profundo e ao mesmo tempo um potencial remanescente a longas distdncias mais fraco. Mesmo
assim, o potencial de Lennard-Jones é bem sucedido na descricao de grandezas macroscopicas do
argonio liquido. Argumenta-se que a razdo desse sucesso possa estar no cancelamento fortuito de

termos de interacao nao considerados.
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Figure 4: Potencial de Lennard-Jones obtido com o melhor ajuste possivel para o argoénio liquido

(e/kp = 120 K, 0 = 3,4) comparado com um potencial efetivo obtido de dados experimentais da
fase gasosa. Extraido da ref. 10.



Figure 5: Fungao de distribuicao radial para o potencial de Lennard-Jones.

3.3 Modelo do atomo envolvido

O método do atomo envolvido (EAM - embbeded-atom method) foi desenvolvido (ref. 11) para
modelar metais de transicoes, em particular na presenca de defeitos complexos ou sistemas amorfos.
Rapidamente ele foi aplicado também para os liquidos (ref. 12). Vamos discuti-lo rapidamente
apenas como um exemplo de como irmos além da descricao da interacao de pares. Para uma revisao
do método, ver a ref. 13. Sem entrar em muitos detalhes, a energia total no EAM é descrita pela

equacao

Ey = Z Fi(pn,i) + %Z bij(Rij) (12)

onde py ; € a densidade eletronica total no ¢ —ésimo dtomo devido aos demais dtomos do sistema,
F;é a energia necessaria para colocar um atomo nessa densidade eletronica e ¢;; ¢ a interacao de
par de curto alcande devido a repulsdo carogo-caroco, sendo R;; a separacao entre o i — ésimo e o

j — ésimo atomo. A densidade pode ser aproximada por

phi= Y pj(Rij) (13)
J(#1)
onde pf(R;;) € a densidade eletronica atomica do j — ésimo atomo a distancia R;; do nicleo.
Podemos obter uma expressao para uma interacao de par efetiva para o EAM considerando uma
pequena distor¢ao da rede. Com isso, a densidade sofre uma pequena variacio e a energia pode ser

expressa como uma soma de interacoes de par efetivas, dadas por,

Y(R) = 56(R) +2F (p0) " (R) + F" (o) [0" (R (14)



A figura 6 apresenta 1 (R) para o Ni liquido a 1773 K.
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Figure 6: Interacdo de par efetiva para o Ni liquido a 1773 K calculada pelo EAM. Ref. 14.

A pressao do sistema pode ser obtida partindo da expressao geral

pV = NkgT — <g§>NT (15)

onde E' ¢ a energia interna do sistema e a derivada corresponde a variagao da energia com uma

expansao uniforme do sistema, de onde temos,

PV = NhsT - o < > [Flonidef (i) + 50/ (Ry)] Rz-j> (16)
0,075 N,T

onde X' refere-se a derivada em relagdo ao argumento da fungéo.

A figura 7 mostra o fator de estrutura para o Ni, Cu e Ag. A linha so6lida é o resultado do EAM
e 0s pontos sao dados experimentais. A Otima concordancia mostra que o método EAM permite
a descricao de liquidos mais complexos, com camada d semi- ou preenchida. A figura 8 mostra
resultado para o fator de estrutura do Cu liquido comparando calculos utilizando EAM na sua
totalidade e utilizando o potencial de par efetivo. O objetivo desse exercicio é poder descrever em
termos de interacao de par liquidos mais complexos e com isso obter expressdoes mais tratéveis para
as outras grandezas termodindmicas.

O que nos interessa no momento é introduzir o conceito de funcdo de correlacdo, nas suas

diferentes formas. Ela esta diretamente ligada aos experimentos estruturais, podendo ser extraida

a partir desses, isto é, os modelos microscépicos que descrevem o sistema podem ser determinados



com a comparacao experimental por meio das funcdes de correlagdo. Mais ainda, podemos utilizar
a funcdo de correlacdo, mesmo sem nos fixarmos com um modelo, para descrever as grandezas
termodinamicas do sistema (ver Exercicio 1).

Voltaremos a discutir o modelo EAM mais adiante apds a discussao sobre cristais e amorfos.
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Figure 7: Funcdo de distribui¢ao radial do Ni e do Cu calculada com o modelo EAM a T= 1775 K
en =20,0792 e T=1420 K e n = 0,0755, respectivamente, comparada com resultados obtidos de
experimentos. Extraido da ref. 12 (dados experimentais da ref. 15).
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Figure 8: Comparacdo entre a funcio de distribuicao radial para o Cu calculada pelo modelo EAM
(linha cheia) e obtida a partir do potencial efetivo de par (linha tracejada) (eq. 14). Ref. 12.



3.4 Solidos cristalinos
3.4.1 Estruturas periddicas, rede direta e rede reciproca

Vamos considerar agora o outro extremo, do sélido cristalino, onde temos a menor simetria do con-
densado, com a simetria de translacao infinitesimal sendo quebrada e substituida pela simetria por
translacdo por um conjunto finito de vetores (trés, nao colineares, no caso de sistemas tridimen-
sionais) do espago real. Ao mesmo tempo, a simetria por rotagdo qualquer sobre qualquer eixo é
substituida por um ntumero finito de simetrias associadas ao grupo pontual no qual o cristal pertence.
Para a discussao sobre a rede direta e a simetria das estruturas, utilizaremos na forma de Apéndice
do presente curso o Capitulo 2 do curso de F888 (Introducao ao Estado Solido). As informagoes
naquele capitulo sdo suficientes para o que precisamos aqui.

Para auto-compreensao do presente texto, vamos apenas relembrar a definicdo de rede periodica,
designada por rede de Bravais. A rede é especificada pela combinagdo linear dos vetores primitivos

de translacao ai, a9, as :

él =lia1 + loag + l3a3 (17)

onde [ = (I3, l2l3) é um vetor tridimensional que indexa uma célula unitaria e R; determina sua

posi¢ao no espaco. O conjunto de vetores @; definem matematicamente a rede. O vetor de translagao

T=R,— Ry (18)

conecta pontos equivalentes da rede. Os pontods da rede no espago de coordenadas é o que
conhecemos por rede direta. O conjunto de vetores T' (para quaisquer lel ) sdo fechados para as
operacoes de adicao e multiplicacdo por um sinal menos.

(Aqui recomendamos a leitura do Apéndice ou assumimos o seu conhecimento).

Para descrevermos um cristal perfeito (e infinito), precisamos especificar a rede periddica e a
distribuicdo de massas na célula unitaria. Para um cristal monoatémico, a densidade de ntmero

serd simplesmente,
n(r) = Z(S(F—Rl) (19)
r

e para uma rede com base, temos para a densidade de massas

p(P) =3 mad(F— Ry — &) (20)
Lo
Para um cristal perfeito, temos
p(i) = p(F +T) (21)



As flutuacdes térmicas ou quanticas impedem a efetivacao do ideal de cristal perfeito. No entanto,

a densidade média tem a periodicidade do cristal perfeito:

(p(7) = (p(F+T)) (22)

ou seja, um cristal fisico é um material para o qual a densidade de massa média € uma fungdo
periddica do espaco.

Vamos analisar agora as consequéncias da periodicidade n

Temos que analisar agora as condi¢des em que a intensidade de espalhamento serd significativa.

Olhando para a expressao em 7?7 o que queremos saber é as condicdes para que

5o -

(@) = [ p(R)e " RdR (23)
assuma valores grandes. Consideremos inicialmente o caso de uma estrutura periédica, com uma

base. Nesse caso, podemos escrever 23 na forma,

p(q) =

onde,

fi=— / p3(P)e T d7 (25)

é o fator de espalhamento atémico (algumas vezes também chamado de fator de estrutura
atomico). vo € o volume da célula unitéria. > f]—e—i‘f‘Ff também é conhecido como fator de es-
trutura da célula unitdria. Para calcular essas expressoes, escrevemos R= R}+ 7j + 7, onde ﬁ;é 0
vetor de posi¢ao da célula unitaria em relacdo a origem, 7; é o vetor de posi¢ao dos dtomos da base
em relacao a origem da célula unitaria e 7 é o vetor de posicao dos elétrons em relacao a posicao do
atomo e, portanto, a integral é realizada na célula unitaria.

—iq Ry

Vamos observar agora o termo } ;e . Ele serd nulo exceto para um conjunto de vetores ¢

definidos como vetores da rede reciproca, designados por G, e tais que

G- R-=2mmn (26)

£i(G) = — / pi(Pe=iCTdr (27)

11



e é o fator de espalhamento atomico calculado para o vetor da rede reciproca G. Podemos

escrever finalmente, simplificando para o caso de um unico tipo de atomo,

(@) = Nevo y_0,6f(G) = > (2m)°8(7 - G) f(G) (28)
G

—

G
Toda funcao peridédica da posicdo serd decomposta apenas nos vetores da rede reciproca. Isso

vale também e em particular para a densidade média de massa ou o nimero de densidade:

() =3 (ng) e (29)
G
ou seja, a densidade de nimero média é completamente especificada pelas suas componentes de
Fourier <né> calculada nos vetores da rede reciproca G.

—

Algumas observacoes a respeito dos vetores G-
e Se temos dois vetores G entio a soma deles também satisfaz a propriedade da eq. 23.

e Se temos um vetor G tal que

G-R,=0 (30)

—

para pelo menos trés vetores ndo-colineares da rede de Bravais, R, o conjunto de todos vetores
7 que satisfazem G - ¥ = 0 &€ um plano passando pela origem e os vetores R que satisfazem a
eq. 30 estao no plano Py e G é normal a este plano. Ou seja, o vetor G define um plano que

contém pontos da rede de Bravais.

o A eq. 30 é vilida para todos os vetores R,. Essa condigdo pode ser verificada observando que
a rede de Bravais inteira pode ser construida tomando os pontos que estao no plano Py, que
podem ser escritos na forma ;a1 + l2ds, ¢ empilhando miltiplas copias desse plano, separadas
por um vetor da rede primitiva, ds, conforme a fig. 9. Obs.: hd um ntmero infinito de formas

de decompor um cristal nesses planos de Bragyg.

e Podemos escolher o valor de G tal que ds - G = 2. Nesse caso, para cada ponto da rede de

Bravais, temos,
é : En = é . (llc_il + lodo + ls(_l's) = 27l3 (31)

e Os vetores G nao sdo arbitrariamente pequenos (devido a condi¢ao da eq. 31) e como a soma
de quaisquer dois desses vetores resulta em um outro vetor do mesmo tipo, o conjunto de

vetores G forma uma rede.

12
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Figure 9: Toda rede de Bravais pode ser vista como uma composicao de planos paralelos de pontos,
os planos de Bragg. No caso dessa figura, uma rede ciibica é construida por planos paralelos normais
a (110). (extraido da ref. 4)

A discussao que precede justifica, portanto, a construcao da rede do espago reciproco, construida no
espaco dos vetores de onda. Essa rede é formada pelos pontos que sdo construidos a partir de um
conjunto de vetores do espaco reciproco (51, 52, 53) que preenchem as condicoes,

;- bj = 210y (32)

Os pontos da rede do espaco reciproco sao especificados por vetores do tipo,

é = mlgl + ngQ + m;ggg (33)

onde h, k, | sdo nimeros inteiros. Logo,

G R,= 2w (miny + mang + mgns) = 2wm (34)

onde m € um inteiro, o que é facilmente verificada uma vez que todas as varidveis entre parénteses
sao ndmeros inteiros, logo, suas somas e produtos também sdo valores inteiros. A condi¢iao de Laue

para que se observe a difragdo de raios X em um cristal, pode ser resumida na expressao,

—

g=G (35)

ou seja, somente quando o vetor de onda espalhado, ¢, for um dos vetores da rede reciproca, a
amplitude de espalhamento do cristal serd significativa.

H4 varias formas de escolhermos os vetores primitivos da rede reciproca. Uma vez escolhidos os

13



vetores primitivos da rede de Bravais, @,

forma,

satisfazem a condicdo da eq. 32.

1

1

S
K
w TN
X S1| x

=1
=

S
=
—

Q
)

)
S
—~
Uy St

S &
2y
w
N—

Xl X|g X
no
c,Ql

c,ol
~—

as,ds, é facil mostrar que os vetores by, ba, b3, definidos na

(36)

A figura 10 ilustra para uma e duas dimensoes uma das caracteristicas da rede reciproca. Quanto

menores forem as distancias entre pontos da rede de Bravais, maior serd a distancia entre pontos

da rede reciproca e vice-versa. Um caso interessante pode ser observado em superredes de semi-

condutores, que sdo empilhamento regulares de camadas com precisdao atdémica de semicondutores

diferentes. Como consequéncia, uma periodicidade adicional é introduzida ao longo da direcao de

empilhamento (crescimento), com um periodo de superrede expresso por d =lga4 + lpap onde ay

e ap referem-se aos pardmetros de rede dos semicondutores A e B e [4 e [g aos respectivos nimeros

de planos cristalinos que compde o material. Como consequéncia, na dire¢do do crescimento, a rede

do espago reciproco é reduzida de

aijB para 2T .

Real
@ @ @ @ @
P O ....... O ....... O O
I W Y
oottty

2n/a

Reciproca

Figure 10: Rede de Bravais e rede do espago reciproco em 1 e 2 dimensdes. Na rede reciproca a
maior distancia entre os pontos da rede equivalerda a menor distancia entre dtomos (ou moléculas)
na rede real. (extraido da ref. 7)
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3.4.2 1indices de Miller

Introduzimos até aqui o espago reciproco e a rede do espaco reciproco a partir da condicao de difracao
(de Laue). Vamos avangar um pouco mais na identificagao entre a rede de Bravais e a rede do espago
reciproco. Consideremos trés pontos da rede de Bravais ndo-colineares, os quais definem um plano
da rede. Vamos assumir que o plano da rede intercepta os eixos das coordenadas (na verdade nos
vetores da rede de Bravais) nos valores m, n e o, onde cada um desses nimeros corresponde a um
multiplo inteiro do vetor de base. Consideremos agora os valores reciprocos, b’ = 1/m, k' = 1/n
e I’ = 1/o. Multiplicamos esses valores por um inteiro p de forma a obter um conjunto de inteiros
co-primos (h,k,l). Identificamos os ntimeros h,k,l como indices de Miller e designam o plano da rede
(hkl). Como ja discutimos, existem varios planos paralelos a esse plano, o que é uma consequéncia da
simetria de translacao. O nimero de planos equivalentes entre a origem e o plano inicial, determinado
por m,n,o é exatamente igual a p. Ou, de outra forma, os indices de Miller correspondem ao inverso
das coordenadas em relagao aos vetores @i, de, d3 do plano mais proximo & origem, sem passar por
esta. Consequentemente, elas correspondem, igualmente, &s coordenadas do menor vetor da rede
reciproca, normal ao plano (i.e., sem fatores comum). Essa notagdo é particularmente utilizada para

redes de simetria hexagonal ou ciibica.

A
a,/l

Figure 11: Plano da rede de Bravais e vetor da rede reciproca.

Consideremos o caso de cristais ciibicos, definindo as coordenadas Z, ¢, 2 nas diregoes da célula

unitaria convencional. Temos entao:

e |ijk] indica a dire¢ao iz + jy + kZ da rede especificada pelos inteiros i, j, k.

15



(igk) refere-se ao plano da rede perpendicular ao vetor normal [igk|. (ijk) refere-se também ao

vetor da rede reciproca de menor valor absoluto perpendicular ao plano (4,7,k).

{ijk} refere-se ao conjunto completo de vetores da rede perpendiculares a [ijk].

17k refere-se ao pico de difragdo de raios X resultante do espalhamento nos planos da rede
{ijk}.

valotes inteiros negativos sdo indicados por i (e nao por -i).

<ijk> refere-se ao conjunto de planos da rede ou de vetores da rede reciproca relacionados a

(igk) por uma simetria de rotagao.

A figura 12 exemplifica os planos de Miller para a rede cubica.

Figure 12: Indices de Miller.

3.4.3 Condicao de Bragg para a difragao e equivaléncia com a condicao de Laue

Consideremos agora uma outra forma de “olharmos” para o fenémeno de difragdo em um cristal. A
figura 13 ilustra o processo de difracao a partir da reflexdo da luz nos planos cristalinos. Nesse caso,
havera uma interferéncia construtiva quando a diferenca entre o caminho 6ptico entre os dois raios

for igual a um nimero inteiros de comprimento de onda:

nA = 2dsinf (37)

A superposicao das reflexoes construtivas de varios planos cristalinos paralelos produzird um

sinal fortalecido, enquanto que nas outras direcdes o sinal tendera a cancelar-se.

16
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Figure 14: Comparacgao entre a condi¢ao de Bragg e a de Laue para a difragao.

Vamos agora mostrar a equivaléncia entre a condi¢do de Bragg e a condigdo de Laue para a
difracdo. A compracao entre as duas condi¢bes estd explicitada na fig. 14. Para isso, precisamos

demonstrar duas relagoes importantes:

1. O vetor da rede reciproca G com componentes (h,k,l) ¢ perpendicular ao plano da rede com

os mesmos indices.

2. O comprimento do vetor C_jhkl é igual a 27w vezes a distancia reciproca entre planos (hkl)

2w

vizinhos: ‘thl‘ = %

Para demonstrar a primeira afirmacao, consideremos um par de vetores que preenchem o plano da

rede:
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Qualquer ponto no plano pode ser escirto na forma ¥ = €107 + €209, onde €1 € €5 sdo parametros.

Nesse caso,

Q
<y
Il

— — — 6 CY a:‘
(hlbl + k/bg + l/bg) . ((61 — eg)ﬁ — 62]{% + 61;>

= 2m(eg—€—€ea—€1)=0

o que demonstra a primeira relacao.
Para a segunda condigao, consideremos a distancia do plano (h’k’’) & origem. Para isso, calcu-

lamos o produto escalar entre o vetor unitario de dire¢do Gpi; € um vetor qualquer conectando a

origem ao plano, por exemplo, 77:

;a1 Gy
Wl = 77 TS
W | Ghl
2w h
Gri
2T

-~ D
Ghii

Como temos p planos entre a origem e o plano (h’k’), a distancia entre planos vizinhos é
dhkt = > TG (38)
Consideremos agora a condi¢ao de Laue para difracao, G= d, e a escrevemos na forma
G+ky=k
e elevando ao quadrado,
G?+ k> +2G k= k?
e lembrando que kg = k e se G ¢ um vetor da rede reciproca, —G também é, temos

k

Q

G? =2
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ou, da fig. 14

G?> = 2kGsind

2 2
— = 2—sinb
dpi A
e, finalmente,
A = 2dsinb (39)

3.4.4 Zona de Brillouin

A célula de Wigner-Seitz da rede reciproca recebe o nome de primeira zona de Brillouin. E possivel
definir outras zonas de Brillouin, a partir de outras células primitivas, o que discutiremos mais
adiante. A caracteristica importante e extremamente 1til da primeira zona de Brillouin é que, por
sua construgao, ela carrega em si a simetria do cristal. Todos os pontos do espago reciproco (espago
de vetores de onda) daquela rede podem ser descritos a partir da primeira zona de Brillouin.

A figura 15 apresenta a zona de Brillouin para algumas das redes de Bravais mais comuns (bcc,
fce, hep). Estao também indicados os pontos e diregoes de maior simetria e que serdo bastante tteis
no calculo dos estados vibracionais e de energia dos elétrons. As zonas de Brillouin sdo facilmente
obtidas utilizando-se da eq. 36. Elas tém a importante propriedade de manter a simetria da rede
de Bravais original. A rede de Bravais bee possui como primeira zona de Brillouin uma rede fce no
espaco reciproco enquanto que a rede de Bravais fcc possui como primeira zona de Brillouin uma

rede bee. J4 a rede de Bravais hep tem como primeira zona de Brillouin uma outra rede hep.
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Figure 15: Primeira Zona de Brillouin para as redes de Bravais bcce, fcc e hep, respectivamente.
Observe que a rede reciproca da rede de Bravais bce é uma rede fec, a da fcc é uma bee enquanto
que a rede hcp tem como reciproca uma outra rede hep. Os pontos (indicadaos letras do alfabeto)
e linhas (indicadas por letras gregas) sao regioes de alta simetria.
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3.4.5 Fator de Estrutura

Vamos retornar ao calculo do fator de estrutura, S(g),

L 2
S(q) = ‘ / e (n(7)) A7 + Spn(Q) (40)

Para o s6lido cristalino, temos,

S@ =32 |(n(@)[ 2n)*5(7 ~ G) + Sun(@) (41)
G

Temos um fator de estrutura dominado pelos picos de Bragg mais um termo difusivo, Sy, (q).
Para um cristal perfeito, com um tnico atomo na base e rigidamente fixo nas posi¢coes da rede de
Bravais, o termo difusivo (func¢do de Ursell) anula-se e os picos de Bragg sao igualmente intensos.

Na presenca da base, a densidade de ntimero adquire uma, expressao mais complexa,

<n((_j)> 1 Z ¢~iG- (42)

’an

onde ¢, sdo os vetores que definem as posicoes atomicas da base, a partir da posicdo da rede de

—

Bravais, Ry

Vamos considerar alguns casos praticos para o célculo do fator de estrutura da célula unitéria
que nos permitirdo aprender um pouco mais sobre como analisar os resultados dos experimentos de
espalhamento. Consideraremos atomos fixos rigidamente e o fator de estrutura atémico dado por
fa-

Ezemplo 1: rede de Bravais bce com um atomo na origem (0,0,0) e outro na posigao a(%, %, %)

Como os dois atomos tem o mesmo fator de estrutura atémico, temos,

Shkl = Z facxp [—27ré : Fa}
- fozl + efiﬂ’(h+k+l))
= \Shkl\Q = 0se h+k+I for impar
= 4|f* se h+k+l for par (43)

FEremplo 2: rede de Bravais do diamante, com um 4tomo na origem e outro na posicao a(i, i, %)

Novamente, considerando os dois atomos iguais, temos,

Shkl = Z faexp [—2%@'@ . Fa}

— f(1+e—iw(h+k+l)/2)
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= [Shut)® = 4|f]? se htk+1=4,8,12,...
= 2 |f|2 se h-+k+[ for impar
= 0se htk+=206,10,... (44)

Podemos extrair algumas informagoes importantes desses dois resultados. Em primeiro lugar,
observamos que nem sempre aparece um pico de difracdo, mesmo que, a priori, ele deveria estar 14.
Por exemplo, no caso da rede bee, nao ha reflexdes na direcao (100). A origem esta na interferéncia
destrutiva. Estas sao chamadas de extingdes. Para que isso ocorra, é necessario que os dois atomos
sejam iguais. Caso eles sejam diferentes (CsCl, com rede bee, por exemplo), nao havera extingao
mas 0s picos terao intensidades diferentes. Alguns picos, como no caso do diamante, apresentam
intensidades diferentes mesmo tendo o mesmo atomo na base. Podemos generalizar esses resultados
dizendo que a forma e as dimensoes da célula unitaria podem ser deduzidas a partir
da posicao dos picos de Bragg enquanto que o conteiudo da célula unitaria deve ser

determinado por meio das intensidades das reflexoes.
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