Part V

Termodinamica e Fisica Estatistica

3 Correlacoes espaciais em sistemas classicos

Vamos detalhar mais as funcoes de correlacao espacial e associd-la com a termodinamica e a fisica
estatistica. O foco sera no caso classico. O caso quantico sera postergado para quando estudarmos
a dindmica do sistema, isto é, as excitacoes dos sistemas condensados, lembrando que a questao
mais delicada estd na possibilidade de nao-comutatividade do operador densidade local com o
hamiltoniano e consigo mesmo.

Até aqui consideramos nessa revisao o caso do fluido isotropico homogéneo. Nesse caso, pode-
mos obter informacgdo da energia média e do nimero médio de particulas partindo da funcao
de particao do ensemble gran-canonico. Vamos estender agora para uma situagao de um fluido
nao-homogéneo. Vamos introduzir um potencial externo dependente da posicao para induzir uma
dependéncia espacial na densidade. Sejau esse potencial, atuando em uma particula. A energia

potencial do sistema deve ser aumentada pelo valor
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O hamiltoniano total se escreve agora na forma

H=T+U+ U,y (2)

onde U refere-se as interacoes entre as particulas.Vamos permitir agora que u varie de um valor

du(r). Temos entao,



U = — / d7Su(F)n(7) (3)

A fungao de parti¢do agora é uma funcao de u(7) em cada ponto do espago. Uma fungao de
uma fun¢ao ¢ chamada de funcional. Portanto, Z(T,V, N,u(r)) ¢ um funcional de u(7). Vamos

fazer um pequeno parénteses para discutir funcionais, que serao tteis no curso todo.

Brevidrio sobre funcionais:
Consideremos um funcional ® dependente da fungao h(7). Definimos a derivada funcional como

sendo
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onde @ /5h(") é a variagdo induzida em ® em resposta a variacdo em h(7) no ponto ¥ = r

apenas. As derivadas funcionais seguem as mesmas regras de diferenciacao usuais:
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A expansao em série de Taylor se escreve na forma,
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Se a fungao F[¢(r)|pode ser expressa como uma integral de uma funcdo de ¢(7) e Vo(7),

Flo() = / A7 (6(7), V() (7)

entao,
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A funcao de particao pode ser obtida agora fazendo a expansao em torno de dU.,,

Z(T,V,N,u(r) + ou(r))
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Comparando com a série de Taylor correspondente (eq. 6),
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Z(T,V,N,u(r) + ou(r) =

L 07

4 /dr/dr ﬁéu S ) (10)

Comparando as equacoes 9 e 10, podemos identificar

du(r)
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Podemos ainda escrever,

Sun (7, 7) = (n(P)n(i)) = (n(7) (ni™))
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Ezxemplo: gds ideal

Vamos relembrar os principais fatos em relacao ao gas ideal ou gas classico nao-interagente. O

hamiltoniano do sistema ¢é essencialmente a energia cinética do sistema:
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Temos que adicionar também a energia potencial de confinamento das barreiras dentro de um
volume V.

A funcao de particao se calcula rapidamente,
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onde A = h/\/2mmkgT é o comprimento de onda térmico de de Broglie para a particula. A

densidade de energia livre de Helmholtz é

f=Tn[In(nr*) — 1] (16)

As demais grandezas termodinamicas se obtém facilmente a partir de f,

E = ;)NkBT
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p = nkgT
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Podemos obter também o calor especifico e a compressibilidade isotérmica,
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Relembrando, a grandeza fundamental é n\3, que nao tem unidades mas representa o limite
quantico. Se o valor dessa grandeza for da ordem ou menor que um, os efeitos quanticos predom-
inam. O principio de exclusao de Pauli desempenha papel fundamental na ocupacao dos estados
(ver gas ideal de fermions) e o fenémeno de condensagiao de Bose-Einstein se faz presente no caso
de bosons.

Vamos considerar agora o gas ideal na presenca da perturbacao externa. A funcgao de particao,

novamente, se calcula rapidamente,

7 — 1 (q)N (19)

onde
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Temos entao,
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A funcao de distribuicao de par é

g(F, ) = (1 - ;f) —yN=oo (23)



A densidade deixa de ser uniforme se tivermos u(7) ndo-nulo e ndo-uniforme. Nesse caso, temos
um sistema nao-homogéneo. Vamos avancar na discussao considerando o ensemble gran-canonico,
que adapta-se melhor para essa discussao uma vez que o potencial quimico acopla-se linearmente

com a densidade e o potencial externo aparece como um deslocamento do potencial quimico:

w— () = 1+ u(P) (24)

A funcao de particao se escreve como

Z(T,V, () = Trexp [—5 (% -/ dmmmﬂ (25)

e, seguindo os mesmos passos do caso canonico, temos
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Podemos relacionar a fungao de Ursell, S, (7, 7), com a compressibilidade. Para isso, expandi-

Bsnn(ﬁ fl) = (27)
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mos (n(r)) em série de Taylor em trno de pu(7),
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onde (n(r)), é a densidade quando 64(r) = 0. A compressibilidade relaciona-se com a derivada
da densidade em relagao ao potencial quimico constante espacialmente. Se fizermos du espacial-

mente constante, entdo du(r) = dp é independente de 7. Temos entdo, relembrando a equagao
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Esse resultado é na verdade geral e podemos enuncia-lo na seguinte forma: a derivada da densi-
dade de uma grandeza extensiva em relacao ao seu campo conjugado estd relacionada a componente
de vetor de onda nulo das flutuagoes da densidade desse mesmo pardmetro.

Esse resultado tem extensoes de grande importancia. Voltaremos a isso mais tarde.

Vamos generalizar agora a energia livre de Helmholz para o caso do gas nao-homogéneo. Para

isso, fazemos uma transformacao generalizada de Legendre,

F(T,V, (n(r)) = o(T, V»M(W)Jr/d??(n(??»u(?*) (30)

e entao,
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que é a equacao de estado generalizada.
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Consideremos agora a expressdao ?? onde tinhamos expresso a pressdo como um minimo em
relagdo a n da funcao w(p, T,n) = f(T,n) — un, para um sistema em equilibrio. Sua generalizagao
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Fazendo u(7) = p, isto é, independente de 7, tmos
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