Part V

Termodinamica e Fisica Estatistica

O objetivo dessa revisao é enfatizar aspectos da termodinamica e da fisica estatistica que serao
utilizados amplamente no curso e focar na fun¢ao de correlagao densidade-densidade, C,,,, (7, ") e
na utilizacao da diferenciacao funcional. Esse capitulo serda baseado fortemente no capitulo 3 do
CL.

1 Termodinamica de fluidos homogéneos

Consideremos um fluido homogéneo isotropico. Assumimos que ele encontra-se confinado em um
volume V' a uma temperatura finita em equilibrio. Se ele esté isolado termicamente, a sua energia
interna E (energia cinética mais energia potencial) é constante. Se for¢as externas forem aplicadas

ao fluido, sua energia interna muda pelo valor

AE - Wea:t (1)

onde W, é o trabalho realizado pelas forcas externas no fluido. O trabalho é realizado
alterando-se o volume V . Como o fluido ocupa todo o volume, as paredes do compartimento
exercem forcas sobre o fluido. Essa forca pode ser expressa pela pressam p sobre a superficie at-
uando numa se¢ao infinitesimal de area d[f, pdff. A forca exercida pelas paredes no fluido é entao
—pdA',onde o sinal negativo vem do fato dessas forcas serem para dentro do volume, portanto
opostas ao vetor que define a secao infinitesimal de area. Logo, o trabalho realizado deslocando o

elemento de volume por uma distancia dr perpendicularmente ao elemento de area é

OWopr = —pdAdx = —pdV (2)

O trabalho total é a integral entre os volumes inicial e final.

1.1 Primeira lei da termodinamica

Se o fluido nao esté termicamente isolado, entao a energia interna pode variar por adicao de calor:

AE=Q-W (3)

Processos suficientemente lentos de forma que o equilibrio térmico possa ser mantido sao de-

nominados quasi-adiabdticos. Nesse caso, o calor adicionado é



dQ =TdS (4)

onde S = S(T,V). Para um ciclo fechado, onde Ty = T; ¢ Vy = V;, Sy = S; mas fif d(Q nao
é necessariamente nulo uma vez que a diferencial nesse caso nao é perfeita. Para processos quase

irreversiveis, temos a primeira lei da termodindmica,

dE = TdS — pdV (5)

Se permitimos que o niimero de particulas mude, temos entao

dE =TdS — pdV + pdN (6)

A descri¢ao termodinamica completa do fluido esta na funcao E(S,V, N) ou, se preferirmos,
S(E,V,N). Podemos obter entao,
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p, T e p sao forcas generalizadas (primeiras derivadas da energia). E,V, N sdo variaveis exten-
stvas, isto €, aumentam proporcionalmente ao tamanho do sistema. p, T, y sao variaveis intensivas,
permanecendo com o mesmo valor quando o sistema aumenta. Para cada varidvel extensiv existe
uma forga generalizada tal que a mudanca de energia interna é a forca generalizada vezes a variagao

na variavel extensiva. A variavel extensiva e sua forca generalizada sao varidveis conjugadas.

1.2 Segunda lei da termodinamica
Para um sistema isolado a entropia é maxima. Qualquer diminuicao nas restri¢oes do sistema
implica que

AS >0 (8)

Para um sistema isolado mas com uma membrana permeével para troca de energia, particulas

e podendo se deslocar, temos



AE, = —ARL, (9)
AV, = —AV, (10)
AN, = —AN, (11)

de onde temos que
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de onde temos que T} =15, p1 = pa € 11 = fo.

1.3 Terceira lei da termodinamica

Ou Teorema de Nernst, diz que a entropia de um sistema fisico tende a zero quando T — 0.
Para um sistema quantico, isso significa que o estado fundamental tem uma degenerescéncia que
nao ¢ infinita. Em termos praticos, temos que todas as derivadas da temperatura de grandezas
termodinamicas vao a zero pelo menos tao rapido quanto 7', em particular o calor especifico.
Sistemas frustados podem apresentar uma aparente quebra desse principio, tendo alta entropia a

baixas temperaturas.

1.4 Potenciais termodinamicos

As fun¢oe que contém toda a informagao sobre o sistema é definida como potencial termodindmico.
Esse foi o caso para a energia F(S,V, N) ou a entropia S(E,V, N). E (ou S) é uma fun¢ao natural
de grandezas extensivas. Eventualmente, é preferivel ter potenciais termodinamicos dependente
de uma ou mais variavel intensiva, quando o sistema estd em contato com um reservatorio. Por
reservatorio entendemos um sistema fisico em contato com o sistema de interesse onde o primeiro é
suficientemente grande para que 7', p ou x4 nao mude significativamente quando a energia, volume
ou particulas sao removidas. Nesse caso, 0s novos potenciais termodinamicos sao encontrados
fazendo uma transformada de Laplace.

A energia livre de helmholtz é obtida pela transformada

F=E-TS (13)

e é uma funcao natural de T, V, N. Verificamos isso da relacao



dF = dE-—TdS — SdT
— —8dT — pdV + pdN (14)

A energia livre de Gibbs é uma funcao natural de T, p, N, ou seja,

G=E-TS+pV=F+pV (15)

dG = -SdT' + Vdp + pdN (16)

A entalpia & uma funcao natural de S, p, N,

H=E+pV (17)

dH = TdS + Vdp + pudN (18)

e, finalmente, o grand-potencial é uma funcao de T,V u,

® = E-TS—uN=F —uN (19)
d® = —-SdT — pdV — Ndpu (20)
Da equacao de Euler,
E=TS —pV +uN (21)
temos
¢ =—pV (22)

Ainda, como todos os potenciais termodinadmicos possuem toda a informacao termodinamica
do sistema, podemos expressar as grandezas fisicas a partir de suas variaveis de dependéncia. Por

exemplo, para a entropia,

G _(OF\  __(9G\_ (99
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1.5 Critério de estabilidade

Vamos revisar agora qual a condicao de estabilidade de um sistema fisico, isto é, a temperaturas
finitas, qual a condicao na qual o sistema entra em equilibrio. Para isso, consideremos um fluido
em contato térmico e mecdnico com um reservatorio. O sistema fluido + reservatorio encontra-
se isolado, com volume constante. O reservatorio possui uma temperatura Ty e pressao pg. Em
equilibrio, a entropia ¢ méxima em relacao a qualquer mudanca de parametros que nao estao sob
alguma restricao fisica. Ou seja, se removermos qualquer restri¢ao no sistema fluido+reservatorio,
a entropia deve aumentar, ASr = AS + AS" > 0, onde AS e AS’ sao as variacoes de entropia
do fluido e do reservatorio, respectivamente. Pela primeira lei, a transferéncia de calor é igual ao
trabalho realizado pelo fluido mais a variacao de energia interna, Q) = AFE + poAV. A variacao de
entropia do reservatorio é AS’ = —Q /Ty, lembrando que a temperatura do reservatorio nao muda

no processo. Temos entao,

AE A
ASy = A5 — BETPAY -, (23)
T
de onde temos que
AE-TS+pV)<0 (24)

A inequacao 24 estabelece as condicoes para o equilibrio do sistema uma vez retirada algumas

restricoes do sistema:

e se o volume e a temperatura do fluido é fixa, temos um minimo para a energia livre de
Helmholtz,

AF <0 (25)
e se a pressao e a temperatura do fluido é fixa, temos um minimo para a energia livre de Gibbs,
AG <0 (26)

e condigoes semelhantes se tivermos outras variaveis termodinamicas (e suas for¢as generalizadas
conjugadas) no problema.
Uma vez que no equilibrio £E—T5S+poV é um minimo, seus desvios do equilibrio termodinamico

serao positivos. Logo,

§E — TydS + podV > 0 (27)



onde o fluido foi mantido em contato com o reservatorio a pressao, pg, e temperatura, Tg,
constantes.
Podemos fazer uma expansao em série d 0E(0.S,6V) lembrando que os termos de primeira
ordem desaparecem no equilibrio. Temos entao, até segunda ordem em 05 e oV,
10°FE O’E 10°FE
———(6S 056V + ———=(0V)* >0 28
2852< e+ oSV 20\/2( )2 (28)

Essa equacao ¢ satisfeita se

% = <g—§) >0 (29)
% - (3";) >0 (30)
o~ () = ~[(3), (—5) ~(v). (%),
(Op/OV )y
~(0S/0T)y 3!

de onde temos que o calor especifico a volume constante e as compressibilidades isotérmica e

isentropica sao nao-negativas:
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KT V(@p)T_O (32)
Temos ainda,
B a5\ [(0V/0T),)?
C’pT(aT)pCV—l—T Vi (33)

ou seja, C, > Cy > 0. Os calores especificos sao extensivos. Podemos trabalhar com grandezas

intensivas, calculando-as por volume ou por particula ou por massa:



G o= Lo (34)

1.6 Funcoes homogéneas

Chamamos de funcoes homogéneas de grau k as funcoes que satisfazem

fla) = V" f(b) (35)

O grau de homogeneidade introduz restrigoes nos potenciais termodinadmicos. A energia interna
¢ uma fungao homogénea de grau -1. Por exemplo, E = Y (S,V,N) e, se todas as variaveis
extensivas S, V, N aumentam por um fator b, entdo a energia interna também aumenta mas a

funcao Y permanece a mesma. Ou seja,

bE =Y (bS,bV,bN) (36)

Se, em particular, fizermos b = V!, temos

E =Ve(s,n) (37)
onde

FE
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Da mesma forma, as densidades de energia livre se escrevem

finr) = DETN)
9, T) = —G(T}\?’N)
o = TELD (39)

As forcas generalizadas identificam-se diretamente com as densidades de energia livre,



<g—]€)m = gp.T)=pn

Observe-se que a densidade de energia interna ¢ funcao apenas das densidades de entropia
e de particulas, isto ¢, da densidade de grandezas extensivas, enquanto que a pressao, grandeza

intensiva, é funcao apenas de grandezas intensivas. Podemos escrever entao,

de = Tds+ pdn
dp = ndp+ sdT (41)

Esses resultados tém consequéncias na analise do sistema fisico. Podemos, por exemplo, analisar
o sistema separando uma parte do sistema de uma outra, reservatorio, por uma divisao imaginaria.

Podemos tambem reescrever a compressibilidade isotérmica na forma

(), D), R, e

Essa equacao sera 1til na discussao das susceptibilidades generalizadas.

1.7 Equacoes de estado

A relacao entre as forcas generalizadas e os parametros extensivos é feita através de equacoes de

estado. Por exemplo,

p(TV.N) = - (g—i)m (13)

Como p é uma varidvel intensiva, ela s6 pode ser funcao das densidades, ou seja,

p(T,V,N)=p(T,bV,bN) = p(T,n) (44)

onde fizemos b = V1. Da mesma forma,

Vamos analisar a equacao de estado para um fluido tpipico. A figura mostra a equacao de



estado nesse caso. Temos um tnico valor dep para cada valor de n, para T fixo. A medida que
a temperatura baixa, podemos ter dois valores da densidade para a mesma pressao. Essa regiao
indica a coexisténcia de duas fases, liquida e gasosa, na mesma pressao, temperatura e potencial
quimico. Na figura mostramos os diagrams de fase p x V' para um liquido tipico novamente e
também para dos sistemas quanticos, He® e He*, observando o detalhe ampliado para o He3. As
fases liquida e gasosa coexistem até terminar em um ponto critico, acima do qual apenas um valor
da densidade é possivel para uma dada pressao. Para os sistemas quanticos, a altas pressoes, tanto
o He3quanto o He? se solidificam A baixas pressoes, no entanto, a energia de ponto zero impedem
a solidificacao. O He* é um boson e forma uma fase superfluida abaixo de 4 K. O He3 também tem
fases superfluidas, por mecanismo similar ao da supercondutividade (formando pares uma vez que
individualmente sdo férmions). Essa fase, no entanto, s6 vai surgir a temperaturas muito baixas,

da ordem do milikelvin, como mostra a figura ampliada.
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Figure 1: Pressao em funcao da densidade para diferentes temperaturas para um fluido tipico.
Extraido de CL.
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Figure 2: Diagramas de fase pressao-temperatura para (a) fluido classico como o argonio, (b) He?
e (c) He®. As linhas duplas representam transicoes abruptas ou de primeira ordem e as linhas
simples transi¢oes continuas ou de segunda ordem (Extraido de CL). Abaixo os mesmos diagramas
de fase em escala logaritimica para a temperatura, evidenciando a transicao de fase superfluida
para o He® (Encyclopaedia Britannica, Inc).
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Observando as equacoes 40 e 45 vemos que podemos escrever o negativo da pressao como um

minimo em relagao a n da funcdo w(u, T, n) = f(T,n) — un,

—p(u, T) = [f(T7 n) - ﬂn]minn = w(:ua T> n)|mmn (46)

Utilizaremos esse resultado quando discutiremos as transicoes de fases nesses sistemas.

2 Fisica Estatistica: espaco de fase, ensembles e matriz den-
sidade

A termodindmica baseia-se em varidaveis macroscopicas e é construida empiricamente pelas ob-
servacoes experimentais. Nao ha nenhuma necessidade de conhecimento microscépico. A fisica
estatistica estabelece a conexao entre a termodinamica macroscopica e a descricao microscopica
do sistema, estabelecendo bases solidas para a termodinamica. A fisica estatistica baseia-se na
probabilidade do sistema encontrar-se em um dos estados. A construcao dessas probabilidades e
os diversos ensembles constituem-se em uma das bases formais da fisica estatistica.

Consideremos um sistema fisico descrito classicamente. Ele consiste em N particulas deslocando-
se no espago tridimencional e tem sua dinamica especificada pela posicao e momento das N particu-
las. Ou seja, o sistema evolui no tempo no espaco de dimensoes 6N formado pelo conjunto 7;(t)
e p;(t) onde i = 1,..., N. Esse é o espaco de fase. A evolucdo do sistema no espaco de fase se da
pelas leis de Newton. Em principio, se conhecemos as condi¢oes do sistema em um tempo £, temos
conhecimento completo em qualquer tempo posterior ¢t por meio do hamiltoniano do sistema. Na
pratica, no entanto, é impossivel calcular a evolugao detalhada das N(~ 10?3) particulas e temos
de recorrer a medias estatisticas.

Consideremos agora o caso de um fluido isolado. Nessa situacao, a energia interna F é fixa.
Na auséncia de forcas externas, e sem conhecimento sobre o sistema, nao h& porque priorizar
um determinado ponto do espago de fase (ou microestado). Nesse caso, todos os microestados
a energia fixa sao igualmente provaveis. Esse é o ensemble microcandnico e a probabilidade do

sistema encontrar-se em um certo estado é

o[E —H(™, pV, V)]

Pmicro _'Na ) =

(47)

onde w(FE, V) é a densidade de estados escolhida de forma que a soma de todas as probabilidades

seja unitaria:

1 LN - N
w(E,V) = W/dNTde(S[E - H(TN7PN7 V)] (48)

11



Vamos escrever

1
Tr= e / dVrdVp (49)
e podemos reescrever na forma

W(E, V) =Tré[E — H#, 7V, V)] (50)

A entropia do sistema em equilibrio é o logaritimo do nimero de configuracoes possiveis na

energia I/,

S = In[w(E, V)AE] (51)

Consideremos agora o sistema descrito quanticamente. Se o sistema encontra-se em um dos
microestados descrito pela fungio de onde W% (7), sabemos que o resultado de um grande niimero
de medidas de uma grandeza fisica representada por um operador f é o valor esperado <\I!§E| f |\1135>

No entanto, o nosso desconhecimento do sistema é maior que esse. Nao sabemos em qual
microestado o sistema se encontra. Vamos entao associar uma probabilidade p; de que ele se
encontra no microestado descrito pela fungao de onda Wi (7). O valor esperado estatistico é

entao

(7). = pe(wilfivy) (52)

No entanto, na mecanica quantica, hd grandezas mensuraveis que dependem do elemento de

matriz <\If§5|f|\IJ’?E>, fora da diagonal. Logo, temos de estender a média estatistica para

(£) =D pa(wiliiws) (5)

Vamos escrever a func¢ao de onda do sistema no microestado ¢ em termos de uma base completa
de estados ¢y:

Vi, =) ajdn (54)
k
Partindo da equagao 52 e rearranjando os termos e escrevendo
Prke = Z Pz’@i/@i;
i
podemos mostrar que

12



(7). =D {ovlaflow) = (o)) (53)

k/

onde p foi definido pela equacgao

Pk = (Ow | p| D) (56)

que é o operador densidade. A equacao 55 é o equivalente quantico da média estatistica sobre
o ensemble microcanonico na descricao cléssica. O operador densidade desempenha o papel na
descricao quantica da densidade no espaco de fase na descricao classica. O operador densidade

pode ser escrito em uma, base arbitraria na forma

p=_low > prr < ol (57)

k'

onde os elementos de matriz pg = (Pr|p|dr) sdo as probabilidades do sistema se encontrar em
um dos estados k e os elementos fora da diagonal pyr = (dr|p|ér) ddo a probabilidade do sistema
realizar a transi¢do expontanea do estado |¢y > para o estado |¢g >.

Vamos estabelecer algumas propriedades da matriz densidade, sem demonstrar. Para uma

revisao mais detalhada, ver a ref. 4, na qual essas notas estao baseadas.

o= p
Tep = 1
p° = p (se a matriz densidade representa um estado puro) (58)

A equacao de movimento da matriz densidade é a equacao de von Neumanmn:

d .
e = [ , ] 59
ihp={H.p (59)
Para sistemas estacionarios, temos
T [H ] 0 (60)
T1N— = =
dtp 7p

Vamos agora escrever a estatistica quantica em termos da matriz densidade. Comecamos pelo

ensemble microcandnico. Nesse caso, utilizamos a base de autoestados de energia,

H|pn >= B¢y >
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e a matriz densidade é diagonal,

No ensamble microcanonico,

1

= 0 ,qualquer outro caso

Q(E,V,N) é o numero de estados no intervalo de energia considerao. O operador densidade se

escreve na forma

No ensemble candnico escrevemos

L {—57%}
e [

onde a funcao exponencial do operador deve ser interpretada (sempre!) como uma expansao

em série de Taylor:

T [exp (=0} ] = 30 (onloxp (=52 1on)

n

= > (¢n| exp(—BE,)|¢n)

= Zexp(—ﬁEn) = Z(T,V.N)

A média estatistica de um observavel representado pelo operador f se escreve agora na forma

14



Para o ensemble gran-canonico, temos

o {—ﬁ(ﬁ - MN)}
CTr [exp {—6(7:[ — ,uN)H

ﬁgc
onde a funcao de particao é

Z(T,p, V) ="Tr [exp {—5(7:[ - ,LLN)H

Nesse ensemble, como sabemos, é mais pratico expressarmos a fisica estatistica quantica. Pode-
mos aqui escrever no espaco de Fock, utilizando os operadores de criacao e aniquilacao.

A energia média do hamiltoniano se escreve

(B), = (1) =Tr (p.H)

onde o sub-indice e refere-se a qualquer ensemble.

Podemos calcular as flutuagoes da energia em qualquer ensemble. Por exemplo, para o ensemble

canonico,
107 OlnZ
E) =——— =—
(E). Z@ﬁ’N’V 5 A%
e7
1 oo 10%7
2\ _ L —BH42) _
(B%), = T (e 7922) AL

de onde temos

N o 2_82an_ 0(E),
<<5E) >c:<E >c_<E>C_ 032 - Bk

De forma similar, utilizando o ensemble gran-canonico,

(v, -y = O O

(6N)),. = B2 9(Bu)
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onde utilizamos o fato que o operador N comuta com o hamiltoniano, [7:[, N } = 0 para poder

escrever

o~ BA=uN) _ =B +BuN

Situacoes onde a comutacao nao ocorrem devem ser tratados com muito cuidado.

Os potenciais termodinamicos relacionam-se com as funcoes de particao,

F(T,N,V)=-TZ(T,V)

ST, p,V)==-TZ(T,u,V)
O calor especifico a volume constante e a compressibilidade isotérmica se escrevem como

PF19°mz  (0B)), -

Cv = _T@T2 72 92 T2
ON)?
o 128(n):K<( )2>QCZO
(n)> op T (N),,

Note que a positividade de Cy e k7 aparecem como uma condicao de equilibrio termodinamico e

na fisica estatistica como resultado da positividade da variancia das variaveis aleatorias.
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