Part VI

Quebra de Simetria, Ordem, Simetria e

Modelos

No capitulo anterior revisamos a termodinamica e a fisica estatistica tendo como paradigma o flu-
ido isotropico homogéneo. Consideramos a nao-homogeneidade quando da aplicagao de uma forga
externa dependente espacialmente mas ainda para um fluido nao-interagente. No capitulo 2 dis-
cutimos varias estruturas de sistemas ordenados onde o aparecimento de um parametro de ordem
foi discutido. Aqui vamos correlacionar essas duas caracteristicas, isto é, discutirmos formalmente
a quebra de simetria e o aparecimento do parametro de ordem. Para isso, vamos introduzir a
nova variavel - parametro de ordem - na nossa termodinamica e fisica estatistica. Vamos também
discutir os diversos modelos que permitem uma ampla generalizacao da analise dos sistemas con-
densados obtidos a partir da quebra de simetria. Vamos nos limitar ao caso das fases condensadas
obtidas quando ocorre quebrar de simetria. Para isso, vamos iniciar a nossa discussao com uma
apresentacao superficial e geral sobre simetrias mas com alguns elementos que nos serao fteis,
seguido de uma discussao sobre quebra de simetria e parametro de ordem. Voltaremos a discussao
sobre simetrias e finalmente uma apresentacao basica dos modelos nos quais podemos discutir essas

fases.

1 Quebra de Simetria e Parametro de Ordem

Um sistema fisico, ou, equivalentemente, suas propriedades dinamicas, é descrito pelo hamiltoniano
H, o qual é invariante sob as transformacoes do seu grupo de simetria G. Consideramos no capitulo
anterior o exemplo de um fluido isotropico homogéneo. O seu grupo de simetria é o grupo F(3) onde
3 refere-se a dimensionalidade do sistema fisico e é composto por todas as translagoes, rotacoes e

reflexdes. A transicao de um gés para um liquido nao apresenta quebra de simetria. Normalmente,



para associarmos com a teoria de Landau, introduzimos um parametro de ordem que é a diferenca
entre as densidades das duas fases: pjg — pgas- A figura 1 apresenta um diagrama de fase p — T'

para o gas-liquido.

Order Parameter
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Figure 1: Diagrama de fase p — T para a transicao gas-liquido. Extraido de DG.

Quando temos uma quebra de simetria e o aparecimento de uma nova ordem que exige um
parametro de ordem para sua descri¢ao, é necessario introduzirmos uma nova variavel que repre-
senta a quebra de simetria na termodinamica e na fisica estatistica. Essa nova varidvel nao existe
na fase desordenada. Para facilitarmos a analise, vamos antes discutir um exemplo de sistema
fisico que apresenta quebra de simetria quando ocorre a transicao de fase.

O caso mais simples para discutirmos e é o exemplo do CL é a ordem magnética. Vamos
analisar as modificagoes necessérias em relacao ao que discutimos até agora para esse caso, antes
de discutirmos os aspectos gerais de parametro de ordem e simetrias. Consideremos um gas ideal

no qual cada particula apossui um spin 5, e tem um momento magnético associado psS,. Vamos



considerar inicialmente que nao temos nenhuma interagao entre os spins. Ou seja, vamos desprezar
a interacao dipolo-dipolo que, como ja discutimos, é muito fraca. Nesse caso, nao ha nenhuma
magnetizacdo na auséncia de campos externos. Quando aplicamos um campo magnético H, o gas

apresenta um momento magnético proporcional ao niimero total de particulas,

M= () 155, (1)
(03
O sistema nesse caso é paramagnético. A magnetizacao M é uma varidvel extensiva. A sua

densidade volumétrica é a magnetizagao intensiva, (m(r)),

(7)) = (3 115ad (7 — 7 2)

—

Vemos que 7i(7) é um operador similar ao operador densidade. A particula o contribui com
a densidade de magnetizagao apenas na posi¢ao do spin (atomo), 7,. A magnetizacao total é a
integral em 7 sobre a contribuicao de todas as particulas, da mesma forma que o namero total de
particulas era a integral na posicao da densidade. No caso em que a magnetizacao é uniforme,
temos

(mi(r)) = (3)

Nesse caso, temos que incluir a densidade de magnetizagao na nossa descricao termodinamica e
estatistica, juntamente com o campo externo, que forma o par de variaveis conjugadas. A simetria
do gas, com os spins completamente aleatorios, foi quebrada pela presenca de um campo magnético
externo. Nesse caso, o hamiltoniano foi modificado e teve sua simetria reduzida.

Vamos considerar o caso em que ha uma interacao entre os spins. O modelo que utilizaremos

foi discutido anteriormente e ¢ o modelo de Heisenberg,



Para melhor descrever essa situacao, consideramos que os atomos encontram-se em uma fase
cristalina e que cada ponto da rede de Bravais possui um &tomo com um spin nao-nulo de valor
So. Vamos desprezar os efeitos relacionados a fase cristalina e nos concentrarmos apenas nos spins.
Como a interagao do hamiltoniano de Heisenberg tem origem na interagao de troca, essa é de curto
alcance e podemos limitar a interagao apenas entre os primeiros vizinhos, que é o que indica a
somatoria da equacao 4. Essa aproximacao é justificivel tendo em vista a diferenca de energia
por atomo entre a energia da formagao do cristal (ligagdo quimica) e a energia de interagao entre
os spins. Nesse caso, o sistema a altas temperaturas (relativamente a interagao entre os spins)
o sistema de spins encontra-se completamente desordenado e a magnetizagao aparece apenas na
presenca de um campo magnético externo, como no caso nao-interagente. O sistema encontra-se
na fase paramagnética. A medida que a temperatura diminui, a interagdo comeca a dominar em
relacao ao termo entrépico e o sistema busca o equilibrio minimizando a energia livre de Helmholtz,
F=F—T§S. Quando a interacao domina sobre a temperatura, aparece uma fase ordenada, com
uma magnetizacdo nao nula mesmo na auséncia de campo magnético externo. KEssa e a fase
ferromagnéticae (assumindo que J > 0). Temos entdo uma meédia nao nula para o spin em cada
sitio cristalino, isto é, (3) = <§f>> independente do sitio, ou seja,

() = o (5 )

onde vy é o volume da célula unitaria. Podemos identificar a magnetizacao (ni) como o
pardmetro de ordem da nova fase ferromagnética. A figura 2 ilustra as duas fases, paramagnética

e ferromagnética.
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Figure 2: (a) Fase paramagnética do modelo de Heisenberg, com magnetizagdo media nula e (b)
fase ferromagnética do mesmo modelo a uma temperatura finita. Extraido de CL.

O hamiltoniano de Heisenberg é invariante para qualquer translacao global, isto é, de todos os
spins. Logo, nao h& uma direcao de preferéncia para a magnetizacao no estado ferromagnético.
Note que nao hé invariancia para uma rotacao qualquer dos spins individualmente. Para descrever-
mos a fisica estatistica do sistema, vamos introduzir um campo externo H , da mesma forma que
fizemos para o liquido nao-homogéneo. Podemos depois fazer H — 0. Nesse caso temos que

adicionar ao hamiltoniano de Heisenberg um termo de origem na interacao externa que ¢

Hext = _Zlusgoa ﬁ(Fa) = _Zﬂsﬁl_" ﬁ(F)

U

- —/dFH(f‘) - 1(7) (6)

onde H; = Hpeis + Hest € 0 hamiltoniano total nesse caso.

Seguindo os mesmo passos, temos para a funcao de particao,

2T, N, (7)) = Tx [exp {—B[HM - [awme. m(f)}] (7

A magnetizacao em equilibrio termodinamico é



(W(T, H(7)) = lim 2T Nl,ﬁ(f‘))Tr [exp{—ﬁ[HHeis —/dFH(F) ﬂ(F)H

= lim (i (T, H(7)) 8
N—o0 N( ’ ( ) ( )
No limite termodinamico a magnetizacao vai alinhar-se com o campo externo mesmo que esse

seja infinitesimalmente pequeno. Podemos obter entdo uma magnetizacao nao-nula no limite H —

0 se este ¢ tomado apds o limite termodinamico:

(A(T)) = lim_lim (s (T, H) (9)

H—0 N—o0

onde a dependéncia espacial foi suprimida porque assumimos H como sendo espacialmente
uniforme.

A figura 3 resume o resultado mostrando o diagrama de fase (a) no plano |[(m)| — T e (b) no
plano H-T para o modelo de Heisenberg. Consideramos um campo aplicado na diregao H = He.
Para uma temperatura abaixo da temperatura critica 7T, aparece uma magnetizacao expontanea
(eq. 9). Essa magnetizacao estard paralela a é para H — 07 e antiparalela se H — 0~. Para
H = 0 temos uma linha de coexisténcia que ¢ similar a do gas-liquido. Nessa regiao todas as
dire¢oes de (m) sao equivalentes energeticamente. A linha de coexisténcia termina em 7" = T, e
H = 0. Como nio ha nenhuma direcao de preferéncia na linha de coexisténcia, a média sobre todas
as direcoes possiveis nos leva a (m) = 0. A magnitude da magnetiz¢ao |(m)|ou equivalentemente,
(m)? = (m) - (M) tem o mesmo valor se fizermos a media sobre todas as direcdes possiveis. Essa é

uma caracterizacao alternativa (parametro de ordem) para a existéncia de ordem ferromagnética.
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Figure 3: (a) Magnetiza¢ao em func¢ao da temperatura para o modelo de Heisenberg. (b) Diagrama
de fase do ferromagneto de Heisenberg no plano H — 7. A linha H = 0, T < T, é a linha
de coexisténcia onde a magnetizagdo (m) é energeticamente equivalente em qualquer diregio.
Extraido de CL.

A magnetizacao na ordem ferromagnética representa uma correlacao espacial ou ordem de longo
alcance. J4 na fase paramagnética, devemos esperar uma correlacao de curto alcance, com os spins
a uma certa distancia nao “enxergando” os demais spins. Vamos introduzir a correlagao espacial

por meio da funcdao de correlagcao spin-spin,

Conn (7, 7) = ((F) - 7(7)) (10)

No caso paramagnético, Cy,,,, (7, 7") decai exponencialmente com |7 — 7’| enquanto que na fase
ferromagnética, no mesmo limite ela tende a <m>2da mesma forma que para o liquido tendia a
(n)”.

A funcgdo de particdo tem uma dependéncia explicita com o ntimero de particulas mas nao
em relagdo ao volume. Como assumimos que as ligacoes cristalinas nao se alteram, o volume
permanece constante e nao faz parte das variaveis termodinamicas nesse caso. Eventuais dilatagoes
do cristal, no entanto, alteram o valor de J e nao podem ser ignoradas. Nao consideramos essa
situacao aqui. Vamos generalizar a funcao de parti¢ao para o ensemble gran-canonico, dependente
de T,V, u(7), H(7). Vamos assumir agora que N é fixo e vamos trabalhar na extensdo da fun¢ao
de particao gran-canonica, com o potencial quimico variavel com a posigao sendo substituido por

H (7). Generalizando a discussao anterior, temos entdo um potencial termodindmico magnético,



¢ |T,H(7)| = —kpT Z [T, H(7)| (11)

e a magnetizagao

1 62 8¢
(mi(F)) = ZHILE S (12)

onde 7 refere-se a componente cartesiana dos vetores. A energia livre ¢ tem a relacao termod-

inamica diferencial

dp = —SdT — /dﬂm(m SH() (13)

Podemos também generalizar a resposta do sistema equivalente a compressibilidade, isto é, a

susceptibilidade generalizada, medindo (m;) como resposta a um campo externo em 7

0 (mi(r))

SH,(7) 14

X (7, 7') =

Ainda, para sistemas classicos, a funcao de correlacdo do parametro de ordem ¢é a derivada de

(m;) em relacao a SH;(7),

= (0m;()om;("))
5 () L
BOH, () = kgTxi; (7, 7") (15)

que é equivalente a fungao de Ursell para o fluido. De forma analoga, temos,

_ 0 {my)
X9 "o,

= lim 56.,(7) (16)

A equacdo 15 é valida somente classicamente enquanto que a equacao 16 é valida também



quanticamente. Esse resultado, novamente, ¢ de grande importancia, e estabelece a resposta de
um sistema a um potencial externo em termos apenas de suas flutuacoes em equilibrio. Essa é

uma versao do teorema flutuacao-dissipacdo, que discutiremos mais adiante.

Muitas vezes preferimos expressar as grandezas termodinamicas em funcao do parametro de

ordem e nao do campo externo. Nesse caso, temos que fazer uma transformada de Legendre em

o(T, H (7)),

FIT, (m(r) = ¢[T’, H(r)] +/dFH(f) - (7)) (17)

A equacao de estado para o sistema magnético é

oF

Se (m(7)) é uniforme e igual a (m), a energia livre pode ser escrita como uma integral de

volume da densidade de energia livre,

_ 1, (20)

Finalmente temos uma expressao matemética para o aparecimento do parametro de ordem. Se
o campo externo é nulo, o estado de equilibrio é aquele que minimiza f. Se ha solucoes para a
equacao 20 para H = 0 com valor nio nulo para (m), hd uma quebra expontanea de simetria e o
aparecimento do parametro de ordem se o estado de energia livre com valor nao nulo de () for
menor do que para (m) = 0.

Finalmente podemos obter a funcao de correlacao da magnetizacao a partir da diferenciacao

de ¢ em relagdo a SH;(7). O seu inverso pode ser obtido diferenciando F' em relagdo a (m;(7)).



Para isso, vamos calcular

= 5,007~ 7)

_ /dﬁ/(;(mz‘(ﬁ O Hy(7")
GHy () & (my;(17))

onde a soma sobre indices repetidos esta implicita.

Definindo o inverso da susceptibilidade pela expressao

e entao,

SH,(7) 32 F

X (7) = S0 @ = 5 im0 8 (7))

(21)

(22)

(23)

Finalmente, na Tabela 1 comparamos as relacoes entre os fluidos e os sistemas com parametro

de ordem, no caso, a ordem magnética.
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Grand partition

Magnetic partition

E[T,V,px)] =
TPl —f #xuiximo]

7

H

*ﬂf[T: I]{K)] =T IHE[T, v, _U.[K}]
{n(x)) = =6 [u(x)] /O p(x)

Snn(X, xi} = (5?’!{1}5?’.‘(1’)}

BSu(x,X') = 6 (n(x))/ou(x")

ZN [T:- h(X)] =
Tre V- [ #xhixymio)

h

m

[T, h(x)] = —T InZy[T,h(x)]
(my(x)) = —0.¢ /ohi(x)

Gij(x,X) = (dm;(x)om;(X'))

BGij(x,x') = 6{my(x))/oh;(X')

(n)/Ou = (n) r }

{ xij = 0{m;)/Oh;
= fSmi{q=0)

= limq—r[! ﬁGij{q]

F[T,V,(n{x))] = #[T.V,ux)]
+ [ d'xp(x)(n(x))

OF /8{n(x)) = p(x) «—

FI[T,{m(x);] = &[T, h(x)]
H + [ d*xh(x) - {m(x))

6F /6{mi(x)) = hi(x)

Table 1: Comparacao entre as grandezas estatisticas dos fluidos e dos sistemas magnéticos. Ex-
traido de CL.

2 Simetrias

Vamos discutir aqui alguns elementos basicos de simetria que precisamos para o curso. As pro-
priedades dinamicas e de spin do sistema sao determinadas pelo hamiltoniano. A simetria dessas
propriedades esté associada as transformacoes de simetria que mantém invariante o hamiltoniano.

Essas transformacoes podem formar um conjunto fechado constituindo um grupo de simetria. O

11



caso mais simples que j& discutimos foi o grupo de simetria Euclidiano, o qual se aplica no caso
dos fluidos. O outro exemplo que consideramos, o hamiltoniano de Heisenberg, ¢ invariante paa
translagoes no tempo, reversao temporal e para rotagoes simultaneas de todos os spins para qual-
quer eixo e qualquer angulo. Formalmente, o que significa a invariancia do Hamiltonianno? Vamos
chamar de G o grupo de simetria do Hamiltoniano. Se g é um elemento do grupo, a invariancia

pela transformacao g nos diz que

g Hg=H (24)

Para altas temperaturas, quando a entropia domina, a fase de equilibrio, ou seja, o estado do
sistema em equilibrio, ¢ em geral invariante para as operacgoes de simetria do mesmo grupo do
Hamitoniano. Isso significa que as médias termodinamicas e das funcoe de correlacao que nao
sao nulas sao aquelas que estao relacionadas com operadores que nao sao afetados pelas operagoes
do grupo G. No caso do hamiltoniano de Heisenberg, a altas temperaturas, quando o sistema

encontra-se na fase paramagnética, temos

(@) = 0
Conny (7.7) = 50Con (7= 7) 29

Podemos dizer que o sistema estd em uma fase onde todos os microestados sao igualmente
acessiveis e a fase do sistema é determinada pela sua energia livre.

Podemos alterar essa situacao modificando as condi¢oes macroscopicas do sistema, como por
exemplo aumentando a pressao, diminuindo a temperatura ou aplicando um campo externo. Nesse
ultimo caso, como analisamos no caso do gas paramagnético, a simetria do Hamiltoniano é que-
brada, e o novo Hamiltoniano possui uma simetria reduzida. O estado de equilibrio vai necessari-
amente refletir o novo Hamiltoniano e apresentar uma ordem induzida pela quebra de simetria ou

pelo campo externo. Esse foi o caso do campo magnético no gas paramagnético que fez aparecer

12



a magneticacao, o parametro de ordem da nova fase. A simetria pode ser quebrada também de
forma mais fundamental nos outros dois casos citados, diminuindo a temperatura ou aumentando a
pressao. Nesse caso, a simetria do Hamiltoniano permance a mesma. Para temperaturas abaixo da
temperatura de Curie, no ferromagneto, o sistema - no caso, em geral e no exemplo que discutimos,
um soélido cristalino - o sistema apresenta uma magnetizacao mesmo a campo magnético externo
nulo, apresentando uma direcao preferencial e quebrando a simetria da fase anterior, paramag-
nética. Essencialmente, as fases ordenadas, como nesse caso, sao caracterizadas pelo aparecimento
de médias termodinamicas (¢,) de operadores qBa que nao sao tnvariantes sob transformacoes de G.
Os valores médios ou os operadores (as duas op¢oes podem aparecer) sdo os parametros de ordem.
No nosso exemplo, o parametro de ordem é a magnetizagao (ni) a qual mantém a invariancia para
rotagoes quaisquer em torno do eixo paralelo a ela mesma mas nao é invariante para rotagoes
em torno de qualquer eixo perpendicular a si mesmo. A fase ordenada, portanto, possui médias
de operador e suas fungoes de correlacdo que sao invariantes apenas para um subgrupo H de G,
embora o hamiltoniano permaneca invariante para o grupo completo G. A fase ordenada quebra
a simetria do Hamiltoiano, sendo denominada fase com quebra de simetria. Em linguagem sim-
bélica, dizemos que se |G > é o estado fundamental do sistema na fase ordenada, h um elemento
de H (subgrupo de G, ou seja H C G), entdo h|G >= |G >. Mas se g é um elemento de G mas
g ¢ H, entdo g|G ># |G >.

Uma descricao completa da fase ordenada necessita conhecer como os parametros de ordem
(o) transformam-se sob o grupo G. Novamente, considerando o nosso exemplo do ferromagneto
o grupo G é o grupo de rotacoes. Podemos associar a cada rotagao g € G uma matriz 3x3 U;;(g)
tal que (m;) — Ui;(g) (m;). O parametro de ordem () transforma-se sob uma representagao
tridimensional do grupo de rotacao. No caso geral, os parametros de ordem (¢,), a = 1,....,n
transforma-se sob a representacao de dimensao-n do grupo G, ou seja, para cada g € G ha uma
matriz Ty(g) tal que () — Tuw(g) (dp). Qualquer conjunto de parametros de ordem que se
transformam sob uma representacao de G pode ser decomposto em subconjuntos disjuntos (sem

intersecgdo) que nao se misturam sob operagoes de G. Cada um desses conjuntos consiste de kj
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elementos de <¢£> que se transforma entre si sob uma representacao irredutivel de G de dimensao
kr.

Vamos examinar sob outro angulo as operacgoes do grupo G na fase ordenada. Como a fase or-
denada quebra a simetria, temos dois ou mais minimos equivalentes da energia livre representando
fases que podem coexistir em equilibrio. Ou seja, o estado fundamental do sistema é degenerado.
Cada fase caracteriza-se por um valor particular do parametro de ordem. As transformacoes do
parametro de ordem pelos elementos de G representam uma transformacao entre as diferentes fases
de equilibrio equivalentes. Ou, elas levam um estado degenerado a outro. Consideremos o caso do
ferromagneto. A ordem ferromagnética pode ser realizada com M (ou o valor médio do parametro
de ordem, (m)) apontando em qualquer dire¢do. Devido a simetria rotacional do hamiltoniano,
qualquer uma dessas dire¢oes (mas ndo em modulo) de M possui a mesma energia livre e portanto
é degenerada. Uma rotacao do sistema leva uma direcao de magnetizacao a uma outra. No en-
tanto, o verdadeiro estado fundamental é apenas um desses estados, quebrando a simetria original.
Dizemos entao que o sistema teve uma quebra expontinea de simetria.

O esquema para nosso estudo esta praticamente pronto. Considerando um estado (fase) con-
densado, temos que identificar os parametros de ordem ¢,. A termodinamica e a fisica estatistica
pode ser desenvolvida de forma analoga ao exemplo que consideramos (ferromagneto). Para isso,

introduzimos os campos h,(7) que sao conjugados a ¢,(7) introduzindo um hamiltoniano externo

Heazt = _/df'ha("?)¢a(7?)

e definir a fungao de particdo Z[T, h,(7)] e o potencial associado ® = —kgT' In Z[T, h,(7)]. A

transformada de Legendre permite obter a energia livre F[T, (¢,(7))].

A teoria de Landau para as transicoes de fase enfatiza a existéncia de um parametro de or-
dem macroscopico ®, o qual mede a fase ordenada abaixo de uma temperatura 7. Essa variavel
termodinamica ¢ uma meédia no ensemble de varidveis microscopicas ¢,. Essas sao funcoes das

coordenadas do espago-tempo de tal maneira que sua distribuicao no espacgo e variacao no tempo
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é fundamental para a média das variaveis. Na fase desordenada, acima de T,., essas varidveis
encontram-se em movimento aleatério e a média (@,;), desaparece em cada ponto da rede e é
independente do sitio 7. Abaixo de T, elas sao correlacionadas e em movimento lento e a fase
ordenada domina sua distribuicao espacial. A simetria do sistema s6 é quebrada quando ®, for
nao nulo mas, tao pequena quanto ela seja, ela reduz a simetria do sistema. A quebra de simetria
sempre é abrupta. A simetria (ou sua quebra) esta 14 ou nao esté.

Ha, no entanto, diferentes maneiras como a simetria é quebrada e isso define a ordem da
transicao. Em geral, classificamos em dois tipos de transicao de fase:

1) A transicao de fase de primeira ordem ou transi¢ao de fase abrupta é quando o parametro
de ordem aparece de forma descontinua abaixo da temperatura de transicao 7.. Os dois grupos
de simetria, na fase mais simétrica e na fase mais ordenada, podem ou nao ter uma relacao grupo-
subgrupo.

2) A transi¢ao de sequnda ordem ou transi¢ao de fase continua é quando o parametro de ordem
aparece gradualmente. As simetrias das duas fases sdo relacionadas e o grupo de simetria da fase
mais ordenada deve ser um subgrupo da fase mais simétrica.

Vamos exemplificar isso com o caso de sistemas ferroelétricos, o BaTiOs. A figura mostra
a transicao de primeira ordem desse material, com a polarizacao indo de zero a um valor finito
descontinuamente na temperatura de transicao. O BaT'iO3 tem uma rede ctibica com uma célula
unitaria composta por atomos de bario nos vértices, atoms de titanio no centro e 4&tomos de oxigénio
no centro das faces. Quando a temperatura diminui abaixo de T, os atomos de titanio e oxigénio
movimentam-se em relacao aos atomos de bario, paralelos aos lados do cubo. A simetria muda,
tornando-se tetragonal em vez de cibica. Com isso, a polarizacao elétrica - o parametro de ordem
- salta de zero para um valor finito a 7, = 120°C". A figura mostra uma transicao de fase de
segunda ordem para o SrTi0O3 a T, = 110°C. A mudanca de simetria estrutural muda de ctbica
para tetragonal por uma inclinacao do oxigénio vizinho octaédrico. O angulo de inclinacao é o

parametro de ordem o qual cresce gradualmente a partir de zero.
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Figure 4: Transi¢ao de primeira ordem para o BaT'iOs. ¢/a é a razao entre os parametros de rede.
Extraido de DG.
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Figure 5: Transicao de fase de segunda ordem para o Sr7T@O3 . ¢ é o angulo do oxigénio octaédrico.
wo = 1,3° é o valor maximo para o angulo de inclinagao. Extraido de DG.

Y

As fases condensadas sao obtidas, em geral, pela redugao de simetria do estado, comecando a

partir da fase desordenada, a altas temperaturas. Esta claro que o grupo de simetria associado
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a nova fase ordenada desempenha um papel de grande importancia na compreensao do sistema.
H4, no entanto, um grande nimero de simetrias. Por exemplo, os grupos espaciais (translagao
+ grupo pontual) das redes cristalinas somam 230 grupos diferentes. Se incluirmos o grau de
liberdade de spin chegamos até 1651 grupos diferentes. Todas essas simetrias diferem nos seus
detalhes mas podemos agrupa-las em alguns poucos grupos, relativamente simples, que preservam
muitas propriedades que sao comuns a diversas simetrias. Vamos discutir os casos que mais nos
interessam. Para isso, vamos fazer duas distin¢oes, em termos de grupos continuos ou discretos e
simetrias globais ou locais:

1) Grupos discretos: grupos de simetria que possuem um ntmero finito, enumeravel, de ele-
mentos. Por exemplo, os grupos de simetria pontuais que formam as redes espaciais de Bravais.

2) Grupos continuos: grupos que possuem um continuo nao enumeravel de simetrias. Por
exemplo, o grupo Euclidiano.

As propriedades dos sistemas condensados, tanto estaticas quanto dindmicas, bem como a
natureza de seus defeitos, dependerao muito se a fase ordenada quebrou uma simetria discreta ou
ordenada.

a) Simetria global: o Hamiltoniano possui simetria global se for invariante em rela¢do a um
grupo de operagoes espacialmente invariantes, isto é, que se aplicam na mesma forma em todo o
espaco de representacao do sistema fisico.

b) Simetria local: o Hamiltoniano tem simetria local se ele também for invariante para operagoes
aplicadas independentemente em diferentes pontos do espago. Por exemplo, o hamiltoniano de
Heisenberg possui simetria local uma vez que ¢ invariante para uma rotacao qualquer aplicada em
todo o sistema igualmente mas nao possui simetria local uma vez que uma rotagao qualquer de
um de seus componentes, isto é, uma rotacao individual de um dos spins, altera o sistema fisico.

Simetrias locais em geral estdo associadas a simetrias de calibre como a que conhecemos do
eletromagnetismo. Em geral, as simetrias que consideraremos sao simetrias globais. Um exemplo

de quebra de simetria local é a fase supercondutora que tem a simetria de calibre local quebrada.
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2.1 Elementos de teoria de grupo (glossario)

Alguns elementos basicos de teoria de grupo:

Grupo: G = {g,*} conjunto de operacoes fechadas sob a operagao binaria * . Deve incluir a
identidade a inversa e ser associativo.

Grupo abeliano: comutativo

A tabela abaixo retine alguns dos grupos continuos mais conhecidos.

Grupo Elementos Operacao

U(n) Grupo unitario de grau n: n X n matrizes unitarias: Multiplicacao

U*U = I onde U* = transposta conjugada de U

SU(n) | Grupo unitario especial: n X n matrizes unitarias com | Multiplicacao

determinante igual a 1

O(n) Grupo ortogonal: n x n matrizes ortogonais: Multiplicacao

Ur'=U"1ouUU=U0U"=1

SO(n) Grupo ortogonal especial: n x n matrizes ortogonais Multiplicagao

com determinante igual a 1

Homomorfismo: sejam dois grupos G = {g,*} e H = {h,-}. G e H sdo homomorficos se ha

um mapeamento f: G — H, onde h = f(g), tal que preserve a estrutura imposta pela operagao

flg1%g2) = f(g1) - f(g2)

Isomorfismo: homomorfismo onde a correspondéncia é um-a-um.

FEzemplo: o grupo O(2) é isomorfico ao grupo U(1).

U(l) — € =cosf+isinf

0O(2) — rotagdes ortogonais 2 X 2
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Aritimética modular: estabelece uma relacao de congruéncia entre dois inteiros, compativel
com operacao em circulo dos inteiros: adicao, subtracao e multiplicacao. Por exemplo, para um

inteiro positivo n, dois inteiros a e b sao congruentes modulo n

a = b(mod n)

quando a diferenca a — b for um inteiro multiplo de n. Ou, se a e b uma vez divididos por n

produzem o mesmo resto r. O ntimero n é o modulus de congruéncia. Por exemplo,

38 = 14 (modulus 12)

Se

a; = by (mod n)

as by (mod n)
entao

aj; £ by = by £ by (mod n)
e, se ay, as, by, by sao todos inteiros, entao temos também

ajas = byby (mod n)

Coset: se G é um grupo, H um subgrupo de G, g um elemento de G, h um elemento de H,

entao

gH = {gh : hé um elemento de H}
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Se

gH = Hg

entao H é um subgrupo normal.

Grupo Quociente (G/N): se G é um grupo, N um subgrupo normal, entao

G/N = conjunto de cosets de N em GG

Exemplo:

Considere o grupo adigao moédulo 6

G ={0,1,2.3,4,5}

Seja

N ={0,3}

Entao o grupo quotiente é

G/N = {aN:acG}={af0,3}a:€{0,1,2,3,4,5}}
= {0{0,3},1{0,3},2{0,3},...}
— {{(0+0)mod 6, (0 + 3)mod 6}, {{1 + 0)mod 6, ...}
= {{0,3},{1,4},{2,5},{3,0}, {4, 1}, {5,2}}
= {{0.3},{1,4},{2,5},{0,3}, {1, 4}, {2,5}}
= {{0.3},{1,4},{2,5}}
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2.2 Simetrias continuas,

O grupo continuo mais simples é o grupo O(2), das rotagdes em um plano. Uma realizacao fisica
para esse grupo é o ferromagneto com um plano-facil (easy-plane). Nesse caso, os spins estao
confinados a um plano, devido a alguma anisotropia de origem nos campos cristalinos. Normal-
mente designamos esse plano por plano-zy. Na pratica, essa simetria tem pouca aplicacao mas é
um modelo importante na compreensao das propriedades de quebra de simetria continua. Esse
grupo é isomorfo ao grupo U(1) que representa as transformagoes de fase de um numero com-
plexo. A realizacao fisica desse grupo é o helio superfluido, os sistemas supercondutores. Esses
sistemas caracterizam-se por uma fase condensada representada por uma funcao de onda do estado
coletivo com uma amplitude e uma fase. A discussao anterior pode ser estendida para esse caso
com um parametro de ordem identificado com o valor médio do operador de aniquilacao de um
boson: ¥(7) — (1) = | (¥) |e*. O campo conjugado a 1(7) cria uma particula em 7. Outras fases
condensadas descritas pelo grupo U(1l) podem ser encontradas nos cristais liquidos como a fase
esmética-C, onde o pardmetro de ordem é o diretor-¢, isto é, a projecao do diretor n no plano das
camadas esméticas e a fase hexatica, onde o parametro de ordem é <e6w>.

Outro grupo continuo importante é o grupo O(3). A realizagao fisica ja vem sendo discu-
tida com o hamiltoniano de Heisenberg que permite analisar tanto sistemas ferromagnéticos como
antiferromagnéticos onde os campos cristalinos que tendem a alinhar os spins ao longo de eixos
cristalinos nao sao importantes. Caso oposto, por exemplo, de uma possivel realizacao de um ma-
terial magnético com plano-facil ou eixo-facil. A fase nematica dos cristais liquidos também quebra
a simetria O(3). Devemos, no entanto, distinguir os dois casos, cristais liquidos e magnetismo),
uma vez que o subgrupo de simetria das fases ordenadas sao diferentes.

De forma geral, o estudo de modelos invariantes para rotacoes ortogonais no espacgo de dimensao

n, grupo O(n), sdo importantes e merecem ser analisados.
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2.3 Simetrias discretas

O exemplo mais simples de grupo discreto é o Z5 que consiste de apenas dois elementos: identidade
e um elemento cujo quadrado ¢ a identidade. Embora simples, ele aparece em intimeras situagoes
como por exemplo o grupo de refleccoes sobre um plano, reversao temporal e inteiros sob soma
moédulo 2. Para nos, sua identificacao é imediata com o model de Ising. A simetria de Ising
relaciona-se com um sistema fisico onde s6 é possivel dois estados equivalentes os quais podem
ser escritos como diferenciando-se apenas pelo sinal. Por ser um modelo magnético, a primeira
realizacao fisica do modelo de Ising ¢ um sistema cristalino com forte anisotropia devido aos
campos cristalinos que forca o spin alinhar-se em uma tnica direcdo. O pardmetro de ordem é
(m.) o qual pode ser positivo ou negativo. O seu valor absoluto depende das condigdes de equilibrio
termodinamico as quais sao determinadas pela equagao de estado. O valor positivo ou negativo
nos da uma degenerescéncia do estado fundamental e a escolha de um desses estados pelo sistema
leva a uma quebra de simetria expontanea. O campo conjugado ¢ a componente na direcao da
magnetizacao de um campo magnético externo.

Um material antiferromagnético na fase ordenada apresenta uma alternancia na orientacao dos
spins. Em geral, separamos a rede estrutural em duas sub-redes, com cada rede apresentando um
ordenamento ferromagnético, opostas uma a outra (ver fig. 6). O parametro de ordem nesse caso

a diferenca entre a magnetizacao das duas sub-redes, (¢) = (m4 —mp) e 0 campo conjugado

()

é o campo magnético externo apontando para cima na subrede A e para baixo na subrede B:
h = Hy — Hp , onde sub-entendemos que as direcoes sao as mesmas, por exemplo, orientado no
eixo-z. Esses sistemas, necessariamente, apresentam uma rede estrutural que pode ser separada
em duas (bipartida).

Um outro exemplo que se aplica o modelo de Ising é o caso de ligas. O mais conhecido é o caso do
bronze-f3, composto por uma mistura meio a meio de Cu e Zn em uma rede BCC. A rede BCC é uma
rede bipartida. A altas temperaturas, os atomos de Cu e Zn ocupam as duas subredes com igual
probabilidade e temos uma fase desordenada. A medida que a temperatura diminui (7, = 733K)

uma fase ordenada aparece com os atomos de Cu ocupando o centro do cubo e os &tomos de Zn os
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vértices (ou vice-versa) (ver fig. 7). O parametro de ordem é (¢) = (ncy.a — Nowp), onde ney 4 €
o operador de niimero para os atomos de Cu na subrede A. O campo conjugado ¢é a diferenca de
potencial quimico para os &tomos de Cu nas duas subredes: h = pcy 4 — piou, - Observe que, como
no caso do antiferromagnetismo de Ising, tal campo nao existe na pratica mas é uma construcao
teodrica util.

J& discutimos o caso da transicao gas-liquido onde o parametro de ordem é a diferenca entre
as densidades: (¢) = (ny — ng). O campo conjugado ¢ o potencial quimico. Uma mistura de dois
componentes tem parametro de ordem similar. Esses casos também podem ser tratados como um
sistema de dois niveis, portanto, pelo modelo de Ising.

Simetrias do tipo Zy dos inteiros sob adicao modulo N desempenham também um papel
importante. Um dos exemplos, que ja discutimos, é a adsorcao do kriptonio no grafite. Nesse caso
a simetria é Z3. A rede do graphite é uma rede hexagonal com os dtomos de Kr localizando-se nas
células unitarias mas apenas um em cada trés, devido ao seu tamanho. Temos entao trés estados
equivalentes (degenerados) e a simetria Z3 é quebrada quando ocorre a transigao do “fluido” para

uma rede (comensuravel).

Lttt
1Txl b4 o4 TTTi
Tlll I T S | .Lllr
lllT bod o4 lTrL

(a) (b) (c)

Figure 6: Fases para o magnéto de Ising com simetria Z,. (a) Paramagneto desordenado, (b)
ordem ferromagnética e (c¢) ordem antiferromagnética. Extraido de CL.
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Figure 7: (a) Fase desordenada do bronze-/5 em uma rede quadrada. A rede tem parametro a. (b)
Fase ordenada. A célula unitaria agora é um quadrado de lado v/2a. (c) Picos de Bragg com os
pontos escuros representando os picos na fase desordenada e os pontos cinzas os picos que aparecem
na fase ordenada com a modificacao da rede. Extraido de CL.

A tabela 2resume algumas das simetrias e seus parametros de ordem.

3 Modelos

Em uma grande variedade de situacoes as fases condensadas sao consequéncia das interacoes entre
as particulas e sao fendmenos coletivos. A nova ordem na fase condensada leva a observacao de
varidveis macroscopicas que podem ser usadas na descricao termodinamica. Modelos microscopicos
a nivel atomico permitem um tratamento estatistico.

Ao longo dos anos, alguns modelos que descrevem a interagao entre as particulas ganharam
grande notoriedade por permitirem nao s6 compreender diversos sistemas fisicos reais mas também
elucidar muitas das propriedades das fases condensadas bem como das transicoes de fases.

Um dos modelos que temos discutido aqui é o modelo de Heisenberg. Esse modelo tem simetria
O(3) e permite analisar os materiais magnéticos que tem sua ordem magnética determinada por

spins localizados. Na presenca de um campo magnético, o seu hamiltoniano se escreve

Hiteis = — > Jijds -5 — H- > 7 (26)



Symmetry  System Order Conjugate  Physical
parameter field example
Z,/Ising uniaxial FM (m,) h,
uniaxial AF {mm - m235> hz,A - hzj RngiF4,
K;MnF,
order-disorder {ng — ng) i4 — B fi-brass
displacive {u,) {2 BaTiO;
liquid-gas {ny — ng) U many
0,/U(1) easy-plane FM (m) h
easy-plane AF (my —mg) hy —hg
superfluid () by He,
smectic-C Fig. 2.7.1
hexatic-B (e80) Fig. 2.7.7
0 Heisenberg FM  {(m} h EuS, EuO,
Fe, Ni
Qg Heisenberg AF {m, — mg) hy —hg RbMnF;
SAW polymer

Table 2: Simetrias, parametros de ordem, campos conjugados e exemplos fisicos. Extraido de CL

e DG.
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onde fizemos us5; = 7; para simplificar as expressoes e generaliza-las. Essa expressao é uma
forma um pouco mais geral do que a que escrevemos anteriormente. Nao é necessario, mas em
geral limitamos a interagao aos primeiros vizinhos.

Podemos desenvolver esse Hamiltoniano e reescrevé-lo na forma

HH :_Jzzazigzj —JJ_ Z(Uxiaxj+0yioyj) —HZUZZ‘ (27)
i i

ij

Se pensarmos em um sistema cristalino levando em conta o campo cristalino local, podemos
imaginar uma situacao fortemente anisotrépica onde o campo magnético alinha-se ao longo de uma
diregdo. Basicamente isso significa que |J,| > |J.| e podemos desprezar o hamiltoniano em (z,y)

€ escrevermos

H[smg = —JZO','O'J' — HZUz (28)
i 7

onde eliminamos o subindice z por simplicidade. Esse é o Hamiltoniano de Ising (1925) que
possui simetria Z e tem grande apelo pela sua simplicidade. No caso do spin s = £1/2 (ou o = £1)
temos o modelo com simetria discreta mais simples possivel. Ele representa o caso de um spin
classico uma vez que os spins comutam, contrario do Hamiltoniano de Heisenberg. A sua solucao
em uma dimensao é facil de ser obtida mas nao apresenta nenhuma ordem magnética (exceto
para T = 0 K). Ja em duas dimensoes ou mais temos uma solugao completamente desordenada,
paramagnética, acima de uma certa temperatura critica, quando o estado fundamental possui a
simetria Z,. Abaixo dessa temperatura temos uma ordem ferromagnética (para J > 0). Nesse caso,
o estado fundamental quebra a simetria Z,. Na verdade, existem duas solucoes degeneradas no
estado fundamental e a “escolha” de uma delas pelo sistema leva a quebra expontanea de simetria
(Z5 ). Em 1944 Lars Onsager demonstrou a existéncia de uma solu¢ao exata - mas bem elaborada -
em duas dimensoes. Até hoje, nao ha solugao exata conhecida em trés ou mais dimensoes. Como ja
discutido anteriormente, esse modelo permite discutir o caso de ligas, misturas e fluidos. Em geral,

qualquer sistema binario. Alguns sistemas fisicos, como o MnF5 apresentam ordem magnética que
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pode ser bem descrita pelo modelo de Ising.
Vamos considerar o outro “extremo” da influéncia de um campo cristalino e assumir que o spin

s6 pode alinhar-se em um plano (x,y). nesse caso, o spin é um vetor bidimensional e se escreve

Gi = 304 + Yoy = o(Z cos B; + y cos b)) (29)

O parametro de ordem pode ser o valor médio de &; — (&) = 7. Acima da temperatura
critica, os spins encontram-se aleatoriamente distribuidos e 7 = 0. O sistema tem simetria O(2) e
o estado fundamental também. Abaixo da temperatura critica (e se J; > 0) os spins alinham-se
preferencialmente ao longo de uma direcao no plano xy e a simetria O(2) é quebrada para o estado

fundamental. O parametro de ordem assume um valor finito,

7= (o) (& cosf + i cosh) (30)

As interacoes entre os spins em sitios diferentes esté na origem da quebra de simetria e podemos

escrever

0; 05 = 0'2 COS Qij (31)

e (0;;) — 0 quando a simetria é quebrada.

Esse ¢ o modelo XY. Quando isotropico, os estados ordenados apresentam uma degenerescéncia
infinita. A escolha pelo sistema de uma das solucoes quebra a simetria. Esse é o modelo de simetria
continua mais simples de ser tratado.

A simetria O(2) ¢ isomorfa a U(1). Essa representa um parametro de ordem como um nimero

complexo, ou a fase de um sistema:

¥ = [¢]e” (32)

que, como ja discutimos, representa o caso dos superfluidos e supercondutores, com a quebra
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da simetria de calibre.

Vamos examinar agora uma outra classe de siemtrias, as Zy, chamados de modelos reldgios
(“clock models”). Definimos eles associando em cada sitio de uma rede um spin com variavel 57 de
comprimento unitario, ou seja, apontando em uma das N direcoes igualmente espacadas de um

circulo unitério, isto é,

(33)

onde ny=0,..., N — 1.
De forma similar, modelos com simetria O(n), chamados de modelos de vetor-n, podem ser

definidos associando com cada sitio da rede um vetor spin 57 com mdédulo unitério e dimensao—n.

Nesse caso o spin tem os valores §; = (s;1, 82, ..., Sin) € € um vetor unitario de dimensao-n e
" s2 = 1. & interage isotropicamente com o spin §; localizado no sitio j Os parametros do
N s, =15 g p pin 3 iz no sitio 7 parametr

modelo sao a dimensionalidade do sistema d e a dimensionalidade do spin n, a qual também é
identificada como pardmetro de ordem do numero de simetria. O hamiltoniano para ambos os

casos, Zy e O(n) tem a mesma forma funcional do modelo de Heisenberg:

H=-J> §5; (34)
)

Os modelos relogio podem ser reescritos expressando explicitamente n; :

Hyw = —J <Z cos |2 (ny— ny) /N (35)
)

Podemos expressar o modelo XY (ou O(2)) da mesma forma:

/HXY =—J Z COS(O;— Of,) (36)
(i)
O modelo de Ising identifica-se com o modelo relogio Z,. Ele também pode ser identificado

com o modelo O(1) embora nao possamos falar estritamente de uma rotagao unidimensional. O
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modelo O(3) é o modelo de Heisenberg. O modelo n = oo pode ser resolvido exatamente. O
modelo n = 0 representa o caso da estatistica de sistemas de caminho aleatério que se evitam
(self-avoiding random walks) ou de polimeros em solugao.

Um outro modelo de grande utilidade é o modelo de Potts (refs. 3, 4). Nesse caso consideramos
cada spin 7 como podendo estar em um dos gestados possiveis de orientagoes discretas (;(¢; =
1,2,...,q). Se dois spins vizinhos i e j tem a mesma orientagao, entao eles contribuem com um
valor —J para a energia total da configuracao. Se 7 e j nao tém a mesma orientacao, entao a

contribuicao do par é nula. O hamiltoniano do sistema pode ser escrito na forma

HPotts =—J Z 5<Cf7 Cﬁ) (37)
i)

onde §((p, (i) = 1 se (z= (5 e nulo nos outros casos. Uma outra formulagao, como aparece no

CL, ¢

HPotts =—J Z [Né(gfu Cf/) - 1] (38)
i)

Esse modelo é uma extensao do modelo de Ising e é invariante para a simetria Zy. Os paramet-

ros do modelo sao a dimensionalidade do sistema d e a dimensionalidade do spin q.

A figura 8 ilustra os modelos de vetor—n e de Potts para dois casos em cada um. os dois
modelos generalizam o modelo de ising. Podemos apresenta-los esquematicamente na forma da
linha de metro, com o modelo de Potts representado na linha Norte-Sul e o0 modelo do vetor-n na
linha Leste-Oeste. Os pontos da linha sao representados pelos valores de ¢ e n e representam casos

especificos dos modelos. O ponto de cruzamento ¢ = 2, n = 1 ¢ o modelo de Ising (fig. 9).
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(a) Potts Mode:
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Q=2(Ising model] Q=3 Q=4
(b} n-Vector model:
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Figure 8: (a) Esquema do modelo ¢ de Potts (b) e do modelo do vetor-n. Ref. .
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Figure 9: Esquema de apresentacao do modelo deq de Potts e do modelo do vetor-n como linhas
de metro. Ref. .
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