Part VI

Quebra de Simetria, Ordem, Simetria e

Modelos

No capitulo anterior revisamos a termodinamica e a fisica estatistica tendo como paradigma o flu-
ido isotropico homogéneo. Consideramos a nao-homogeneidade quando da aplicagao de uma forga
externa dependente espacialmente mas ainda para um fluido nao-interagente. No capitulo 2 dis-
cutimos varias estruturas de sistemas ordenados onde o aparecimento de um parametro de ordem
foi discutido. Aqui vamos correlacionar essas duas caracteristicas, isto é, discutirmos formalmente
a quebra de simetria e o aparecimento do parametro de ordem. Para isso, vamos introduzir a
nova variavel - parametro de ordem - na nossa termodinamica e fisica estatistica. Vamos também
discutir os diversos modelos que permitem uma ampla generalizacao da analise dos sistemas con-
densados obtidos a partir da quebra de simetria. Vamos nos limitar ao caso das fases condensadas
obtidas quando ocorre quebrar de simetria. Para isso, vamos iniciar a nossa discussao com uma
apresentacao superficial e geral sobre simetrias mas com alguns elementos que nos serao fteis,
seguido de uma discussao sobre quebra de simetria e parametro de ordem. Voltaremos a discussao
sobre simetrias e finalmente uma apresentacao basica dos modelos nos quais podemos discutir essas

fases.

1 Simetrias, Quebra de Simetria e Parametro de Ordem

Um sistema fisico, ou, equivalentemente, suas propriedades dinamicas, é descrito pelo hamiltoniano
H, o qual é invariante sob as transformacoes do seu grupo de simetria G. Consideramos no capitulo
anterior o exemplo de um fluido isotropico homogéneo. O seu grupo de simetria é o grupo F(3) onde
3 refere-se a dimensionalidade do sistema fisico e é composto por todas as translagoes, rotacoes e

reflexdes. A transicao de um gés para um liquido nao apresenta quebra de simetria. Normalmente,



para associarmos com a teoria de Landau, introduzimos um parametro de ordem que é a diferenca
entre as densidades das duas fases: pjg — pgas- A figura 1 apresenta um diagrama de fase p — T'

para o gas-liquido.

Order Parameter
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Figure 1: Diagrama de fase p — T para a transicao gas-liquido. Extraido de DG.

Quando temos uma quebra de simetria e o aparecimento de uma nova ordem que exige um
parametro de ordem para sua descri¢ao, é necessario introduzirmos uma nova variavel que repre-
senta a quebra de simetria na termodinamica e na fisica estatistica. Essa nova varidvel nao existe
na fase desordenada. Para facilitarmos a analise, vamos antes discutir um exemplo de sistema
fisico que apresenta quebra de simetria quando ocorre a transicao de fase.

O caso mais simples para discutirmos e é o exemplo do CL é a ordem magnética. Vamos
analisar as modificagoes necessérias em relacao ao que discutimos até agora para esse caso, antes
de discutirmos os aspectos gerais de parametro de ordem e simetrias. Consideremos um gas ideal

no qual cada particula apossui um spin 5, e tem um momento magnético associado psS,. Vamos



considerar inicialmente que nao temos nenhuma interagao entre os spins. Ou seja, vamos desprezar
a interacao dipolo-dipolo que, como ja discutimos, é muito fraca. Nesse caso, nao ha nenhuma
magnetizacdo na auséncia de campos externos. Quando aplicamos um campo magnético H, o gas

apresenta um momento magnético proporcional ao niimero total de particulas,

M= () 155, (1)
(03
O sistema nesse caso é paramagnético. A magnetizacao M é uma varidvel extensiva. A sua

densidade volumétrica é a magnetizagao intensiva, (m(r)),

(7)) = (3 115ad (7 — 7 2)

—

Vemos que 7i(7) é um operador similar ao operador densidade. A particula o contribui com
a densidade de magnetizagao apenas na posi¢ao do spin (atomo), 7,. A magnetizacao total é a
integral em 7 sobre a contribuicao de todas as particulas, da mesma forma que o namero total de
particulas era a integral na posicao da densidade. No caso em que a magnetizacao é uniforme,
temos

(mi(r)) = (3)

Nesse caso, temos que incluir a densidade de magnetizagao na nossa descricao termodinamica e
estatistica, juntamente com o campo externo, que forma o par de variaveis conjugadas. A simetria
do gas, com os spins completamente aleatorios, foi quebrada pela presenca de um campo magnético
externo. Nesse caso, o hamiltoniano foi modificado e teve sua simetria reduzida.

Vamos considerar o caso em que ha uma interacao entre os spins. O modelo que utilizaremos

foi discutido anteriormente e ¢ o modelo de Heisenberg,



Para melhor descrever essa situacao, consideramos que os atomos encontram-se em uma fase
cristalina e que cada ponto da rede de Bravais possui um &tomo com um spin nao-nulo de valor
So. Vamos desprezar os efeitos relacionados a fase cristalina e nos concentrarmos apenas nos spins.
Como a interagao do hamiltoniano de Heisenberg tem origem na interagao de troca, essa é de curto
alcance e podemos limitar a interagao apenas entre os primeiros vizinhos, que é o que indica a
somatoria da equacao 4. Essa aproximacao é justificivel tendo em vista a diferenca de energia
por atomo entre a energia da formagao do cristal (ligagdo quimica) e a energia de interagao entre
os spins. Nesse caso, o sistema a altas temperaturas (relativamente a interagao entre os spins)
o sistema de spins encontra-se completamente desordenado e a magnetizagao aparece apenas na
presenca de um campo magnético externo, como no caso nao-interagente. O sistema encontra-se
na fase paramagnética. A medida que a temperatura diminui, a interagdo comeca a dominar em
relacao ao termo entrépico e o sistema busca o equilibrio minimizando a energia livre de Helmholtz,
F=F—T§S. Quando a interacao domina sobre a temperatura, aparece uma fase ordenada, com
uma magnetizacdo nao nula mesmo na auséncia de campo magnético externo. KEssa e a fase
ferromagnéticae (assumindo que J > 0). Temos entdo uma meédia nao nula para o spin em cada
sitio cristalino, isto é, (3) = <§f>> independente do sitio, ou seja,

() = o (5 )

onde vy é o volume da célula unitaria. Podemos identificar a magnetizacao (ni) como o
pardmetro de ordem da nova fase ferromagnética. A figura 2 ilustra as duas fases, paramagnética

e ferromagnética.
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Figure 2: (a) Fase paramagnética do modelo de Heisenberg, com magnetizagdo media nula e (b)
fase ferromagnética do mesmo modelo a uma temperatura finita. Extraido de CL.

O hamiltoniano de Heisenberg é invariante para qualquer translacao global, isto é, de todos os
spins. Logo, nao h& uma direcao de preferéncia para a magnetizacao no estado ferromagnético.
Note que nao hé invariancia para uma rotacao qualquer dos spins individualmente. Para descrever-
mos a fisica estatistica do sistema, vamos introduzir um campo externo H , da mesma forma que
fizemos para o liquido nao-homogéneo. Podemos depois fazer H — 0. Nesse caso temos que

adicionar ao hamiltoniano de Heisenberg um termo de origem na interacao externa que ¢

Hext = _Zlusgoa ﬁ(Fa) = _Zﬂsﬁl_" ﬁ(F)

U

- —/dFH(f‘) - 1(7) (6)

onde H; = Hpeis + Hest € 0 hamiltoniano total nesse caso.

Seguindo os mesmo passos, temos para a funcao de particao,

2T, N, (7)) = Tx [exp {—B[HM - [awme. m(f)}] (7

A magnetizacao em equilibrio termodinamico é



(W(T, H(7)) = lim 2T Nl,ﬁ(f‘))Tr [exp{—ﬁ[HHeis —/dFH(F) ﬂ(F)H

= lim (i (T, H(7)) 8
N—o0 N( ’ ( ) ( )
No limite termodinamico a magnetizacao vai alinhar-se com o campo externo mesmo que esse

seja infinitesimalmente pequeno. Podemos obter entdo uma magnetizacao nao-nula no limite H —

0 se este ¢ tomado apds o limite termodinamico:

(A(T)) = lim_lim (s (T, H) (9)

H—0 N—o0

onde a dependéncia espacial foi suprimida porque assumimos H como sendo espacialmente
uniforme.

A figura 3 resume o resultado mostrando o diagrama de fase (a) no plano |[(m)| — T e (b) no
plano H-T para o modelo de Heisenberg. Consideramos um campo aplicado na diregao H = He.
Para uma temperatura abaixo da temperatura critica 7T, aparece uma magnetizacao expontanea
(eq. 9). Essa magnetizacao estard paralela a é para H — 07 e antiparalela se H — 0~. Para
H = 0 temos uma linha de coexisténcia que ¢ similar a do gas-liquido. Nessa regiao todas as
dire¢oes de (m) sao equivalentes energeticamente. A linha de coexisténcia termina em 7" = T, e
H = 0. Como nio ha nenhuma direcao de preferéncia na linha de coexisténcia, a média sobre todas
as direcoes possiveis nos leva a (m) = 0. A magnitude da magnetiz¢ao |(m)|ou equivalentemente,
(m)? = (m) - (M) tem o mesmo valor se fizermos a media sobre todas as direcdes possiveis. Essa é

uma caracterizacao alternativa (parametro de ordem) para a existéncia de ordem ferromagnética.
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Figure 3: (a) Magnetiza¢ao em func¢ao da temperatura para o modelo de Heisenberg. (b) Diagrama
de fase do ferromagneto de Heisenberg no plano H — 7. A linha H = 0, T < T, é a linha
de coexisténcia onde a magnetizagdo (m) é energeticamente equivalente em qualquer diregio.
Extraido de CL.

A magnetizacao na ordem ferromagnética representa uma correlacao espacial ou ordem de longo
alcance. J4 na fase paramagnética, devemos esperar uma correlacao de curto alcance, com os spins
a uma certa distancia nao “enxergando” os demais spins. Vamos introduzir a correlagao espacial

por meio da funcdao de correlagcao spin-spin,

Conn (7, 7) = ((F) - 7(7)) (10)

No caso paramagnético, Cy,,,, (7, 7") decai exponencialmente com |7 — 7’| enquanto que na fase
ferromagnética, no mesmo limite ela tende a <m>2da mesma forma que para o liquido tendia a
(n)”.

A funcgdo de particdo tem uma dependéncia explicita com o ntimero de particulas mas nao
em relagdo ao volume. Como assumimos que as ligacoes cristalinas nao se alteram, o volume
permanece constante e nao faz parte das variaveis termodinamicas nesse caso. Eventuais dilatagoes
do cristal, no entanto, alteram o valor de J e nao podem ser ignoradas. Nao consideramos essa
situacao aqui. Vamos generalizar a funcao de parti¢ao para o ensemble gran-canonico, dependente
de T,V, u(7), H(7). Vamos assumir agora que N é fixo e vamos trabalhar na extensdo da fun¢ao
de particao gran-canonica, com o potencial quimico variavel com a posigao sendo substituido por

H (7). Generalizando a discussao anterior, temos entdo um potencial termodindmico magnético,



¢ |T,H(7)| = —kpT Z [T, H(7)| (11)

e a magnetizagao

1 62 8¢
(mi(F)) = ZHILE S (12)

onde 7 refere-se a componente cartesiana dos vetores. A energia livre ¢ tem a relacao termod-

inamica diferencial

dp = —SdT — /dﬂm(m SH() (13)

Podemos também generalizar a resposta do sistema equivalente a compressibilidade, isto é, a

susceptibilidade generalizada, medindo (m;) como resposta a um campo externo em 7

0 (mi(r))

SH,(7) 14

X (7, 7') =

Ainda, para sistemas classicos, a funcao de correlacdo do parametro de ordem ¢é a derivada de

(m;) em relacao a SH;(7),

= (0m;()om;("))
5 () L
BOH, () = kgTxi; (7, 7") (15)

que é equivalente a fungao de Ursell para o fluido. De forma analoga, temos,

_ 0 {my)
X9 "o,

= lim 56.,(7) (16)

A equacdo 15 é valida somente classicamente enquanto que a equacao 16 é valida também



quanticamente. Esse resultado, novamente, ¢ de grande importancia, e estabelece a resposta de
um sistema a um potencial externo em termos apenas de suas flutuacoes em equilibrio. Essa é

uma versao do teorema flutuacao-dissipacdo, que discutiremos mais adiante.

Muitas vezes preferimos expressar as grandezas termodinamicas em funcao do parametro de

ordem e nao do campo externo. Nesse caso, temos que fazer uma transformada de Legendre em

o(T, H (7)),

FIT, (m(r) = ¢[T’, H(r)] +/dFH(f) - (7)) (17)

A equacao de estado para o sistema magnético é

oF

Se (m(7)) é uniforme e igual a (m), a energia livre pode ser escrita como uma integral de

volume da densidade de energia livre,

_ 1, (20)

Finalmente temos uma expressao matemética para o aparecimento do parametro de ordem. Se
o campo externo é nulo, o estado de equilibrio é aquele que minimiza f. Se ha solucoes para a
equacao 20 para H = 0 com valor nio nulo para (m), hd uma quebra expontanea de simetria e o
aparecimento do parametro de ordem se o estado de energia livre com valor nao nulo de () for
menor do que para (m) = 0.

Finalmente podemos obter a funcao de correlacao da magnetizacao a partir da diferenciacao

de ¢ em relagdo a SH;(7). O seu inverso pode ser obtido diferenciando F' em relagdo a (m;(7)).



Para isso, vamos calcular

= 5,007~ 7)

_ /dﬁ/(;(mz‘(ﬁ O Hy(7")
GHy () & (my;(17))

onde a soma sobre indices repetidos esta implicita.

Definindo o inverso da susceptibilidade pela expressao

e entao,

SH,(7) 32 F

X (7) = S0 @ = 5 im0 8 (7))

(21)

(22)

(23)

Finalmente, na Tabela 1 comparamos as relacoes entre os fluidos e os sistemas com parametro

de ordem, no caso, a ordem magnética.
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Grand partition

Magnetic partition

E[T& V, _u(x]] = }

TPl —f #xuiximo]

7

n
A[T,h(x)] = —T InE[T, V, u(x)]
{n(x)) = —d.o [u(x)] /O p(x)

Sun(X, X) = (n(x)on(x"))
BSm(x,x') = & (n(x))/ou(x)

d(n)/0u= (n)’xr
= fSum(q=10)

F[T,V,(n{x))] = #[T.V,ux)]
+ [ dixp(x)(n(x))

8F /0{n(x)} = p(x)

ZN [T:- h(X)] =
Tre V- [ #xhixymio)

h

m

[T, h(x)] = —T InZy[T,h(x)]
(my(x)) = —0.o /5hi(x)

Gij(x,X) = (dm;(x)om;(X'))
BGy(x,X) = d{mi(x))/5h;(X)

Xy = 0{mi)/Oh;
= hmq—rl} ﬁGij{q]

F[T,{m(x);] = [T, h(x)]
+ [ d*xh(x) - {m(x))

6F /6{mi(x)) = hi(x)

Table 1: Comparacao entre as grandezas estatisticas dos fluidos e dos sistemas magnéticos. Ex-

traido de CL.
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