Part VII

Teoria de Campo Médio

11 CAlculo da fase condensada: visao microscopica

Vamos discutir brevemente como podemos calcular os estados de equilibrio da fase condensada, em
particular o so6lido cristalino, a partir das equacoes microscopicas. Nao consideraremos os aspectos,
importantes, das propriedades de simetria, para o qual recomendamos o capitulo 8 do Mr (ref. ).
Vamos discutir apenas a Teoria do Funcional de Densidade (“Density Functional Theory” - DFT)
e algumas técnicas de célculo da energia eletronica dos solidos cristalinos. Para isso, utilizaremos

os capitulos 9 e 10 do Mr (ref. ) e referéncias citadas nas notas.

11.1 Teoria do Funcional de Densidade

A transicao liquido-sélido é uma transicdo de primeira ordem e um dos casos particularmente
dificeis de analisar sob o ponto de vista da teoria de Landau, mesmo quando temos uma situacao
de transicao de quase segunda ordem. O seu estudo, no entanto, permite compreender algumas
observacoes experimentais de grande importancia. S. Alexander e j. McTague (ref. ) aplicaram
a teoria de Landau procurando entender a grande preferéncia para a cristalizagdo em estruturas
bee. Mais recentemente,, Groh e Mulder (ref. ) retomaram esse trabalho mas sob a perspectiva
da teoria de funcional de densidade e examinaram a preferéncia, em alguns casos, da cristalizacao
em estruturas FCC. Aqui, vamos discutir a teoria de Landau seguindo a discussdo do CL (ref. 1).

Em primeiro lugar, vamos relembra a motivacao para encontrarmos uma universalidade no
processo de cristalizacao dos sélidos. Para altas temperaturas, todos as estruturas cristalinas dos
elementos metalicos do lado esquerdo da Tabela Periodica (gruos IA, ITA, IIIB-VIB), com exce¢ao
do Mg, e também os lantaneideos e os actinideos formam estruturas bee proximos ao ponto de fusao

a baixas pressoes. Isso ocorre mesmo quando a temperaturas mais baixas o elemento estabiliza-se



em outras estruturas cristalinas. Estudos de nucleacao homogénea em cristais também tende a
favorecer a estrutura bee. O rapido resfriamento de ligas F'e— Ni apresenta uma primeira estrutura
bee antes de estabilizar-se em uma estrutura fcc. Estudos de dindmica molecular mostram que
fluidos de Lennard-Jones apresentam uma fase inicial (meta-estavel) bee antes de estabilizarem-se
na fase fcc. Por outro lado, sélidos nao-cristalinos quando o processo de nucleacao cristalina estiver
inibida (7), tendem a ter estrutura local icosaédrica. Essa estrutura, como sabemos, ndo permite
a formacao de um cristal de longo alcance. Resultados de espalhamento em metais amorfos como
o NiP, NigyPds3 P15 PdSi,e CuM g mostram padroes similares a clusters icosaédricos. Liga de
Fe — Ni fundida, quando resfriada rapidamente, forma uma fase bce metaestavel, em primeiro
lugar, embora a fase estavel seja a fcc para todas as temperaturas. Esses resultados indicam a
existéncia de uma universalidade no processo de solidificacdo (cristalizagao). Um dos trabalhos
pioneiros que introduziram essa teoria foi de Alexander e McTague, 1978 (ref. 2).

Vamos analisar esse processo utilizando a teoria de Landau e assumindo que os atomos ou
moléculas possuem estrutura esférica. A proposta é estender a teoria de Landau para a transicao
de primeira ordem liquido - solido (cristalino). A expectativa é que em situagoes onde o carater
de primeira ordem da transicao nao é muito pronunciado, o modelo possa ter sucesso. Isso se
aplica principalmente para os metais onde hi uma pequena variacao no volume durante o processo
de cristalizacao e o calor envolvido na transicao ¢ menor que kg1'. Para os gases raros e outros
elementos do lado direito da tabela periddica, a variacao da entalpia, AH, é maior que kg1 e
uma teoria de Landau teria mais dificuldades de ser aplicada. Temos inicialmente que definir um
parametro de ordem que caracterize a nova fase, do sélido cristalino. A simetria que é quebrada na
transicao de fase é a simetria de translagao infinitesimal, a qual é substituida pela simetria do grupo
espacial, ou seja, a simetria da rede de bravais. Essa é caracterizada pelos vetores de translacao
da rede direta. O efeito imediato dessa quebra de simetria pode ser observado na densidade de

particulas, n(7). O seu valor médio é constante em um liquido,

(@) = o = 0



Por outro lado, a densidade de particulas no sélido deve refletir a modulagao espacial da rede
de Bravais. Expressa no espaco reciproco, isso significa uma modula¢ao induzida pelos vetores da
rede reciproca, (G. Podemos escrever a densidade de particulas da fase cristalina em termos da

densidade da fase liquida,

{On (1) = (ns(r) — (7)) = (ns(7)) — no = Z nge'®” (2)

Como (dn(r)) € necessariamente real, temos n; = n_s. A ideia basica do método esta justa-
mente em utilzar um parametro de ordem que se escreve a partir de uma variavel fisica, a densidade
de particulas, obsevada em relacao ao seu valor na fase liquida. A densidade na fase liquida, como
j& discutimos anteriormente, é estruturada e sua fungao de correlacao possui um maximo a uma
distancia associada com a distancia média com os Atomos mais proximos. Em termos de sua trans-
formada de Fourier, isso significaque o fator de estrutura estatico S,m(E) possui um maximo para
uma esfera de raio kg = 27/l, onde [ é a separagdo média interatomica. A figura mostra a fungao
de correlagao de par g(r) em fungao da posi¢ao r, e a fungao de correlagao de estrutura, Snn(E), em
funcao do vetor de onda para a agua, discutida anteriormente. Observamos que, na medida que
a temperatura diminui, h4 uma forte correlacao e o primeiro pico fica mais acentuado, bem como
os picos secundarios. Para ilustragdo, mostramos também a fig. onde aparece o primeiro pico, ko
(indicado por g, na figura) e também o segundo parametro com a posi¢do correspondente para as
redes bec e fee. O que nos interessa aqui, em primeiro lugar, é que S,,, (ko) aumenta a medida que
a temperatura aproxima-se da temperatura de transi¢ao. Alexander e McTague sugerem entao que

possamos descrever a transicao liquido-solido considerando apenas o primeiro pico. Aproximamos

Snn(k) na vizinhanca de k = k¢ por

T
¥ (2 — )] (3)

Srm(k) =

onde r = a(T—T"*). Com isso temos o resultado desejado, ou seja, S, (k) diminuindo na medida

que T diminui. A temperatura 7™ serd posteriormente identificada com o limite de estabilidade



da fase liquida na teoria de campo médio.
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Figure 1: Fungoes de distribuicao no espago real calculadas teoricamente a partir do modelo que
melhor reproduziu os dados da figura . Direita: Oxigénio-Oxigénio (goo(r)). Esquerda: Oxigénio-
Hidrogénio (gon(r)). Temperaturas: 2 C (vermelho), 44 C (cinza cheia) e 77 C (preta tracejada).

(ver cap. 1 dessas notas para as referéncias das figuras).
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Figure 2: Resultados experimentais para diferentes temperaturas obtidos no ALS (cinza) compara-
dos com os resultados obtidos por Narten (vermelho): (esquerda) 2 C, (centro) 44 C e (direita)
77 C. As temperaturas das medidas de Narten et al sdo 4 C, 50 C e 75 C, respectivamente. (ver

capitulo 1 dessas notas para as referéncias).
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Figure 3: S,,(¢) para um liquido monoatdomico proximo da temperatura de congelamento em
unidades de ¢4, OU Seja, a posicao do pico principal. ¢, é identificado com éi, o vetor da rede
reciproca com menor valor em modulo, depois do congelamento. O primeiro parametro de ordem
refere-se a G;. A figura mostra também o segundo parametro de ordem, com vetor G,. Os valores

/ Gmazx € ’G_?ILCC

equivalentes para Ghee maz também sao mostrados na figura. Extraido da ref. 3.
n q g

Spn(k) € a transformada de Fourier da funcao de correlacido densidade-densidade, S, (7, 7):

Son( E /dr/df'eZ'E'(FW)SM(F7 ) (4)

onde

=L
=L

Sun(7,7) = {0n(F)on(r)) (5)

Mas, sabemos também que

U
B
S
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onde



) = O E
Xl = 5 n ) 8 onl) g

Podemos agora buscar uma teoria fenomenologica para a energia livre que reproduza os re-
sultados propostos acima na teoria de campo médio. Para isso, utilizando (¢) = (dn(7)) como

parametro de ordem, escrevemos,

P =5 [ 45 (5n() o (77) (6n(7) = w [ dr(on(r))” +u [ arion@)' ®)

onde

Xo (7 7) = [+ c(V? + kg)*| (7 — 7) (9)

E imediato verificar que

R 1 o,

Xo' (k) = V/df/dfxal(ﬁf’)e"k'“‘”
1

:-v/ﬁr/drr+cv2 k)26 (7 — i)e T

— [ e(k? /dr/d ~E G (7 - )

— ek - k2>JV/d7"—[r+c<k kY (10)

As componentes significativas da transformada de Fourier de (én(r)) concentram-se em torno
de ’l; ‘ = ko e os vetores de onda proximos da origem sao explicitamente excluidos. Os parametros
da teoria sao kg, w,c,u e T%, os quais dependem dos parametros que caracterizam o sistema fisico
tais como ng, p entre outros, mesmo que nao explicitamente incluidos na teoria. O proximo passo
é utilizarmos a decomposicdo de Fourier do parametro de ordem (eq. 2) e calcularmos a densidade

de energia,



fSL = 7 (11)

Os termos a serem calculados sao:

/drdr che [r 4 (V2 + k)]0 (7 — ) Zn@eié.fv

— Zzn@n@ /d?”dr [r + C(G/2 + /{?2) ] GT+@'-F’)5(F_ 7_])
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= VZina\ [r+e(G* + kg)?] (12)
G

onde na tltima passagem utilizamos n_z = n’. O segundo termo calcula-se da mesma forma,

é.

/ ar(en(m)” = / AFY D" ngng,ng, e e TS T

G, G2 Gs
- Z NG, Na,"a, 3(G1 + Gz + Gs)
61702103

=V Z nélnéznéséé1+@2+@3,0 (13)

E, de forma aniloga,

Srs o d
/dr(én(r» =V Z NG, G, GG, OG, + Gt Gat G 0 (14)



Temos, finalmente,

1 2
fSL - Z §Té |né| -w Z nélnézn53551+éz+ég,0
G G1,G2,G3
+ u Z néln@2n@3né4éé1+@2+é3+@4,0 (15)
G1,G2,G3Ga
onde
2 2\2
rag=r1r+c(G* —kj) (16)

A primeira observacao que podemos fazer é a presenca de um termo de terceira ordem. Da
analise feita para o caso da transicao isotropica-nematica nos cristais liquidos, sabemos que isso
leva o sistema a uma transicao de fase de primeira ordem. Para encontrarmos a nova ordem,

cristalina, o procedimento é o usual, mas nao trivial:

e Devemos minimizar fg; em relacao a todos os parametros de ordem, isto é, os infinitos

vetores de onda GG na rede reciproca;

e Ha varias escolhas possiveis para a fase cristalina. O célculo deve ser feito para cada uma

delas e comparado, buscando o valor minimo para a densidade de energia.

e Essa minimizacao depende da temperatura, permitindo haver transicoes de fase entre difer-

entes fases cristalinas, tais como bcce-fec.

A configuragao de equilibrio é determinada pelo conjunto de nz que minimiza f. Essa tarefa é com-
plicada demais, nao parecendo ser muito promissora. No entanto, é possivel obtermos informacoes
gerais com algumas aproximacoes.

Em primeiro lugar, vamos simplificar o problema fazendo ¢ — oo. Essencialmente, isso leva a

que todos os GG tenham o mesmo valor em médulo,



‘é‘ = ko, para todos os G (17)

—

Temos que considerar agora apenas os vetores G que encontram-se em uma esfera do espaco
reciproco de raio k.

O termo de terceira ordem, com essa restri¢ao, restringe os vetores da rede reciproca a conjunto
de trés vetores cuja soma anula-se. Como eles tém o mesmo moédulo, os trés vetores devem formar
um triangulo equilatero. Podemos encontrar apenas trés conjuntos Lg de vetores com mesmo
modulo e que formam triangulos equiléteros fechados, tendo os dois vetores Ge —é, formando
estruturas simétricas. Eles estdo representados na figura 4. A figura 5 mostra, para referéncia, a

rede fec.

(b)

&

Figure 4: Conjunto de trés vetores de mesmo valor absoluto e formando triangulos fechados. (a)
Dois triangulos independentes formados pelos seis vetores G. A direita, esses vetores partindo da
mesma origem e estabelecendo uma simetria hexagonal. (b) Os menores vetores possiveis formando
uma rede reciproca fce. A esquerda temos um oitavo da rede reciproca fcc com trés dos 12 menores
vetores. A figura da direita mostra os 12 menores vetores formando as arestas do octaédro. O
quadrado acef do octaédro encontra-se em um plano e a figura em forma de diamante abcd nao se
encontra no mesmo plano. (c) Icosaédro. (d) Tetraédro e sua imagem invertida. Extraido de CL.



Figure 5: Rede fcc.

No primeiro caso (a), da estrutura planar, temos uma rede hexagonal. Os seis vetores permitem
formar dois triangulos independentes. No segundo caso na fig. (b), temos os 12 vetores que
formam os vértices de um octaédro. Podemos transladar esses vetores para a origem e o outro
extremo localizando-se na superficie de uma esfera de raio ky. Esta claro, se compararmos com
a fig. 5, que esses vetores formam uma rede reciproca fcc. Os vetores de base sao G =G Y2 x
(+£1,41,0), (£1,0,%1),(0,£1,£1). Ela corresponde a uma rede direta bee. O terceiro caso, fig.
(c), temos 30 vetores compondo os vértices de um icosaédro. Essa rede reciproca forma uma rede
direta icosaédra de um quase-cristal. Os 30 vetores transladados para a origem forma uma figura
denominada triacontaédro. Finalmente temos a figura (d). Essa, no entanto, pode ser facilmente
identificada como sendo os vértices do octaédro e, portanto, nao sendo um novo conjunto de vetores.

Uma vez identificados os possiveis conjuntos de vetores, temos que calcular o valor de f(=
fo+ f3+ f1). Para isso é necessario calcular cada uma das ordens de contribuigdo para cada uma
das trés diferentes orientacoes/figuras possiveis. O termo de segunda ordem da expansdo de f é
simplesmente o nimero m de vetores independentes. Podemos escolher nz = m~Y?nq. Temos

assim



Esse valor tem a mesma forma funcional para todos os casos (motivo da escolha de ns).

f3 depende do ntiimero de triangulos p, ao qual cada vetor faz parte. p é um para a rede
hexagonal (cada vértice faz parte de apenas um triangulo independente) e 2 para o octaédro e o
icosaédro, isto é, cada vértice faz parte de dois triangulos independentes o que pode ser facilmente
verificado na figura. Para calcularmos f3 temos que proceder as somatorias em @1, ég, ég. A delta
de Dirac limita as somas ao niimero de triangulos independentes. A primeira somatéria nao tem
restricao e temos m valores para él. Na segunda somatoria, temos 2p valores possiveis, pois sao
esses as duas alternativas possiveis para cada triangulo ao qual o vetor él pertence. Uma vez
fixando él e ég, 0 vetor ég fica automaticamente fixado e ndao h& nenhuma somatéria a mais.

—-1/2

Temos ainda que incluir o termo m para cada ng. O resultado é,

fs=—w Z NG NGy, 06, 1+ Gt Ga0 = —w(2p)(m)(m~?)*nd, = —2pwm~?nd, (19)
G1,G2,Gs

Finalmente, temos que calcular f;. Temos duas possibilidades para que quatro vetores tenham
soma nula. Em dois conjuntos de vetores iguais mas opostos, e formando figura tipo diamante
mas nao planar (caso contrario utilizamos duas vezes os mesmos vetores). Cada vetor pertence a ¢
figuras tipo diamante nao-planares. No caso hexagonal, claramente ¢ = 0. No caso fcc e icosaédro,
q = 4, como pode ser verificado por inspeccao da figura. Por exemplo, para o octaédro, o vértice
ab faz parte dos diamantes abed, abef, abfd e abce. O mesmo pode ser verificado para o icosaédro.
Para o octaédro ha conjuntos de quatro vértices que formam um quadrado planar. Essa estrutura
é composta por dois conjuntos opostos de vetores e ja estd incluida na primeira contribuicao de

f1. Podemos agora proceder a contagem da contribuicao de f;. Temos sex formas de escolher dois

/
G

/

55- Em cada conjunto, G pode percorrer todos

conjuntos de dois n’;s de um conjunto de quatro n

os m vetores do conjunto Lg. A contribuicao dos pares de vetores opostos em fy é

fi=6u| D Ingl* | = Gulm(m™)Pn; = 6un, (20)

G
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O calculo da contribuicao dos diamantes nao-planares é similar a que foi feita para f;. Temos
em ng ng,Nag,ng, M maneiras de escolhermos Gy, 3¢ formas de escolhermos G, duas formas de

escolhermos (G5 e uma tnica de escolhermos G4. O resultado é,

6q 4

I =mx3qx2x (mng)u="niu (21)
m
O resultado total é
f1 = 6ung. + @wf‘ = 6u (1 + i) n (22)
a T WG m) "¢
Reunindo todos os termos, temos
L o5 —1/2, 1/3 q 4

f= 371G 2wpm™ " ng” + 6bu (1 + E) Ne; (23)

Analisando f, podemos dizer que a fase que melhor é favorecida para estabilizar-se é aquela
com valor de f3 maior em relacao a f;. O maior valor de f3 acontece para os valores menores de

m e maior valor de p. Calculando para os trés casos, os resultados estao expresos na Tabela 1.

’ \ hexagonal \ fce \ icosaédrica ‘

m 6 12 30

» 1 3 3

q 0 1 1
p*m~1/2 1/6 1/3 2/15
r./(w?/3u) 1/6 1/4 2/17

Table 1: Valores caracteristicos dos parametros geométricos e das grandezas relevantes para a
estabilizacao da rede no congelamento.

O maior valor acontece para a rede reciproca fcc. A rede hexagonal tem valor de m baixo mas
seus vértices participam de apenas um triangulo. O termo de quarta ordem influencia apenas na
determinacao mais precisa da temperatura de transicao mas nao altera a prioridade da rede para
o congelamento. Podemos agora utilizar os resultados obtidos na transicao isotropica-nemética e

calcular a temperatura de transicao:

12



(2wp)®  _w®  p?

(.- =
re =a(T, — =— = —
26u(m+q) 3u(m+q)

(24)

Os valores de 7./(w?/3u) estao apresentados na taltima linha da Tabela 1. A temperatura de
transigao para a rede direta bee, The., € a maior. Uma andlise mais profunda (ver ref. 2) mostra que
a rede direta bcc é a rede estavel quando comparada com as outras duas para toda temperatura
T < Tbcc-

Esse resultado é extraordinirio. Mesmo com todas as aproximacoes feitas, chegamos a um
resultado que corrobora muitas das observagoes experimentais, mencionados no inicio dessa secao.
Como podemos melhorar esse resultado e, em particular, considerar a formacao de outras redes
diretas, como a fcc? Para isso, duas aproximagoes precisam ser relaxadas: (i) incluir termos de

ordem maior em ng e (ii) incluir os picos secundarios de S, (k).

11.2 Critérios para congelamento

Critério de Lindemann: Um dos primeiros critérios para a fusao de um solido foi proposto por
Frederick Lindermann, em 1910 (ref. 4). A proposta era que quando a temperatura fosse tal que a
vibracao dos atomos em torno do ponto fixo da rede cristalina atingisse uma certa porcentagem da
distancia intra-atomica, entao o cristal passaria para a fase fluida. Lindemann utilizou o teorema
de equiparticao de energia. Nesse caso, temos

kgT

1
Upot = EK = EMWZ <U2> = T (25)

onde u ¢ o deslocamento do atomo em relacao a sua posicao de equilibrio. Utilizando o modelo

de Debye,

th = ]fBTD (26)

O critério de Lindemann é que a fusao ocorre quando a vibragao atinge uma certa porcentagem

da distancia inter-atomica (por. ex., 10%), ou seja, \/(u?) = cpa, onde a é o parametro de rede e

13



cr, o parametro de Lindemann. Podemos escrever a temperatura de fusao, 7,,, como

_ MkBTLQJ C2 a2

(27)

A figura 6 mostra uma comparagao entre T, medido e MT3a? para varios materiais. Vemos
que o critério de Lindemann é apenas indicativo. No entanto, dado a simplicidade do argumento

(“estamos” em 1910!), o resultado ainda ¢ surpreendente.
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Figure 6: Temperatura de fusao 7T}, em funcao de MTAa? para varios compostos. Extraido da ref.
5.

Critério de Hansen-Verlet: O critério chamado de Hansen-Verlet estabelece uma relagao max-
ima entre S, (ko) e Sun(k — 00) = ny. Célculos de dindmica molecular para gases de particulas
interagindo por uma interagao de Lennard-Jones ou por interacao coulombiana preveem uma razao
entre esses valores de 2,7 na temperatura de transicao de fase liquido-solido, T,. Essa razao é o
chamado critério de Hansen-Verlet (ref. 6). Ele esta diretamente relacionado com nossa aprox-
k

imacao que Snn(lg) atinge um maximo em = ko na temperatura de transi¢do. Resultados

experimentais vao nessa dire¢ao; um liquido, quando o primeiro pico expresso como Sy, (ko)/no
ultrapassa 2, 7, o congelamento tende a ocorrer. Para termos uma estimativa desse valor na teoria

de campo médio, temos que conhecer os parametros a,w,u. Podemos fazer uma analise dimen-

14



sional. w possui unidades de energia vezes o volume ao quadrado enquanto que u possui unidades
de energia vezes o volume ao cubo. Logo, w?/u tem unidades de energia vezes o volume. A unidade
de energia natural para o nosso estudo é a temperatura de transicdo 7,. A unidade natural de

volume ¢é o inverso da densidade, n, ! Podemos escrever entdo,

W ple (28)

onde temos b é um fator de ordem unitaria. Temos entao, para a rede bcc,

Snn(k()) E Tc o B
ng 1. (w?/3u)(1/4)ng b

(29)

e, portanto, um valor b ~ 4 é suficiente para satisfazer o critério de Hansen-Verlet.

11.3 Correcoes para a teoria

O resultado obtido na aproximacao simples discutida é interessante mas sabemos que nao sao todas
as estruturas que cristalizam na rede direta bce. Outras redes de bravais também sao possiveis,
como é bem conhecido. A questao entao é como essas outras redes podem ser estabilizadas? Ou,
de forma mais especifica, como a rede direta fcc pode se tornar a rede de equilibrio do sistema,
isto é, a de menor energia livre? A resposta imediata é que temos que relaxar as aproximacoes
realizadas. Em particular temos: (i) incluir os termos de ordem superior no parametro de ordem,
isto é, termos do tipo n% e termos de ordem superior. (ii) Eliminar a restrigao ’Cj‘ = ko, isto
é, fazendo c finito e (iii) incluindo picos de ordem superior do fator de estrutura do liquido. A

contribuicao mais importante é a segunda. Se eliminarmos essa restri¢ao, os termos de terceira

# ko. Podemos escrever essa contribuicao para a

ordem acoplam ng onde ‘é’ = kg com )62

densidade de energia livre na forma

, 1
f2 = 5Mmalg, |TL@2

‘ 2
2

2
—vgnghg, (30)
onde my é 0 nimero de vetores de onda (G5 iguais a soma de dois vetores GG de valor absoluto
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ko e g ¢ um fator combinatorial. Minimizando f; em relagdo a ng,, temos

ofs 9
O g I ot =
vg 2
=ng = ——|ng
nga, marg, |TLG|
1 U292 4 vg 4
= f5 = —marg ——5— |nal” —vg——Ing
= g g nal' — v ind
1 v%¢? "
S L 31
mgré

Temos uma correcao negativa no coeficiente v para a energia livre total. Mesmo que nos
limitemos ao primeiro pico em Snn(lg), se relaxamos a restricio ¢ = oo, ja devemos ter rg # 0.
As contribuigoes para ng, e f5 dependem do valor de rg,- Para as redes reciprocas hexagonal
e fece, temos G5 — ki = 2k, k§ respectivamente, ou seja, rg, > 1 e, portanto uma pequena
contribuigdo para fi. Para a rede reciproca bee (rede direta fec), temos G3 — k2 = k2/3, ou ainda,

(G2 — ko)/ko = 0, 15.

’ rede reciproca \ hexagonal \ fcc \ bee ‘
| G-k | 2k | k3| K3/3]

Table 2: Valores de G3 — k2 para as diversas redes consideradas.

Portanto, a inclusao desse termo contribui para estabilizar os cristais na rede fcc direta, mesmo
que nao haja tridngulos fechados na rede reciproca.

Para que o quase-cristal icosaédrico seja estavel, pela teoria de Landau, temos que incluir
também o segundo pico em Snn(E), o qual tem que ser significativo na medida que a temperatura
diminui (ver a discussao no CL).

Uma tltima observacao refere-se a possibilidade de termos um material onde w = 0. Isso, a
principio, é possivel, com a escolha cuidadosa dos atomos envolvidos. O resultado é que nesse caso

a teoria de Landau prevé uma transicao de fase de segunda ordem. Nao é isso que acontece, com o

material continuando com uma transicao de primeira ordem. A contribui¢ao para isso tem origem
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nas flutuacoes.

11.4 Density functional theory

A principal dificuldade no modelo que discutimos até agora reside no fato que a transicao liquido-
solido ¢é de primeira ordem e, em geral, fortemente de primeira ordem. Seria interessante buscarmos
uma teoria que (1) permitisse uma descrigao valida mesmo quando o parametro de ordem muda
por valores significativos e (2) incorpore o maximo possivel de informagao da fase liquida. Uma
teoria para isso, fenomenologica, foi desenvolvida por Ramakrishnan e Yussouff (ref. 3). Ela vai
passar por intimeras alteracoes e aperfeicoamentos que nao vamos detalhar aqui. Vamos apenas
alinhavar seus principais pontos, seguindo CL e, no final, ressaltaremos as dificuldades e possiveis
direcoes para aperfeicoa-la.

O ponto de partida é o funcional para a energia livre do gas clissico nao interagente com
uma densidade (n(7)) a qual serd comparada com a energia livre de um sistema similar mas com

densidade uniforme n;. Para isso, utilizamos a expressao deduzida anteriormente para a energia

livre,

f = kgTn[In(n\?) —1]
h
(2rmkgT)'/2

e generalizd-la para o caso de energia variavel,

!

AFLT, (n(F) ,m] = F[T,(n(r)] — F[T,n]
_ / AFT (n(7) [In((n(7) X*) — 1] — / AFTmIn(n?) — 1]
= /dF{T[<n(ﬁ> In((n(r) /m) — ((n(7)) — )]

— T (n(7)) In(nmA*) + Ty In(n;A\*)}
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= /dF{T[<N(F)> In((n(r) /m) — ((n(7)) — )] — w((n(7)) —m)} (33)
onde utilizamos

w = TIn(n\?) (34)

A segunda derivada da energia livre em relacao a (n(7)) calculada em (n(7)) = n; é o inverso

da susceptibilidade,

X (7, 7)) = TS, (7, 7) = T, 6(F — ) (35)

Para uma descri¢ao correta da funcao de correlacao de par do liquido de referéncia, ¢ introduzido

uma contribui¢do de segunda ordem em on(7), onde

on(r) = (n(7)) —m
com coeficiente
—Cy(7, 1) = S_l(F, ) — nflé(F— )

Na aproximacao de Ramakrishnan e Yussouff apenas a energia livre do gas nao-interagente é
utilizada para descrever grandes desvios em (dn(7)), desprezando termos superiores. A expressao

para a energia livre é em termos do grande potencial em relacao ao liquido de referéncia,

AW = /dﬂKn(F)Hn((n(F»/m)—((n(F)>—nz)]

- %T / diCy(7, )8 (n () 8 (n(i)) — / dridp (n(r)

e a equacao de estado para (n(r)) é obtida minimizando AW:
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OAW/EBT 0 (n(7) Jme) — %szT / A7 Ci(F — 1

d (n(7))

Essa equacao pode ser reescrita na forma

onde

BUL(7) = B+ / 47 Cy(7 — )6 (n())

As solugoes dessa equagao devem ter a forma

(n(r)) =ns(1+ Z néeié.F)

G#0
onde
n—a
G
Ng = —
A

Em geral, os atomos do sélido estao fortemente localizados nos sitios da rede, mesmo préximos
da temperatura de fusao. Isso siginifca que temos que usar muitas componentes da densidade

para obtermos uma descri¢ao razoavel. Uma alternativa é escreve a densidade média em termos
de gaussianas:

3/2 _ R

— Vo & —a(r— 2/q2 _ iG-T

(n(r)) = ns—a3 7o E e (T=H)*/a® = ns(1+ E nae )
G+#£0

onde
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onde os bls sdo os vetores primitivos da rede reciproca e a é o valor absoluto dos vetores da

rede direta, para uma rede cibica. Os parametros de ordem se escrevem agora na forma

—G?a? /4
Ng=¢

Se a é grande, podemos desprezar a superposicao entre gaussianas em sitios vizinhos. Nesse

caso, temos

=L o 3/2]
TTL[V = E) {1Il ns/m)(vo/a )(Oé/ﬂ' / 3/2}
— [(ns/m) = 1] = (ns/n) Ap
B % (7= 0)[1 = (ns/m))* — %Z(ns/m)zCz(é)G_GQaZ/m

G+#£0
A solucao é encontrada minimizando essa expressao para valores de n;, T, Ay em relagao aos
parametros variacionais «, a, ns/n;. Se o sistema for imcompressivel, entdao ns/n; = 1 e temos ape-

nas dois parametros variacionais: a que especifica o tamanho da célula unitaria e o que especifica

o grau de localizacao da densidade média na célula unitaria.

Comentdrios:

Muito tem sido discutido sobre a aplicagao da teoria de Landau para as transicoes liquido-
solido e o modelo do funcional de densidade (classico). No que apresentamos aqui, ha varias
aproximagcoes que enfraquecem as conclusdes. Para uma revisao da teoria de campo médio nesse
problema, recomendamos os artigo de Baus (1990), ref. 7 e de Singh (1991), ref. 8. A seguir

faremos apenas algumas observagoes criticas em relacao aos resultados discutidos aqui.
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A solugao do modelo de Ramakrishnan e Yussouff prioriza também o primeiro pico do fator
de estrutura do liquido. Com isso, C; é truncado nos seus primeiros termos. O resultado é

bastante promissor.
O resultado, no entanto, é instavel em relacdo a pequenas variagoes em Cy(7, 7).

A inclusao de ordens maiores no calculo leva ao aparecimento de oscilacdes no resultado, com

possibilidade da transicao de fase aparecer e desaparecer.

Essas dificuldades podem ser contornadas com o uso de uma descricdo gaussiana para a

densidade, como apresentamos aqui.

A expansao truncada em poténcias da variagao da densidade também trés problemas de con-
vergéncia. Esses sao mais dificeis de serem contornados. Novamente, os resultados indicam
que a proposta de RY aparentemente otimiza as chances de sucesso. Nao esta claro porque

1SSO acontece.

Métodos alternativos nao-perturbativos foram introduzidos. Mencionamos dois deles: a
aprozimacao da densidade ponderada (“weighted-density approximation” - WDA) (ref. 9)
e a aprorimac¢do do liquido efetivo (ref. 10). A primeira utiliza uma versdo da fungao da
densidade local enquanto que a segunda busca uma solu¢ao nao perturbativa do funcional

de densidade.

21



References

1]

2]

3]

4]
[5]

(6]
7]

18]

9]

[10]

P.M. Chaikin and T.C. Lubensky, Principles of Condensed Matter Physics,

Cambridge University Press, 2000.

S. Alexander e J. McTague, Should All Crystals Be bec? Landau Theory of Solidifi-

cation and Crystal Nucleation, Phys. Rev. Lett. 41, 702 (1978).

T.V. Ramakrishnan e M. Yussouff, First-principles order-parameter theory of freezing,

Phys. Rev. B 19, 2775 (1979).
F.A. Lindermann, Z. Phys. 11, 609 (1910).

G. Grimvall e S. Sjodin, Correlation of Properties of Materials to Debye and Melting

Temperatures, Phys. Scripta 10, 340 (1974).
J.-P. Hansen e L. Verlet, Phys. Rev. 184, 150 (1969).

M. Baus, The present status of the density-functional theory of the liquid-solid tran-
sition, J. Phys. Condens. Matter. 2, 2111 (1990).

Y. Singh, Density-Functional Theory of Freezing and Properties of the Ordered Phase,
Phys. Rep. 207, 351 (1991).

P. Tarazona, Mol. Phys. 62, 375 (1987), P. Tarazona, Phys. Rev. A 31, 2672 (1985),
W.A. Curtin e N.-W. Ashcroft, Phys. Rev. A 32, 2909 (1985).

M. Baus e J.L. Colot, Mol. Phys. 55, 653 (1985).

22



