Part VII

Teoria de Campo Médio

11 CAlculo da fase condensada: visao microscopica

Vamos discutir brevemente como podemos calcular os estados de equilibrio da fase condensada, em
particular o so6lido cristalino, a partir das equacoes microscopicas. Nao consideraremos os aspectos,
importantes, das propriedades de simetria, para o qual recomendamos o capitulo 8 do Mr (ref. 1).
Vamos discutir apenas a Teoria do Funcional de Densidade (“Density Functional Theory” - DFT)
e algumas técnicas de célculo da energia eletronica dos solidos cristalinos. Para isso, utilizaremos
os capitulos 9 e 10 do Mr (ref. 1), o artigo de revisao de K. Kapelle (ref. 2) e o livro de Martin

(ref. 3), além de outras referéncias citadas nas notas.

11.1 Teoria do Funcional de Densidade

Consideremos inicialmente o problema de N elétrons na presenca de M fons com carga Z:
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Vamos escrever agora
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A grande dificuldade do problema reside no termo U. Se soubermos resolver 7' + U , podemos
resolver a equagao de Schrédinger para qualquer potencial externo V. Esse pode ser tanto para
uma molécula, um condensado qualquer, ou um sdlido cristalino. Podemos representar a solucao

da equacao de Schrodinger de forma esquemética na forma

—

v(7) = Bq.5ch. V(71,5 ..., TN) =(w|...|w) Observéveis (6)

Entre os observaveis, por exemplo, temos a densidade de particulas, n(r):

n(f) = N/da...di\p*(ﬂ,...,FN)é(F—ﬂ)\lf(&--.fzv)
_ <\11 Za(f—m \11> (7)

A questao resume-se (sic) portanto a resolver a equacao de Schrodinger para N — particulas.

Sabemos que esse problema é extremamente complicado. Duas técnicas gerais podem ser aplicadas:
i) Métodos perturbativos diagraméaticos baseados no diagramas de Feynman e fungdes de Green;

ii) Métodos de interagao de configuracao (CI), que basicamente constitui-se em uma expan-



sao sistematica em determinantes de Slater, limitados ao niimero de estados de uma particula
considerados na sua construcao.

Ambos métodos sao de dificuldades consideraveis. O método CI, por exemplo, permite sua
aplicacao apenas a um numero limitado de particulas. A teoria do funcional de densidade é uma
alternativa. Essencialmente, ela propoe uma alternativa para resolver T+U , essencialmente,
mapear o problema de N-particulas com U em um problema de uma particula sem U. Para isso, a
densidade n(7) deixa de ser apenas um observador para ser uma variavel fundamental na descri¢ao
do problema. Essa teoria foi introduzida por Hohenberg e Kohn (ref. ) em 1964 e resume-se nos

seguintes teoremas (ver ref. 3):

e Teorema I: para qualquer sistema de particulas interagentes na presenca de um potencial
externo v(7), o potencial externo v(7) pode se determinado de forma tnica, exceto por uma
constante, pela densidade de particulas do estado fundamental, ng(7).

Corolario I: Uma vez que o hamiltoniano é completamente determinado, exceto por uma
variacao rigida na energia, a funcao de onda de muitos corpos para todo os estados, funda-
mental e excitados, é determinada. Logo, todo as propriedades do sistema sao completamente

determinadas se conhecemos a densidade do estado fundamental, ng(T).

e Teorema II: Um funcional universal para a energia E[n| em termos da densidade n(r) pode
se definido, valido para qualquer potencia externo v(7). Para um potencial particular v(7),
a energia exata do estado fundamental do sistema ¢ um minimo global desse funcional e a
densidade n(r) que minimiza esse funcional é a densidade extada do estado fundamental,
no (7).
Coroléario II: O funcional E[n| ¢ suficiente para determinar a energia e a densidade exatas
do estado fundamental. Em geral, os estados excitados do sistema devem ser obtidos de

outra forma .

Esquematicamente, a teoria de HK pode ser representada na forma,
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Vamos demonstrar os teoremas. O primeiro teorema demonstramos por contradi¢ao. Consider-
emos que temos dois potenciais externos que diferem por mais que uma constante, vl (f') e vl ( )
e que levam a mesma densidade para o estado fundamental, ny(7). Os dois potenciais levam a dois
hamiltonianos diferentes, H™ H?), os quais produzem dois estados fundamentais diferentes (esta-
mos nos limitando ao caso ndo-degenerado), U (#V), W@ (7). Como ¥ (#V) nio é auto-estado
de HM, temos

ED — <q;(1) |'H(1)’ \Il(l)> < <\1;(2) ’7—[(1)‘ q;(2)> (8)

O 1ltimo termo pode ser escrito na forma

<\If(2) ‘7_[(1)| \11(2)> _ <\1;(2) ’H@)‘ \1/(2)> + <\I/(2) |H(1) _ 7_[(2)| \1;(2)>

_ EO 4 / A7 [oV(7) — 0@ (7)] () (9)

Ou seja,

EW <E2)+/dr[ (7) — 0@ (7] () (10)

Podemos inverter os indices e calcular £ da mesma forma:

E® < B+ [ a7 o)~ o) (7] no(r) (1)

Somando as duas equacoes, temos



EV 1+ E® < gV 4 E® (12)

o que ¢ uma desigualdade contraditéria. Ou seja, nao é possivel termos dois potenciais ex-
ternos, que diferem por mais que uma constante, produzindo a mesma densidade para o estado
fundamental.

O corolario segue uma vez que o hamiltoniano é determinado de forma tnica, a menos de uma
constante, pela densidade do estado fundamental. Em principio, qualquer funcao de onda pode ser
obtida a partir desse hamitoniano. A funcao de onda do estado fundamental é aquela que produz
a menor energia.

Para demonstrar o segundo teorema seguimos os passos do artigo original. Basicamente, nos
restringimos as densidades do estado fundamental paa os hamiltonianos que possuem um potencial
externo. Essas densidades denominam-se “representacao-V”. Para uma discussao sobre o assunto,
ver a ref. 2. Dessa forma, todas as propriedades do sistema, tais como sua energia cinética, sao

unicamente determinadas pela densidade n(7). Podemos escrevé-las de forma funcional,

Euxln] = Tln]+ Uln] + / A7 (Fn(F)

Fuxln] + / 7o (F)n () (13)

onde o funcional Fy[n] inclui todas as energias internas,

Fuxcln] = Tln] + Uln (14)

Fr[n] € um funcional universal por construgdo uma vez que a energia cinética e a energia
interna sao fungoes apenas da densidade. Consideremos agora a densidade do estado fundamental

nM(7), correspondente ao potencial externo v(*)(7). Temos



EW — EHK[n(l)] _ <\1;(1) ‘7_[(1)| \I/(l)> (15)

Consideremos agora a densidade n? (), correspondente a funcdo de onda ¥ (7). Temos entdo,

L — <q;(1) !’H(l)‘ \p(1)> < <\p(2) ‘7—[(1)} q;(?)> — E® (16)

Portanto, a energia da eq. 13 calculada com a densidade ng(7) é a menor energia possivel em
relagdo a qualquer outra densidade n(7). Com isso, se conhecemos o funcional Fpg[n], podemos
minimizar a equagao 13 em relacao a densidade para obtermos a densidade do estado fundamental

e sua energia. Observe que nada é dito sobre os estados excitados.

11.2 O método de Kohn-Sham

Essencialmente, a idéia de Kohn e Sham é que, uma vez que a densidade de particulas pode ser
escrita a partir da funcao de onda do estado fundamental, podemos minimizar o funcional da
energia a partir da funcao de onda e nao da densidade. Para isso, KS substituem o problema de
um sistema de muitos corpos interagindo por um sistema auxiliar, o qual pode ser resolvido mais
facilmente. O ansatz de KS assume que a densidade do estado fundamental do sistema original
interagente é igual a de um determinado sistema nao-interagente. Isso leva a equacgoes de particulas
independentes para o sistema nao interagente que podem ser resolvidas com as dificuldades do
problema de muitos corpos incorporadas no funcional da densidade para o termo de correlacao e
troca.

O ansatz de KS tem duas hipoteses principais:

e A densidade exata do estado fundamental pode ser representada pela densidade do estado
fundamental do sistema auxiliar de particulas nao interagentes. Essa é a chamada “repre-

sentabilidade V-nao interagente”.

e O hamiltoniano auxiliar é escolhido tendo o operador de energia cinética usual e um potencial

efetivo local vZ;,(7) atuando no elétron com spin o e posigao 7"
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Esquematicamente, ele pode ser resumido na forma

Vext(T) P no(r) PLEN no(r) 25 Vis(r)
J ) ft (¢
wi({r)) = Y({r) Yicin(r) & ()

O hamiltoniano auxiliar se escreve na forma

hV?
= —— +V 17
Moo = =5+ V() (7

A forma de V7(7) sera discutida mais tarde. Para o sistema de particulas interagentes, N =
N¥+ N, existe um estado fundamental com um elétron para cada um dos N orbitais ¥7 () com

menor energia €/ do hamiltoniano. A densidade do sistema auxiliar é entao

n(f)=) n(fo)=7) Z 07 () (18)

g o

A energia cinética de particula independente, T}, é

12 N° , 72 N° ,
To = =g 22 2 (WIV) = =50 3 D 194 (19)

g [

e definimos a energia classica de interacao de Coulomb, ou o termo de Hartree, na forma

dependente da densidade,

Euln] = / drar M) (20)

Na aproximacao de KS, o funcional da energia para o estado fundamental de HK para o

problema de muitos-corpos interagente se escreve agora na forma

Ers = Tuln] + / A7 (P + Exn] + Exclnl (21)
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Nessa expressao, bem como em todas as outras, nao estamos incluindo um termo devido a
interacao entre os ions. Esse termo ¢ necessério para estabilizar a solu¢do. Juntamente com v(7),
Ey eles permitem a neutralidade do sistema.

A contribuicao da correlacao e troca do problema de muitos corpos esta toda expressa no termo

Exc[n]. Utilizando as expressoes de HK, podemos expressar esse termo na forma

Exc(n] = Fux[n] — (Ti[n] + Epn[n]) (22)

ou ainda,

Excln] = (T} = Tifn] + {0) — Enln] (23)

Vemos que o termo de correlacao e troca nada mais é do que diferenca entre a energia interna,
cinética e potencial, do problema de muitos-corpos interagentes e a energia cinética do sistema
de particulas independentes e a interacao elétron-elétron desse sistema, expressa pelo termo de
Hartree.

Vamos proceder agora a encontrar as equacgoes de Kohn-Sham. Para isso, vamos minimizar o
funcional da energia em relagao as fungoes de onda dos orbitais de KS, ¥7, uma vez que essas

determinam a densidade e sao determinadas por essa:

o7 (F)  ougr(r) " [571(7*) s T 5n(F)] ST (7). 0 (24)
com o vinculo
<¢f|¢;l> = 050'0ij (25)

e onde escrevemos

Vin] = / dFo(Fyn(7) (26)



Podemos rapidamente calcular,

Ty B
5w7*(F) - 2mv wz( ) (27)
1%
o)~ 1) (28)
on(ro) p
5@0?*(7_") - ¢z< ) (29)

Utilizando o multiplicador de Lagrange para a condicao de vinculo, temos a equagao de Kohn-

Sham, do tipo Schrodinger,

(Hiks — € )v7 (F) = (30)

onde
h2Vv?

fes(7) = =+ () (31)

onde
oF oF
”km::“m+m€b+m€;
= v(F) +op(F) + v%c(7) (32)

A energia de troca e correlacio se escreve utilizando exc(7),

Excln] = / dexc([n], () (33)

onde €% ([n], 7) é a energia de troca e correlagao por particula no ponto 7a qual depende apenas



da densidade n(7, o) em torno do ponto 7. Essencialmente, a aproximacio de Kohn-Sham separa
o termo de Hartree, de longo alcance, do termo de curto alcance, de troca e correlacao, o qual
depende da densidade local. Dai o nome de aprozimac¢ao da densidade local (LDA - “Local-Density

Approximation”). O potencial v%(7) se escreve em termos de exc(7) na forma

o L dexe(n) P
V%e(7) = exc([n], ™) + n(T)W (34)
A energia total do sistema é expressa por
. xs € _ . no(M)no(7) - s
E() = lzl €; — g/drd’lﬂw — /dTvxc(T)no(T) + EXC[HO] (35)

onde, exceto pelo primeiro termo, temos principalmente correcoes por dupla contagem nas

interacoes.

Vamos analisar agora a energia de troca e correlacao.

Energia de correlagcao: aprorimacao variactonal. A equacao de Hartree considera a in-
teragao elétron-elétron na aproximacao classica, isso é, com a funcao de onda sendo descrita pelo
produto das funcoes de onda de uma particula que estao ocupadas. A equacdo de Hartree-Fock
inclui a energia de troca e considera a funcao de onda escrita na forma de determinante de Slater
construido a partir das funcoes de onda de uma particula que estao ocupadas. A diferente en-
tre Exc[n] e a energia de interagao elétron-elétron na aproximacao de Hartree-Fock é definida
como energia de correla¢ao. Como essa energia é calculada partindo de uma funcao de onda mais
geral que a de Hartree-Fock, a energia de correlagao nao pode aumentar a energia total e entao
Ec[n] < 0. Como a fungao construida pelos determinantes de Slater é mais geral que o simples

produto entre as fungoes, temos também que Ex[n] < 0. Logo, Exc[n] <O0.

Energia de correlacao além da aproxrimacao de campo médio.  Vamos escrever a con-

tribuicao da interagao elétron-elétron, U, na forma
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(36)

0 e? /dF F,ﬁ(F)ﬁ(F’) — n(r)o(r — 1)

O termo da funcao delta subtrai a correlacao do elétron com ele mesmo. O valor esperado desse
operador <\I/|U|\I/> envolve o valor esperado do produto da func¢ao densidade, (¥|n(7)n(7")|¥).
O termo de Hartree, substitui essa contribui¢do pelo produto dos valores esperados de n(7) =
(W|n(r)| W), que é a aproximagao de campo meédio. Se escrevermos 1 = n + 0n g, € substituirmos
na equacao 36, vemos que a diferenca entre <\II\U ]\I!> e o termo de Hartree ¢ inteiramente devido
as flutuacgoes ony, € a correcao de auto-intera¢ao no termo de Hartree. As flutuacoes quanticas

em torno do valor esperado estao na origem da correlacao quantica entre as particulas interagentes.

Energia de correlacao: buracos. Ambos os termos de troca e correlacao procuram deixar
os elétrons afastados um dos outros. Isso levou ao desenvolvimento do conceito de buraco de
troca e correlacao, nxc(7,7), a qual descreve a reducdo na probabilidade de encontrarmos um
elétron em 77 se tivermos um elétron em 7. A energia de troca e correlacao pode ser escrita na

forma de uma interacdo do tipo de Hartree, entre a distribui¢a ode carga n(7) e o buraco de XC,

nxc(r, ") = nx(7,7") + ne(r, 1),

Excln] = %2 / ara Mnxolr) (37)

|7 = 7|
a qual define nxc (7, 7). A componente de troca Ex[n] do funcional exato de troca e correlagao

descreve a diminuicao da energia devido a antissimetrizacao da fungao de onda. Ele da origem ao

buraco de troca nx(7,7), o qual obedece a regra de soma

/ difn (7 7) = —1 (38)

O termo de correlagado E¢[n| contribui para uma diminuicao adicional da energia porque elétrons
com spins opostos também evitam uns aos outros. O buraco de correlagao tem sua integral igual

a zero e, portanto,
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/ di'nxo(7 ") = -1 (39)

O buraco de XC também pode ser escrito na fomra

nxc (7, 7) = n(™)(g[n](7,7) — 1) (40)

onde g é a média da funcdo de correlacao de par, g(7,7) sobre todos os valores da interagao
particula-particula, de zero (sistema KS) até <U > (sistema interagente). Essa média é simplesmente

expressa em termos de uma constante de acoplamento «, na forma

1
977 = [ daga(ri) (1)
0
Para a interacao de Coulomb, o = €2.

Observagoes:
e Uma das principais dificuldades do esquema DFT com LSDA reside nos estados excitados.

e Varios desenvolvimentos foram realizados ao longo dos anos procurando generalizar e aper-
feicoar a utilizacao. Entre eles destacam-se a presenca de magnetismo no sistema, isto é,
densidade dependendo do spin, temperatura e a dependéncia temporal, essa Gltima visando
a solucao dos estados excitados do sistema. Ver as referéncias indicadas para uma discussao

sobre esses trabalhos.
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