Part VII

Teoria de Campo Médio

12 Método Variacional

Vamos estabelecer a teoria de campo médio em bases mais solidas. Ou melhor, desenvolver uma
metodologia para encontrarmos um campo médio que possa auxiliar na solu¢cao do problema. O
método variacional que vamos discutir aqui é o apresentado no CL. A idéia é aproximar a matrix

densidade em equilibriopelo produto de matrizes densidades locais de um sitio ou de particula.

12.1 Aproximacao do campo médio

Inicialmente, precisamos demonstrar duas desigualdades. Consideremos ¢ uma variavel aleatoria,
discreta ou continua, e P(¢) > 0 sua probabilidade de distribuigdo. O valor esperado de uma

funcao f(¢) se escreve

(f(¢)) = Tr[P(9) f(¢)] (1)

onde Tr[...] representa a soma ou a integral sobre todos os valores possiveis de ¢. Para um A

qualquer, podemos estabelecer a desigualdade

<67A¢> > ¢~ ME) (2)

Para demonstra-la, basta observarmos que, para qualquer ntimero real, temos
e? > 14 ¢

Logo,



e = M) g AOO) > A A(p— ()] (3)

Tomando a média em ¢,

(e79) > (1= A= (g)) e = e (4)

Vamos considerar agora o caso quantico. Seja A um operador quéantico e |n > um estado

normalizado no espaco de Hilbert no qual A opera. Temos entao,

(n ]ew@\ n) = e Molal) (5)

Para demonstrar essa desigualdade, consideremos um conjunto completo de estados {|p >} nos

quais A é diagonal. Temos entao,

<n ‘G—AA) n> _ oMn]Aln) S (nlp) e (Pl Alp)=(n|4[n)) (1)

> S ) 1= ({p4]7) - (o} 4])) o
= R 1 (o |An) = (i) (p|4] p) <p|n>] (6)
= e Mnld) (7)

onde o ultimo passo é obtido sabendo-se que {|p >} é um conjunto completo de estados.
Consideremos agora um hamiltoniano classico ‘H funcao de um campo cléssico ¢, discreto ou

continuo. Consideremos p(¢) uma distribui¢ao classica qualquer de probabilidades para ¢, onde



A funcao candnica de particao é

Z — TIG_BH(¢) = TI‘ [pe_ﬁ'H(d?)—lnp}

_ (e )

onde (...)p representa a media em relacao a matriz densidade p, F' é a energia livre associada

ao hamiltoniano H e a entropia é

S =—kg(plnp), (10)

Da desigualdade 2 temos

e PP > exp (—B (7—[>p> —kp(Inp), (11)

ou ainda

F < F,=(H),+ksT(lnp),

= Tr(pH) + kgTTr (plnp) (12)

F, é a energia livre calculada para qualquer densidade p. A densidade de equilibrio é obtida
minimizando F, com a restricao Trp = 1. Nesse caso, minimizamos
Fo=F,—((Trp—1) (13)

em relacao a p:

J
%{Osz—i-kBT(lnp—kl)—C:O (14)



onde ¢ é o multiplicador de Lagrange. Da equagao 14 e da restricao Trp = 1 obtemos

¢ =kpT(1—1n2) (15)

Ou seja, o valor minimo de F}, em relagao a p é a energia livre F' do sistema.

Para o caso quantico, utilizamos a equacao

Z = Tre’ﬁH:Z<n}e’BH|n>

Z 6—6(n|7—[|n) _ ane—ﬁ(nﬁ-ﬂn)—lnpn (17)

n

A%

onde p é a matriz densidade e |n > é um conjunto completo de estados para os quais p é

diagonal e

pn = (nlpln) =0 (18)

Podemos considerar a tiltima expressao como sendo o valor esperado de exp (= (n |H|n) —1n p,),

funcao de n, em relacao a um peso probabilistico p,, . Utilizamos entao a desigualda 2, e obtemos

Z > exp [_ﬁ Z pn (Bm (n|H|[n) + In pn)]

> oxp B (H), — (np),] (19)

onde <)p ¢ a média em relacao a p. Essa equacao identifica-se com a equagao 11 do caso

classico. O resto do procedimento segue da mesma forma.



O procedimento para obtermos uma aproximagao do campo médio consiste nas seguintes etapas:

Encontramos uma forma funcional para p que aproxime a matriz densidade real escrevendo-a

por meio de parametros livres nao especificados.

A matriz densidade que melhor se aproxima da matriz densidade real é obtida minimizando

F, em relacao aos parametros livres que definem p.

A teoria de campo médio é obtida pela matriz densidade expressa como um produto de

matrizes densidade para particulas tinicas independentes.

e Nesse caso, se p, ¢ a matriz densidade de uma tinica particula dependendo apenas dos graus

de liberdade da particula «, a matriz densidade do campo médio é

p=]]re (20)

A energia de campo médio é

F,=(H),+ /{;BTZ Tr (pa In pa) (21)

Temos duas maneiras de buscarmos a minimizagao do funcional 21:

1. Escrevemos p, parametrizando-o com o parametro de ordem (¢,) para a transicao de fase

desejada. Essa parametrizacao satisfaz a condicao

Trp, =1

onde

Tr (pata) = <¢a> (22)



O parametro variacional é simplesmente o parametro de ordem (@,). Se ndo ha nenhum
acoplamento linear do hamiltoniano com campos externos, entao F, é a energia livre de

Helmholz F'({¢)). Na presenca de um campo externo h, entao

F,= F((6) - Vh{g)e (23)

—

e a funcdo ¢ andloga a W (T p, (n(7))).

2. O outro caminho a seguir é considerar p, como sendo a funcao variacional e buscarmos a
melhor forma do funcional em termos das variaveis dindmicas da particula o minimizando
F,, em relagao a p,. Esse procedimento é mais geral no entanto a conexdo entre F, e F'((¢))

nao é sempre direta.

O CL discute o primeiro caso no modelo de Potts e o segundo no modelo O(n) de Heisenberg e
para um plasma classico. Por falta de tempo, vamos discutir apenas o caso do plasma deixando

os outros dois exemplos para estudo individual.

12.2 Teoria de Debye-Hiickel

Vamos considerar o caso classico de um plasma em equilibrio, formado por cargas moveis e de
sinais opostos. Essa teoria é bastante utilizada em diversas situagoes, como a teoria de eletrolitos
onde varios fons em solucao estao presentes e a blindagem eletronica em semicondutores dopados.
Vamos nos restringir ao caso de duas cargas diferentes, positiva Q)4 e negativa, Q_ = |Q4|. A

neutralidade de carga estabelece a condicao

QN +Q N =0 (24)

onde N, e N_ sao respectivamente o numero de cargas positivas e negativas. Vamos chamar
de 7} a posigao das particulas positivas e 7 a posigdo das particulas negativas. Consideremos a

presenca de um potencial elétrico externo ¢®** . O hamiltoniano é entao



Z QoQuU (75 — +ZQa¢m (75) (25)

aﬁaa

onde
2

U0 = 15

é o potencial coulombiano de interagao entre as cargas.

(26)

Queremos determinar as densidades de carga e as fungoes respostas da densidade de carga na
aproximacao de campo médio. Para isso, escolhemos uma representacao para a matriz densidade
total p em termos das matrizes densidade de particulas unicas, pi (%), p—(7%), para as cargas

positivas e negativas:

= | RGA] | VGa) (27)
o B

A densidade de nimero de particulas é

(ny (1)) = <Z§ r—ri> = Nip(7) (28)

Podemos portanto utilizar tanto p+ como ny como funcoes variacionais. A densidade total de

carga e

(rQ) = Q1 (n4 (7)) + Q- (n(7)) (29)

e a energia livre variacional é

Fy = 5 [ 4 (o) U= 7) (pol) + [ dF{pol) 67

b kT / a7 (., (7)) m% b kT / a7 (n_ (7)) 1n<"Nﬂ (30)

A equacao de estado na aproximagao de campo médio é obtida minimizando F}, em relacao a



ny com a condigao de vinculo de conservacao das cargas de cada tipo:

(5Fp . nni(F) ) —
St = ko (1 =0 1) Qu() = pa (31)

onde p4 sao os multiplicadores de Lagrange, identificados com os potenciais quimicos, e

©-

—
=y

~—
Il

[ U= (o) + 675
= )+ o )

onde o potencial é composto do potencial externo ¢°**(7') e por um potencial induzido ¢™"%(7)

originado da densidade de carga (pg(7)). Os multiplicadores de Lagrange sdo escolhidos de forma

que
[ 4 st} = N (33)
e entao
N
(ni(F)) = e Qo knT (34)
Zy
e
Z, = / - Qed(®) k5T (35)

O potencial induzido depende das densidades de carga o que torna o porlbema auto-consistente
para as densidades de carga. Para o caso em que ¢°**(7) = 0, a solucgéo é simples: a densidade de
carga média (pg) e o potencial ¢(7) anulam-se e ZL =V e (ny(r)) = (ny) = Ny/V,onde V é o

volume do sistema.



Funcao resposta da densidade de carga e constante dielétrica

A funcao resposta da densidde de carga é

3 (p()
01 (7)

O sinal negativo foi introduzido porque o hamiltoniano externo é positivo e nao negativo como

Xpp(75 7)) = — (36)

utilizado usualmente.

A resposta linear de (ny (7)) em relagao a ¢°**(7) é obtida por meio da expressao 34,

6 (na() _ Qs 60(F)  {ns)” / 47 09)

So () kel " gy TN, ) (37)

onde utilizamos (ny (7)) = (ny), para um sistema espacialmente uniforme em equilibrio quando

¢t & zero. A funcao resposta da densidade de carga é

0 (n () 0 (n—(7)

X))+ sgete)
k2 0o(T)
Eéqbext 7?7) (38)
onde utilizamos
2 2
Q+J§Z+> + Q]§n> = %(QJrNJr +Q-N_)=0 (39)
e definimos
W= (@ ) @ n) (40)

que é o inverso do comprimento de blindagem de Debye-Hiickel.
A funcao resposta da densidade de carga é proporcional a resposta do potencial total ao po-

tencial externo. Calculamos essa resposta por meio da eq. 32:



00(r) s o o
sy 00T - /dyU(T—y)xpp(y,r) (41)

Essa ¢ uma equacdo auto-consistente em x,,(7,7"), que pode ser resolvida utilizando a eq. 38

e a transformada de Fourier do potencial coulombiano, U(q) = 47/¢*. O resultado é

/€2 :‘<Q2
Xpo(@) = _?pr((f)"‘ﬂ
52 q2
= Xpp(Q) = P (42)

que ¢ a transformada de Fourier da funcao resposta da densidade de carga. O significado de x
fica clara nessa equacdo. Devemos observar que, diferentemente de sistemas neutros, x,,(¢) tende
a zero na medida que ¢ tende a zero, o que indica que a densidade de carga ¢ incompressivel para

¢ = 0. Essa é uma consequéncia da interacao de Coulomb ser de longo alcance.

A constante dielétrica e a blindagem elétrica

Vamos examinar a resposta dielétrica, ou seja, a resposta do sistema na presenca de cargas e
de um campo elétrico externo para sistemas isolantes. A resposta é escrita em termos do tensor
dielétrico €;; que relaciona o vetor deslocamento elétrico D ao campo elétrico E por meio da relacao
D; = €;;F;. Para condutores com cargas moveis, a constante dielétrica, ou seja, a funcao resposta
para vetor de onda nulo é infinita. A constante dielétrica para vetores de onda finitos e a frequéncia
nula pode ser definido em termos da resposta a um deslocamento elétrico variando espacialmente

D(7) em relacio a um campo elétrico variando no espaco E(7):

Para sistemas isotropicos, o tensor dielétrico pode ser separado em uma resposta longitudinal

e outra transversal. A transformada de Fourier pode entao ser escrita na forma

10



€ii(q) = €.(9)Giq; + er(Q) (0i5 — Gidy) (44)

onde ¢; = ¢;/ |q]. Para situacoes estaticas (isto é, sem resposta temporal), os dois campos E e

D sao irrotacionais e podem ser expressos como gradientes de um potencial. O campo elétrico é

determinado pelo potencial total ¢(7) e o deslocamento elétrico pelo potencial externo ¢°*:

—ﬁgb

=
I

-l
I

_6¢ext <45)

Dessa forma, a resposta de D e E ¢ determinada pela parte longitudinal do tensor dielétrico,

89
€r (T ) 5(bem(7_’7) (46)
EZI((D =1- U(@Xﬂp(q_) (47)
ou ainda
er(q) =1+ 2 (48)

A funcao dielétrica diverge para ¢ — 0. Ela funcao dielétrica é a resposta do potencial total
ao pontencial externo, nos permitindo calcular ¢(7) se conhecemos ¢°**(7). Consideremos por

exemplo uma carga pontual () localizada na origem. O potencial que ela forma é

P=(r) = e (49)

ou ainda

11



oD = — (50)

O potencial total na presenca das cargas livres é

() 4AnQ
(a) = (@) ¢+ K2

(51)

ou,

A= @ i
(") 7 (52)

O potential total decai para zero com o comprimento k!

, enquanto que o potencial decai
algebricamentee para zero. Esse resultado é o que conhecemos por blindagem (ou “screening”).
Essencialmente, as cargas formam uma nuvem de blindagem em torno da carga pontual externa,

diminuindo seu potencial.

Transi¢ao de Mott em semicondutores Essa analise esta baseada no livro do Kittel (ref. 2).

A blindagem do potencial coulombiano por um gas de elétrons tem encontrado intimeras apli-
cacoes e foi introduzido inicialmente por Yukawa para tratar de problemas de fisica nuclear. Em
matéria condensada, esse nivel de aproximacao ¢ conhecido como “blindagem de Thomas-Fermi”.
Aplicado para o célculo de niveis ligados de impurezas razas (como Si em GaAs, por exemplo)
(ver Phys. Rev. 134, A1235-A1237 (1964) Bound States in a Debye-Hiickel Potential) mostra que
acima de uma certa concentracao de elétrons o estado ligado de uma impureza tipo hidrogendide
deixa de existir e temos uma transicao de Mott para o estado ligado do elétron na impureza. Nesse

caso, o inverso do comprimento de Debye é o vetor de onda de Thomas-Fermi e se escreve

4 2
K= g = —n'l? (53)

onde n é a concentracao de portadores (elétrons para uma impureza doadora) e €, é a constante

dielétrica estatica do material. A condicao para a nao existéncia de estados ligados é

12



me? 1
> —— 4
Iwr 2 < Cffg) (54)

onde aj é o raio de Bohr efetivo. Podemos escrever entao,

nBay > 0,25 (55)

como sendo a condi¢ao para a nao existéncia de estados ligados.
Curiosamente, para sistemas quase-bidimensionais (impurezas hidrogenoides/rasas em pocos
quanticos de semicondutores, por exemplo), ndo hé transicao de Mott e sempre ha um estado

ligado.

A figura 1 exemplifica a transicao de Mott medida no Si dopado com P.

13
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Figure 1: (Superior) Potencial de Thomas-Fermi e (inferior) condutividade a “T" = 0 K" em funcao
da concentracao para o Si dopado com P. Resultado experimental extraido de R.F. Rosembaum
et al., Phys. Rev. Lett. 45, 1723 (1980).

Plasma de elétrons-buracos Essa analise estd baseada no livro de Klingshirn (ref. 3).

Uma outra situacao bastante estudada em semicondutores é durante a excitagao 6ptica quando
é criada uma populacao (igual) de elétrons e buracos, constituindo-se em um plasma de elétrons e
buracos. Nesse caso, a relagao entre o raio de Bohr excitonico e o comprimento critico para o qual

nao existe mais estado ligado é

14



axl;' = 1,19

a
R
|
w
»
Il
=

(56)

Se o semicondutor encontra-se em uma situagao nao-degenerada, utilizamos a estatistica classica
de Boltzmann para descrever o gas de elétrons e buracos. Nesse caso o comprimento de blindagem

estd ligado diretamente ao modelo que descrevemos de Debye-Hiickel, [py, e é expresso por

k’ T 1/2
Iy = ( B ) (57)

dre?np

onde np ¢ a densidade do plasma de elétrons e buracos e a densidade para a existéncia do

plasma de elétrons e buracos, ny;, é

4re?a

(58)

Esse resultado é valido para altas temperaturas.
No regime degenerado, temos o que chamamos de blindagem de Thomas Fermi, com o compri-

mento de blindagem 7z, onde

2 _ Ame? on,
r € OE,
(59)
Na aproximacao da massa efetiva e para bandas nao-degeneradas e isotrépicas, temos
1/2
- 12¢2 1\
lrp = [ 5712‘(7”6 + my) <ﬁ> ny/ (60)
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eh? 1 ’
Ny = (1, 19)6(1)_(6 (1262 m) (377'2)2 (61)

Essa densidade é conhecida como densidade de Mott e descreve a transicao entre um gas de
excitons isolantes a baixas densidade e um estado tipo metalico de plasma de elétron-buracos a
altas densidades.

Hé4 intimeras complicacoes para a verificacao dessa fase. Entre elas, o fato que temos de buscar
uma situacao de quase-equilibrio, uma vez que estamos em um estado excitado (opticamente). Para
isso, ¢ interessante que o gap seja indireto, para aumentar o tempo de vida das excitagoes. Para
gap direto, é possivel obter o plasma de elétron-buraco se a intensidade do laser de bombeamento
optico for grande o suficiente. O aparecimento de complexos excitonicos, tais como bi-excitons,
também aumenta a complexidade do sistema real. Um esquema para o C'dS do diagrama de fase

estd na figura 2.
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Figure 2: Diagrama de fase para o C'dS mostrando a existéncia da fase de plasma elétron-buraco
e a fase de gas de excitons e portadores livres. Extraido da ref. | ref. original R. Zimmermann,
Many-Particle Theory of Highly Excited Semiconductors, Teubner Text Phys., 1988.

Condigoes de validade da teoria de Debye-Hiickel

A teoria de campo médio substitui no potencial de Coulomb as coordenadas das posicoes individuais
das cargas por densidades médias as quais sdo espacialmente uniformes na auséncia de potenciais
externos. Nao ha formacao de estados ligados, portanto. A aproximacao é boa quando a energia
cinética domina sobre a energia potencial, ouseja, para temperaturas altas no sistema classico
ou para altas densidades em sistemas fermionicos. Em sistemas classicos, a energia cinética por
particula é 3kgT/2 enquanto que a energia potencial média é da ordem de Q?/ (n)l/g, onde Q, =

Q- =Q e (ny)=(n_) = (n). A teoria de campo médio aplica-se portanto quando

17



kgT <n>_1/3 > Q2

(62)

Podemos chegar a esse valor utilizando o critério de que a flutuacao na densidade de carga deve

ser pequena quando comparada com o quadrado da densidade média de cada tipo de carga, ou

seja,

(Bpa(M)’) < Q* (n)’

Utilizando a relacao entre as correlacoes de densidade na funcao resposta da densidade,

0 (p(7))

obtemos, para um plasma classico,

(Bpo(P]2) = ksT / dcf#xw@ T

0 que nos leva a condicao

kT (%;@)5/2 < Q*(n)?

=T > Q*n)"?

que é o mesmo resultado obtido antes.

18
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