menor ordem diverge, devemos esperar que as outras contribuigoes também divergem.

e Podemos dizer que para d > 4 a singularidade nao é modificada pelas flutuacoes. Isso vale
também se considerarmos as ordens superiores (além da primeira ordem considerada aqui).
Isso nao significa que a teoria de campo médio funciona melhor quanto maior a dimensao.
Os expoentes criticos mudam com d para d < 4 mas permanecem constantes e iguais aos

valores obtidos pela teoria de campo médio para d > 4.

e Observando a equacao 60 podemos dizer que, embora a teoria de campo médio falha prox-
ima a T, ela produz resultados aceitaveis em uma regiao critica, com as flutuacdes sendo
responsavel apenas por uma pequena contribuicao. Pode-se mostrar que a regiao aceitavel
¢ aquela prevista por Ginzburg, ja discutida. Uma discussao sobre esse caso, nesse modelo,

estd no CL.

e Ultima observacao, para entendermos o comportamento critico para d < 4 temos que buscar
solucoes nao-perturbativas. A solucao é a encontrada por K. Wilson em 1971, com a teoria

de grupo de renormalizacao.

2 Grupo de Renormalizacao

As idéias da teoria de grupo de renormalizacao sao construidas ao longo de muitos anos. Nao

vamos aprofundar aqui, mas convém mencionar algumas etapas fundamentais:

e Podemos dizer que a partir da primeira proposta de uma teoria de campo médio (van-der-
Waals, para os fluidos), temos um periodo de desenvolvimento da teoria de campo médio,

entre 1860 e 1937.

e Entre 1937 e 1963/1971 ha um periodo de grande inquietude uma vez que fica claro que a

teoria de campo médio nao funciona para os fendémenos criticos.
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2.1

O trabalho de Onsager, em 1944, que calcula exatamente o modelo de Ising em duas dimen-
soes, deixa claro que a teoria de campo médio nao funciona. Ref.: L. Onsager, Phys. Rev.

65, 117 (1944).

Cyril Domb, Martin Skyes e Michael Fisher (1949) calculam os expoentes criticos utilizando
o método de expansao em séries e mostram que os resultados da teoria de campo médio nao

estao corretor.

Ben Widom identifica a maior parte das relagoes de escalonamento mas nao identifca suas
origens. Refs. B. Widom, J Chem. Phys. 41 ,1643 (1964) e B. Widom, J. Chem. Phys. 43,
3892 and 3896 (1965).

Patashnskii e Pokrovski estudam as correlagoes das flutuacoes, principalmente basados nos
resultados de Widom. Ref. A.Z. Patashinskii and V.L. Pokrovsky ",Soviet Phys. JETP, 19
667(1964).

L. Kadanoff (1966) apresenta idéias heuristicas que explicam muitas dos resultados da renor-

malizacao.

Kenneth Wilson (1971) resolve o problema da teoria de grupo de renormalizagao, explicando

a natureza da universalidade e do reescalonamento.

Vamos discutir aqui o modelo de Kadanoff e a seguir o modelo de Wilson. Os exemplos que

consideraremos serdo o modelo de Ising e o modelo ¢*.

Escalonamento

Vamos revisar rapidamente a discussao sobre escalas. Nosso objetivo é entendermos como o sistema
fisico escala quando fazemos uma alteracao de escala no sistema fisico. Por exemplo, consideremos
um modelo de Ising em um "cubo" de dimensao-d e periodicidade a. Vamos fazer agora um

reescalonamento na dimensao espacial por uma propor¢ao b. Ou seja, a nova dimensao da rede é
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a—a =ba (66)

O numero de spins no sistema N’ é

N =b"'N (67)

Esperamos que a densidade de spins permanega a mesma. Para isso, as distancias espaciais

devem ser reescalonadas por um fator b, ou seja,

7 =b"1F (68)

Com isso garantimos que a densidade de spins no novo sistema é a mesma do sistema antigo.
Podemos também analisar o reescalonamento sob o ponto de vista da fungao de particao. Para

o sistema inicial temos

7 = {z%exp[—BHN[ai]] (69)

Somamos agora sobre N — N’ spins, ficando apenas para somar sobre os demais N’spins.

Podemos esperar poder escrever a funcao de particao na forma

Z==;%emﬂ—ﬁHN4¢H (70)

Podemos esperar entao que a energia livre do novo sistema ¢é a mesma do sistema original, pelo
menos na parte singular da energia livre (responsavel pelo comportamento critico). A relagio entre

a densidade de energia livre dos dois sistemas deve ser do tipo

N'f#',n')y = Nf(t, h) (71)

ou,
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f(tv h) = b_df(t/7 h/) (72)

Como t e t' devem ser pequenos, podemos assumir uma relacdo linear

t = bl (73)
Da mesma forma, podemos assumir
B = bPrh (74)
Escrevemos entao
F(t,h) = b= f (b7t P h) (75)

Vamos assumir agora que f nao deve se alterar com a mudaga de escala, ou seja, nao deve
apresentar uma dependéncia em b. Nesse caso, b deve desaparecer da equacao 75. Para isso,

devemos substituir as varidveis h'e ¢’ por uma tnica variavel que nao dependa de b:

B bPrh h h Dy,
fry — — A _
R U L e 79
A densidade de energia livre deve ter uma dependéncia do tipo
FE By = [E177 018 (77)
e, também,
£t ) = (177 F(h) 1) (78)

Mas analise anterior (ver capitulo 9, curso I), temos
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Ft, ) = [t*7" Xo(h/t™) (79)

de onte temos

Seguindo anélises similares, pode-se mostrar (ver capitulo 9, curso I),

f = 2—a—A=(d—Dy)/D;

y = —(2—a-2A)= (2D, —d)/D,
A Dy,
B (d-Dy) ey

Vamos ainda considerar o comprimento de correlacao £ reescalonado a partir do valor original

&. Sabemos que

§=b""¢ (82)

Mas, ao mesmo tempo, temos que & ~ [t/|7", da mesma forma que £ ~ |¢t|””. Logo,

SO

de onde temos que

dv =2 —« (85)
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Da funcao de correlagao, temos

g(r, ) = (00(77)dp(Ta)) ~ || — Ta| —(d—2+4n)

(7, 7) = (86(7)06(y)) ~ |7 — 75| > (86)

de onde temos que

&' (i) = HHI2(7) (87)

de onde podemos escrever

n=d+2—2D, (88)

2.2 Meétodo de Kadanoff: decimacao no espacgo real
Metodologia basica

Vamos considerar uma rede de dimensao d com N sitios e constante de rede a. Utilizaremos como
modelo de estudo um sistema fisico que é descrito pelo modelo de Ising, com spins s; = £1 nos
sitios 2. No ponto critico o comprimento de correlacao £ ¢ infinito. Os spins em diferentes posicoes
espaciais estao fortemente correlacionado. A idéia basica do método é gerar uma nova rede, com

um parametro de rede renormalizado,

!/

a' = ba (89)

Com isso, produzimos uma nova rede, onde cada novo sitio ¢ identificado com um novo spin,
que denominaremos spin de bloco ("block spin”), s'. Vamos indexar os novos sitios por I, (s)
(ver fig. 3). O reescalonamento de Kadanoff consiste em mapearmos os valores dos spins da rede

original na nova rede. Nao ha uma tnica forma de procedermos e diferentes mapeamentos levarao,
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em principio, a diferentes esquemas de grupo de renormalizagdo. A segunda etapa consiste em
encontrarmos as interacoes efetivas entre os novos spins, ou seja, obter um novo hamiltoniano para

a nova rede.

Figure 3: Esquema de construcao de Kadanoff com “coarse-graining”. Nesse exemplo o parametro
de escala é b = 2. Extraido de CL.

Vamos agora aplicar para o caso do modelo de Ising explicitamente. O que faremos a seguir
baseia-se no cap. 18 da ref. 2 cap. 10 da ref. 4 e da ref. 5, que é o trabalho original.

A funcao de particao do sistema original é

G(h,t) = exp(—=G(h,t)/kgT) = Zexp H[{s}]/kpT) (90)

Vamos escolher o zero de energia tal que

> H[{s}] =0 (91)

{s}
onde {s} representa todas as configuragoes de spin possiveis.

Vamos definir a variavel
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5@ = II S; (92)

i€l

O hamiltoniano mais geral que podemos escrever, do tipo Ising, é

H{SY =D D KuSa (93)

onde o termo do fator de Boltzmann foi incorporado na forma K, = J,/kgT.

Se estabelecemos um hamiltoniano do tipo de Ising, entao temos

3 SaSs = 2V60s (94)
(s}

onde a soma sobre {S} equivale a dupla soma sobre I, e a. Podemos agora encontrar os

parametros K, , em principio, pela expressao,

K, =233 S, H{S} (95)

Vamos limitar a anélise aos hamiltonianos homogéneos, isto ¢, vamos chamar de a a classe de
todos os subconjuntos de sitios I, para os quais podemos identificar uma operacao de simetria da
rede. Restringiremos os sistemas para os quais todos os K, de I, € a tém o mesmo valor. Nesse

caso, podemos escrever

H[{s}] = ]ZZ KoSa =) KoY, Y Sa (96)

InEa @

ou,

N
H[{S}] :Klzsi—FKQZSiSj—FKé Z SiSj—l-Kg Z SiSjSk—i-... (97)
=1 (i.4) ((@.5)) (i,5:k)

onde (i, j) refere-se aos primeiros vizinhos, ((i, 7)), aos segundos vizinhos, e assim por diante,

(1,7, k) aos tripletos primeiros vizinhos, etc. Podemos identificar por exemplo Ky = —h/kgT,
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Ky = J/kgT, etc. O mesmo acontece com os hamiltonianos H.
Vamos agora renormalizar a rede para uma rede ciibica com b sitios em cada bloco B para cada
dimensdo. Temos entdo b? spins em cada bloco B. Vamos denominar os spins dos blocos como s'.

Temos entao

sy = f{s}p (98)

onde f mapeia os {s}, spins no conjunto {1, —1}. Vamos definir

Pp = 6k(s', f{s}p) (99)

onde 0k ¢ o delta de Kronecker. Essa fun¢ao nos diz se uma configuragao em particular produz

o valor s =1 ou sz = —1. Vamos introduzir agora uma funcao peso

P{s s} =] Ps (100)

onde o produto é sobre todos os blocos. Ela depende do conjunto de todos os spins dos blocos,

{s'} e o conjunto de todos os spins originais, {s}. Essa fun¢ao tem as propriedades

P{s s} > 0

Y P{s,s} =1 (101)
{s'}

A funcao de particao pode ser escrita como

Z=Y H{s} = 3 P{sshe (102)
{s} {s'} {s}

Definimos o hamiltoniano # {s'} escrevendo a func¢do de parti¢do na forma
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o~ GotH/[{s'}] _ Z P {s', s} e H{s}] (103)
{s}

com a condicao

{Z;H[{S’}] =0 (104)

Podemos agora introduzir uma energia livre para os spins de bloco, G' = N'¢’, onde ¢’ é a

densidade de energia livre,

e @ =3 el (105)
{s'}

e escrevendo G = Ng e Gy = Npu, Temos a relagao entre as energias livres,

Go+G =G (106)

Podemos escrever o novo hamiltoniano da forma mais geral possivel, H'[S’], introduzindo um
conjunto de constantes de acoplamento { K/ }. Expressando os conjuntos de constantes de acopla-
mento {K,} e {K.} por K e K’, respectivamente, podemos esperar que as energias tenham a

mesma forma, ou seja,

G = Ng(K)
G = Ng(K')
Go = Npu(K) (107)

Dessa forma, lembrando que N’ = Nb=%, b > 1, temos

9(K) = u(K) +b™"g(K) (108)
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Podemos reconstruir os parametros K| da mesma forma que os parametros K,:

=27V SN S H{SY] (109)
{s'}

A equacao de recorréncia 108 nos permite aplica-la iterativamente para obtermos o resultado

desejado, que discutiremos a seguir. As constantes de acoplamento relacionam-se na forma

K — K' = R(K) (110)

onde R é a transformcao que leva K para K’. Embora diferentes regras para a soma dos blocos
de spin levem a diferentes grupos de renormalizacao, todos eles sdo, em principio, legitimos. A
dificuldade esta em encontrar a relacao de transformacao. O método de Kadanoff nao nos diz como

fazé-lo.

Pontos fixos e linearizagcao da renormalizagao no espaco real

As transformacoes R nao dependem de qual interacdo estamos considerando, ou seja,

K = R(K™) (111)

Um ponto fixo K* do mapa R é definido por

K* = R(K*) (112)

Assumimos que K™ atinge o ponto fixo na medida que n — oco. O hamiltoniano H*, cor-
respondente a K*, é chamado de hamiltoniano do ponto fixo. Esse ponto fixo é o que estamos
interessados uma vez que nele o sistema é invariante para uma mudanca de escala. Ou seja, a
funcao de correlacao é 0 ou co. O primeiro caso corresponde a um sistema nao interagente ou a
T = co. O caso que nos interessa é o segundo.

Vamos analisar o comportamento do sistema préximo do ponto fixo, que assumimos ser um
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ponto critico. Os diversos valores de K’ formam um espago de constantes. A transformacao entre
dois pontos define um fluro dindmico discreto nesse espago. Para nossa andlise, faremos uma
aproximacao linear para a variacao das transformacoes nesse espaco. Proximos do ponto critico,

escrevemos entao,

OK'= K"*Y) — K* = R(K") — K* (113)
e temos
SK' = R(K*) + T(K™ — K*) (114)
ou,
0K, => Tos(K*)0Kg (115)
B
e
OR.(K)
af = TI(B‘K:K, (116)

A matriz T nao é necessariamente simétrica. Assumiremos que ela possui autovalores nao-
degenerados o que garante que os autovetores da direita e da esquerda formam uma base. Vamos

expandir 0 K, na base dos autovetores a direita,

T@ = \@ (117)

ou,

> Tapl = ity (118)
B

Temos entao,
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$Ko = (K" —K) =Y giv,

S, = (K™ - K%)= Y ¢l (119)

Os autovetores a esquerda sao definidos na forma

> baTas = Ay (120)
Utilizando a propriedade
pro=0¢-p=1 (121)
onde
q;ia = bex
Pai = @ (122)

podemos escrever

v, = Z QbZ(SKa

v = > ¢LIK, (123)

Combinando com as eqs. 109 e 119, temos

Os v.s sao chamados de campos de escala e estao associados com a transformacao do grupo de
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renormalizagdo proximo do ponto critico. Os v;’s formam um conjunto de coordenadas curvil|ineas

para o ponto fixo. Partindo do hamiltoniano inicial, podemos escrever

v (K™) = X'v;(K) (125)

A figura 4 esquematiza um espaco bidimensional de parametros com suas coordenadas curvilineas

em torno de um ponto fixo. Podemos classificar os campos de escala v; pelos seus autovalores:

1. Relevantes se |\;| > 1. Esses campos tem que ser considerados uma vez que para um valor
nao nulo eles aumentam de intensidade a cada transformacao. Para estar no ponto fixo eles

tém que estar com valor zero.

2. Irrelevantes se |\;| < 1. Nesse caso, o campo diminui a cada transformacao, eventualmente
v; — 0 para n — oo. Préximo do ponto critico o sistema comporta-se como se esse campo

nao existisse e pode ser desprezado desde o inicio.

3. Marginal se |\;| = 1. Esse caso depende dos detalhes do sistema e exigem uma anélise

diferenciada.
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Figure 4: Ponto fixo (hiperbdlico) para um espago de parametros bidimensional adaptado para as
coordenadas e os fluxos. Extraido da ref. 4.

Se todos os campos de escala sao relevantes o ponto fixo K* é um nd instdvel. Se todos os
campos de escala sao irrelevantes, ele é um no estdvel. Finalmente, se temos os dois tipos de
campos de escala, relevantes e irrelevantes, o ponto fixo é um ponto de sela ou hiperbolico. Vamos

considerar esse caso. Consideremos um sistema com n campos de escala, sendo m relevantes:

Al [Am] > 1 [N <1, i >m (126)

A condicao

v =..=0, =0 (127)

determina uma hipersuperficie no espaco de parametros com dimensao n —m. Todos os pontos
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na superficie levam a K*enquanto que os pontos que nao estao na superficie inicialmente levam
a K* mas a medida que se aproximam desse afastam-se, na medida que o nimero de interagoes
aumentam. A figura 5 exemplifica a situacao. A superficie é chamada de wvariedde de atragao

(attraction manifold) ou superficie critica associada ao ponto fixo K*.

U,

Figure 5: Superficie critica de um ponto fixo hiperbolico com trés campos de escala e m = 1.
Extraido da ref. 4.

Vamos retornar agora a equacao de recorréncia 108 e utulizarmos os campos de escala como

coordenadas locais na vizinhanca de K*:

g(v1,v2,...) = p(vr,va, ...) + 0 %g( A1, Agvg, ...) (128)

Essa é uma equacao linear nao-homogénea. Sua solucao geral é formada por uma solugao

particular mais uma solucao geral da equacao homogénea correspondente,
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g(U17U2,...> = b_dg(/\lvl,)\gl)g,...) (129)

Vamos assumir que p(vy, v, ...)seja uma funcdo regular (analitica) dos cmapos de escala em

torno da origem. Pode-se mostrar nesse caso (ver ref. 5) uma solucao particular regular g,.,(vi, vo, ...

pode ser obtida pela iteragao de p apenas. Podemos escrever entao

g(Ul, V2, ) = greg(vla Vo, ) + bidgsing@]l, Vo, ) (130)

onde gng ¢ a parte da solu¢ao que apresenta um comportamento nao-analitico em torno do

ponto critico e é obtida pela equacao 129.

Pontos fixos, expoentes criticos e universalidade

O processo de renormalizarmos os sitios para blocos cada vez maiores tem o efeito de diminuir o
comprimento de correlacao, £&. Exceto para o caso trivial, £ = 0, um ponto fixo s6 é compativel
com & = oo. Todos os pontos na superficie critica levam a K* por meio de transformacoes de grupo
de renormalizacao. Ou seja, todos os pontos em uma superficie critica devem ser criticos, isto €,
ter £ = co. Podemos agora entender o significado de classe de universalidade: toda superficie
critica ou melhor todos os sistemas fisicos que formam a mesma superficie critica definem uma
classe de universalidade dos sistemas criticos. Todos os sistemas fisicos na superficie critica serao
direcionados para o mesmo ponto fixo K* sob o efeito de operacoes de grupo de renormalizacao,
ou seja, eles apresentarao o mesmo comportamento critico. A diferenga entre os sistemas fisicos
estabelece-se nos campos de escala irrelevantes, os quais nao tém influéncia no comportamento
critico.

Vamos voltar para o nosso exemplo do modelo de Ising. Sabemos que para t # 0 o comprimento
de correlagao

e finito, o mesmo para h # 0. Portanto, t = h = 0 devem estar entre as condicoes que definiem

a superficie critica, ou seja, t e h devem estar associados a campos de escala relevantes. Podemos
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fazer a associacdo t - 0 < vy —> 0e h — 0 < vy — 0. Vamos escrever os autovalores respectivos

na forma

AN = b

Ay = bPn (131)

onde D, Dy, > 0 para os campos relevantes e b > 1. A equacao 129 tem a forma

Gsing (Uly ?}2) = b_d.gsing(th U1, th UQ) (132)

Recuperamos de uma forma mais quantitativa o resultado do escalonamento de Widom. Com

a diferenca significativa que agora podemos calcular esses valores:

In )\1
D, =
! Inb
In )\2
D, = 1
h Inb (133)

Podemos ir mais longe ainda. Vamos chamar de v; o campo de escala associado com a temper-

atura. Temos entao, utilizando os autovetores a esquerda de T,

ve =) oK — K7) (134)

Escrevendo explicitamente K, = J,/kgT, a temperatura critica T, = T.({J,}) pode ser deter-

minada com a condicao v; = 0, ou seja,

o Za QZSZJQ

T, () = So 0

(135)
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2.3 Aplicacao: modelo de Ising em uma dimensao

Vamos considerar um exemplo simples, que tem solucao exata, para entendermos melhor as idéias
discutidas acima. Por falta de tempo, nao vamos detalher muito o resultado. Para uma versao
pedagogica, sugerimos a ref. 6. Aqui, vamos seguir resumidamente os passos do CL, na auséncia

de um campo externo.

Solucao exata O hamiltoniano de Ising em uma dimensao e na auséncia de campo externo pode

ser escrito de forma geral

-H = —7; :Kzai0i+l+LZUz’+ZC

1
= KZUiUH—l + §L Z(O’z + O'Z'_|_1) + ZC

= ZK(Ui;O'i—&—l) (136)

onde K = J/T e L = h/T, sendo que J é a integral de troca e h é o campo magnético externo.
C' é uma constante que define o zero de energia.
Para calcularmos a funcao de particao utilizamos matrizes de transferéncia. Vemos que pode-

mos escrever a expoentencia de K (o, 0’) na forma

i oKHL K )
Koo _ 0 = M(K,L,C) (137)
oK oK+L
Quanto h =0e C' =0, temos
M(K,0,0) = cosh K (1 + oo’ tanh K) (138)

Para calcular a funcao de particao vamos utilizar condi¢oes de contorno periddicas. Com isso,

podemos escrever
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Iy =3 e H=TrM" =N +2Y) (139)

07y, ON

onde Ay sdao autovalores de M (K, L,0),

Ax = ef cosh L £ (K sinh? L 4 ¢2K)1/2 (140)

Na auséncia de campo, h = 0, o autovalor maior é A, = 2cosh K. No limite de N grande, \Y

pode ser desprezado e a energia livre por spin é

fo_ 1
7 = A 2]
= —C —In[e® cosh L + (€*  sinh® L + e725)1/2 (141)

e, para T(K — oo) pequeno e h(L — 0, Le?® < 1) pequeno, temos

f=fo— —Te — ;eQK (2?) (142)

onde

fo=—J—-TC (143)

A energia por spin do estado fundamental é J quando C' = 0 e temos um gap no espectro
de excitagao com uma dependéncia exponencial com a temperatura no estado fundamental. A
susceptibilidade a baixas temperaturas é
*f 1 L

Temos a divergéncia de x para T — 0, o que indica que h4& um ponto critico em 7' = 0 no

modelo de Ising em uma dimensao. Esse resultado era esperado qualitativamente uma vez que
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em uma dimensao nao deveriamos esperar uma transicao para fase ordenada para temperaturas
nao nulas. A fase a T' = 0 é com os spins totalmente ordenados enquanto que a 7' = 0, os spins

aparecem desordenados.

Renormalizagao Vamos proceder agora com o processo de renormalizacao de Kadanoff. Para
isso, vamos reescrever a rede em bolocs de b — 1 spins, deixando um spin em cada sitio como na

figura . A funcao de particao da nova rede é igual a da rede original e pode ser escrita na forma

Zn(K,L,C) = TeMY = Te[M*)N' = Zy/(K', L/, C") (145)

onde N’ = N/b é o numero de sitios da nova rede. Os potencias da rede decimada podem ser

determinados por

M(K',L',C"Y = M*(K,L,C) (146)
Quando L = 0, temos
tanh K/ = (tanh K)°
= K’ = tanh '[(tanh K)?] (147)

Essa equacao é a relacao de recursao do grupo de remormalizacao. Ela pode ser iterada um
certo nimero de vezes e, no infinito, K chega a um ponto firo K*, tal que K/ = K = K*. Nesse

caso temos apenas dois pontos fixos:

tanh K = 0 (K = o0)

tanh K = 1 (K =0) (148)
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tanh K diminui a cada iteracao aproximando-se do ponto fixo tanh K = 0 na medida que
o niumero de interacoes tendem ao infinito. Se K = oo, tanh K permanece com valor unitario
qualquer nimero de iteracoes. Como todos os valores de K outros que nao seja K = oo tendem
a K = 0, dizemos que o ponto fixo tanh K = 0(T = oo) é estdvel. O ponto fixo em K = oo é
instdvel, uma vez que os pontos de atracao para esse valor é apenas o proprio ponto K = oo. A
figura resume essa descrigao.

O ponto fixo estavel descreve o comportamento para todas as temperaturas finitas. Ele esta
associado a fase paramagnética. O ponto instavel descreve a transicao de fase em T = 0.

O comprimento de correlacao é

§=¢/b (149)

ou seja, o comprimento de correlacio medido no parametro de rede da nova rede é b=! vezes
o comprimento de correlagdo medido na rede original. O comprimento de correlacao diminui na
medida que ele é reescalonado. Temos apenas dois pontos fixos: & = 0 e ¢ = 00.0 segundo
caso corresponde ao ponto critico enquanto que o primeiro corresponde a temperaturas altas nao

criticas.

ba

ObOOO

Figure 6: Esquema de decimagao de uma cadeia de Ising unidimensional. Extraido de CL.
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Figure 7: Fluxo do grupo de renormalizacao para tanh K e T', mostrando os pontos fixos estavel
em tanh K = 0 (T = o0) e instavel em tanh K = 1 (7" = 0). Extraido de CL.
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