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Problema 1: Função resposta: propriedades ópticas de um meio material

cristalino

Ref.: Optical Properties of Solids, Frederick Wooten e Principles of Condensed Matter Physics,

Chaikin & Lubensky

Versão clássica Considere inicialmente o problema sob o ponto de vista clássico. O modelo

discutido é o modelo de Lorentz. Para isso, considere que a transição entre dois níveis de energia (o

de mais baixa energia ocupado por um elétron e o de mais alta energia desocupado) é caracterizado

por uma energia ~ω0. Simule a dinâmica do sistema por um oscilador harmônico amortecido

forçado:

m
∂2~r

∂t2
+mΓ

∂~r

∂t
+mω2

0~r = −e ~Eloc

Assuma que ~Eloc(t) = ~E0
loce
−iωt.

Resolva a dinâmica do sistema e encontre o momento de dipolo induzido, ~p = −e~r.
Para campos su�cientemente fracos, podemos escrever

~p = χ(ω) ~Eloc

Se a densidade de elétrons por volume é n, podemos escrever

~P = n 〈~p〉 = nχ(ω)
〈
~Eloc

〉
= χe ~E

onde ~P e ~Esão a polarização e o campo elétrico macroscópicos. Novamente, assumindo a

aproximação linear,

~D = ε ~E = ~E + 4π ~P = ~Eext

Considere agora que o sólido é representado por um certo número de transições possíveis com

energia representada por ωj, onde j indexa as transições e cada transição possui um número nj de

osciladores idênticos (ou estados com transição degenerada), onde
∑

j nj = n.

(a) Encontre a expressão para ε = ε1 + iε2, escrevendo fj = nj/n.

(b) Faça o limite Γ→ 0.

(c) Encontre a expressão para o caso em que ωj → 0.
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(d) Encontre o limite de baixas frequências ω, isto é, limω→0 ε1(ω) = ε1(0).

(e) Faça um esquema de ε1(ω) e ε2(ω) para um sistema com dois valores de ωj.

Versão quântica Considere um sistema físico caracterizado pelos estados de equilíbrio

H0φn = εnφn

No instante t = 0 aplicamos uma perturbação dependente do tempo,

H = H0 +H1(t)

Escrevemos a solução dependente do tempo na forma

ψ(~r, t) =
∑
n

an(t)φn(~r)e−iεnt/~

(a) Encontre a equação para am(t).

(b) Assuma que o elétron inicialmente encontra-se no estado inicial

an = δn0 , t = 0

e reescreva a equação para am(t).

(c) Considere que o hamiltoniano perturbativo descreve a interação do elétron com um campo

eletromagnético na aproximação linar, ou seja,

H1 = −e ~Eloc · ~r
~Eloc = ~E0(e

iωt + e−iωt)

calcule an(t) e expresse em termo de ~rm0, onde ~rm é

~rm0 =

ˆ
d~rφ∗m~rφ0

(d) O momento de dipolo induzido é

~p = 〈−e~r〉 =

ˆ
d~rψ∗(−e~r)ψ

Calcule χ, onde
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~p = χ~E

Despreze os termos rapidamente oscilantes de fora de fse com o campo externo (estamos tra-

balhando na aproximação dipolar, válida para intensidades fracas do campo externo).

(e) Utilizando a relação

ε1(ω) = 1 + 4πχ

encontre ε1(ω).

(f) Partindo de (e) e utilizando as relações de Kramers-Kronig, calcule ε2(ω) .

(g) Introduza uma energia imaginária (qual o sentido dela)

εm → εm +
1

2
i~Γm

e calcule novamente ε1 e ε2, expressando em termos de fm0,

fm0 =
2m~ωm0

~2
|rm0|2

∗(h) Mostre que

∑
m

fmn = 1

Mostre também que podemos escrever

fmn =
2

m~ωmn
|pmn|2

onde

pmn =

ˆ
d~rφ∗m(−i~~∇)xφn

onde consideramos a direção x a direção do campo elétrico externo.
∗(f) Compare com o caso clássico, em particular compare os valores para fi e fm0. Calcule

a potência dissipada (absorção) no caso quântico e, comparando com o valor do caso clássico,

Pcl = πe2
∣∣∣ ~E∣∣∣2 /4m, e mostre que
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Pquântico
Pcl

= fmn

Interprete o resultado.
∗(g) Mostre que o primeiro momento é

ˆ ∞
0

dωωε2(ω) =
1

2
πω2

P

onde ωP é a frequência de plasma,

ω2
P =

4πne2

m
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