IT Atomos de 1 elétron e o momento angular orbital

I1.1 Atomo de hidrogénio

Vamos agora considerar a hamiltoniana de duas particulas, 1 e 2, que interagem segundo um potencial que s6
depende da distancia entre elas
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onde os laplacianos referem-se as coordenadas (z1,y1,21) € (22, y2, 22). Esta hamiltoniana pode ser facilmente
escrita em um novo sistema de coordenadas composto pela coordenada do C.M. do sistema

miry + Maola

mq +m2

e pela posigao relativa entre as duas particulas r = r; — ro. Desta maneira podemos escrever as diversas derivadas
parciais em (V1), e (V2),, com o indice i representando as direcoes x,y, z, como
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Para a segunda particula,
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Assim podemos escrever a hamiltoniana transformada como
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e a parte do centro de massa pode ser resolvida trivialmente. Este fato é decorréncia da simetria de translagao de
H, pois H (p1,p2,r1,r2) = H (p1,p2,r1 + a,r3 + &) e, portanto, o momento linear total do C.M., p = p; + pa2, se
conserva, ou seja, o C.M. move-se como uma particula livre de energia p?/2M e resta-nos resolver o problema
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que é um problema de forca central.

Em particular, no caso de V (r) = —kZe?/r (k = 1/4n¢y) podemos pensar em um elétron interagindo com
um ntucleo com Z protons e a hamiltoniana acima nos da o espectro de energia (e auto estados) do atomo de
hidrogénio (Z = 1). Neste caso a massa reduzida y = —<"2-. Como a massa do préton é 2000 vezes maior que a
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do elétron podemos escrever p = m, (Hlme> M, (1 — %) ~ m.. Entao, no atomo de hidrogénio, teremos o
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C.M. praticamente localizado no nucleo atémico (proton) e a massa reduzida é a propria massa eletronica.

I1.2 Forcgas Centrais

Estamos, entao, interessados em estudar a equagao de Schrodinger correspondente & hamiltoniana de uma
particula de massa m em um potencial central V(r),
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onde r = |r|. Entdo,
Hy (r) = Ey (r)
onde
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Escrevendo o operador laplaciano nas conhecidas coordenadas esféricas,
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onde

o problema de auto valores fica
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ou ainda
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Usando o método de separac@o de varidveis tentamos uma solucao da forma i (r) = R(r)O(0)®(¢) que levada em
(1) nos da
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Dividindo esta equac@o por R(r)©(0)®(p) temos
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Fazendo os termos dependentes exclusivamente de 6 e ¢ constantes, ou seja,
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onde as formas das constantes,—m? e —I(l + 1), foram escolhidas por futura conveniéncia. Levando estes
resultados em (3) podemos escrever
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A solugdo de (4) pode ser facilmente escrita como ®(¢) = €™ e se impusermos a condigio ®(¢) = ®(¢ + 2nm)
devemos ter m; = 0,+1, 42, ... Reescrevendo agora a equagao (5) em termos da variavel z = cosf temos
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cuja solugao pode ser escrita, para [ e m; fixos, como
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onde P;(z) obedece a seguinte equagao diferencial
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Esta equacio pode ser resolvida por série de poténcias, P;(z) = Y. axz*, que resulta na relacio de recorréncia
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Desta forma vemos que a razao a;j12/a; — 1 quando j — 0o, o que implica em que os valores de P(+1)
(6 = 0our) divergem e, consequentemente, devemos truncar a série em um valor finito de j, o que pode facilmente
ser feito se restringirmos os valores de j a j = 0,1,..,1. Ou seja a solugao desejada é um polinémio de grau [. Este
resultado implica ainda que devido & defini¢ao (8) de Oy, (2), os valores possiveis de my; sdo m; = 0, £1,£2.... £1,
para que as derivadas presentes nesta equacao resultem em valores nao nulos para a fungao de onda.
A fungdo Oy, (2) acima definida é a chamada fun¢do associada de Legendre, que é encontrada na literatura como
P/"(z) enquanto que os P;(z) sdo os polindmios de Legendre. Convém observar que Py(z) = P/"=°(2) e que
podem ainda ser escritos como
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De posse destes resultados, passemos a resolugdo da equagao radial (6) para o potencial coulombiano
V(r) = —kZe?/r. Definindo u (r) = rR (r), temos:
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Lembrando dos resultados da teoria de Bohr
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com
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podemos reescrever a hamiltoniana como
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onde p=Lel=,/— E . Como estamos interessados em estados ligados £ < 0 = A > 0. Entao, vamos tentar
uma soluc;ao u(p) = “’1 ey (p). A equagio obedecida por y (p) é
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que pode ser resolvida por séries da forma y (p) = > ¢,p?. A relaco de recorréncia resultante é
q=0
2[(g+DA— }

T g2+ ©

Dado um [ fixo e ¢ — 00, ¢afcq_1 — 2N g = ol 7 L
Consequentemente a série deve ser truncada para um dado valor ¢ = k (inteiro). Para tal devemos ter apenas
alguns valores permitidos para A, ou seja,

(p) ~ €2 quando p — oo.

onde k =1,2,3...

A relag@ao de recorréncia torna-se entao
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Definindo k£ 4+ 1 = n e lembrando que K =1,2,...el=0,1,2,... vemos que, fixado n, os tinicos valores de [
possiveis sao | = 0,1,...,n — 1 e cada um destes niveis é (2] + 1) degenerado. Assim a degenerescéncia de um

estado com n fixo é

= n

Se ainda levarmos em conta a degenerescéncia de spin (que veremos mais tarde) teremos g, = 2n? que é a
chamada degenerescéncia acidental do d4tomo de hidrogénio. Na realidade esta alta degenerescéncia esté ligada ao
fato de que em um potencial coulombiano o semieixo maior de uma 6rbita eliptica é uma constante de movimento,
ou seja, a 6rbita nao precessiona.

Alguns exemplos das fungoes radiais podem ser trivialmente calculados (lembre-se que uy (1) = rRyu (1))
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onde
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é o polindomio associado de Laguerre.
As fungoes de onda dos niveis de energia (nl) mais baixos sao
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onde os niveis s <> 1 =0,p <1l =1,d < | =2, etc.

El 1=0 =1 [=2 R
3 3 .
n=3 5 D 3d
2 2
n=2 > D
n—=1 ls E=-E;

Estas fungoes de onda ja estao apropriadamente normalizadas, o que foi feito através da determinacao da constante
Niim, usando que Ypim, (v) = Nopm, R (1)Om, (0)e"™# deve ser tal que
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Usando a equagdo (8) pode-se mostrar a seguinte relagio de ortogonalidade:
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que se levada em (12) (lembrando que Oy, (2) = P (2)) resulta em
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e a constante de normalizacao pode ser escolhida como
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ou seja, as funcdes radiais devem ser normalizadas com peso 2.

Outra consequéncia desta normalizacdo é que a parte angular da solugdo tem agora norma unitaria. Definindo
a funcao

2+ 1) (L= mu)! |
Y, = (=1 [ma| ( P‘ 1 imype 1
l (97()0) ( ) \/ A7 (l+|ml|)' 1 (COSG)@ ) ( 7)
vemos que

2 ™

/d@/d@sinﬂYlm 0,0)>=1

0 0
ou

/ Y™ (0,0) 2 = 1
Q

onde df? é o angulo sdlido infinitesimal definido como d2 = dp dfsinf. A condi¢ao de normalizagao de ) (1,60, ¢) =
R, (r)Y™ (0, ¢) juntamente com a anterior nos leva a (16).

I1.3 Momento angular orbital

Dado que o operador gradiente é escrito no sistema esférico como
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podemos escrever o momento angular orbital neste mesmo sistema de coordenadas como
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onde T, 0 e ¢ sao os unitarios do sistema esférico. Entao,
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As componentes L, L, e L, podem ser trivialmente obtidas se usarmos que
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Usando estes resultados constatamos que as equagoes diferenciais da parte angular da fungdo de onda no potencial
coulombiano podem ser escritas como:
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Portanto, concluimos que as funcoes de onda angulares ;" (6, ¢) dos autoestados de energia sao autoestados dos
operadores L2 e L, com autovalores [(I + 1)h? e m,h, respectivamente.
Ja que L? e L, independem de r podemos dizer que
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também é autoestado de L? e L, com os autovalores acima mencionados.
Outro resultado importante que nao iremos demonstrar explicitamente é que a parte radial dos autoestados de
energia também sdo ortogonais com peso 72
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Consequentemente um estado genérico v (r) pode ser decomposto na forma
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onde, devido as relagoes de ortogonalidade entre as funcoes radiais e os harmonicos esféricos, podemos mostrar que

oo m 2T
um = [ [ [ drdoder® sindv ) Ry (0¥ 0.0)
000
As probabilidades de obtermos auto valores [ (I + 1) A% de L? e mh de L, sdo dados por
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