I.3) Formalismo

O espago das funcgoes:

i) Normalizacdo de 9 (r,t) = espago vetorial dotado de produto interno = espago de Hilbert.
ii) Principio da decomposicao espectral = base ortonormal e auto valores.
iii) Identificagbes: p — —iAV e r — r = operadores.

Seja F o espago das fungoes suficientemente regulares de quadrado integravel. F é um espago vetorial.

A cada par ¢(r) e ¢(r) € F define-se o produto interno

$) = / @ " (1) (r)

Propriedades do produto interno:

i) (¢, ¥) = (¥, 9)"
ii) (0, M¥1 + Agt2) = A1, Y1) + A2(p, ¥2)
iii) (A1 + Aoz, ) = Al(1,¥) + A3 (02, ¢)
iv) () =0= @l

(o) =llellP e (p,9) =05 =0

Desigualdade de Schwarz: |(p, )| < |l¢|| |||
Os objetos matematicos que levam F — F sao os operadores: 1'(r) = A(r).

Se A ()\1¢1 + )\21,[)2) = >\1Ad)1 + AQA?/}Q, o operador ¢é dito linear.

Exemplos:
i) Seja D, = 9/0z. Entao D,(r) = 0y /0x.

Dy(A1h1(r) + Ao (r)) = Al% + A 881”2 = A1 D01 + Ag D)y = operador linear
ii) Seja ¢'(r) = [A(r, v/ )y (r)d3r = Ay.

Se  (r) = Mh1(r) + Aatha(r), teremos Ayp = A\ Ay + Ay Ayha = operador linear.

O produto de A por B é tal que
(AB)yp(r) = A(Bg(r))

Em geral AB # BAe AB — BA = [A, B|

Exemplo:
L oY 0 ) )
[, p ]t = —zhx—ax + zh%xw =i = [z, ps] =ik



Base: Um conjunto discreto {u;(r)} € F é uma base quando
= Z C;U; (I’)
i

e os estados u;(r) sdo linearmente independentes.
A base é ortonormal se (u; uj) = [ d®ruf(r)u;(r) = d;

Assim, se

r)= Z ciui(r)

temos ¢; = (u;,1). Se

©) = Zcfbi.

temos

Com o resultado acima pode-se mostrar que

Z u) = §(r — r’) (Completeza)

Existem ainda conjuntos ¢ F que podem ser usados como base de F. Exemplo:

/db‘pezp r/h )

m\w

onde

_ 1 ,
d3r e P/ Ty (p
we) = oo | v()
Tomemos como base o conjunto continuo vp(r) = (2 1?1)3 etpr/h,
T 2

Assim, 1(p) é a componente de 9(r) na “direcio” vp(r)
dsp Up a w Z Czuz

-/
/ B = (0p, ) (ci = (us, )
/

Ortogonalidade:
(vp,vpr) = 0(p —P') = dij <> 0(p — p)

Completeza:

/d?’pv;(r) vp(r') =d(r —1')



Em geral:

P(r) = /dac(a)wa(r) onde c¢(a) = (wq, )

No caso de
(Wa, W) = 6(a — )

a relacao de completeza se escreve

A mesma fungao 1 (r) pode ter diferentes componentes:

ci < {ui(r)}
¥(p) < {vp(r)}
Y(ro) <« {d(r—ro)}

Espaco de Estados

[t)) € & possui inameras representagoes. Um funcional F é tal que F [|i)] € C. Se

F M |[t1) + A2 |¥2)] = M F [|[Y1)] + Ao F [|t2)] = funcional linear.

Se
P(r) = Z ciui(r) = Fly] = ZQF[UZ(I‘)]

Mas
¢i = (ui, ) = FY] = (ui, ) Flui(r)]

%

= Fly] = > (F*[ui]ui, ) = (¥p,¢)  onde

%

Yr = ZF*[UJ ui(r) (1)

= a cada funcional F corresponde uma fungao ¢r(r), construida acima, tal que F[¢)] = (¢¥F, ).

O espago de todos os F’s é também um espago vetorial F* chamado o dual de F. Assim podemos definir £* como
o dual de £. Se

W) € Ee (ol € £ = (p) =D aibi = (plv).
Propriedades: Z
(lv) = (b, )"
(PlArth1 4 Aathz) = A1 {0l1) + A2 (pleha)

(Arp1 + Aapa|th) = AT (p1|Y)) + A3 (w2(9)



@l) =110l €R e |[P]| 20 (=0« [p)=0)

Nota:
[vp) <> vp(r) & F = |vp) ¢ &

mas

F,[¢] = /d?’r vy (r)9(r) = P(p) = (vplYh) existe = |vp) € € mas  (vp| € EF

Operadores lineares:

')
A A1 + Aatha)

A |y)
MA Y1) + A2 A fapa)

A combinagao |¢) (¢| € um operador linear.

Em particular, 1) (¢| = Py é o projetor no subespaco gerado por |¢) (se (¢]y) =1).

P1o) = v (¥19)

componente de |[¢) ao longo de )

N

Seja {|v:)} tal que (;|;) = 6;;. Entéo, Py = ; |1i) (5] € tal que
N N
Pnly) = (Wil ) [0i) = Cl|¢1>

que é o projetor no subespago Ey C &.

P%—ZW (il (vl = Zm (] =Py

5”

Operadores Adjuntos:
Consideremos a forma bilinear (p| A1) = (p|(A[¥)) ou (p|AY).
Por outro lado, (p|A define um “bra” tal que ({¢|A)|y) € C

Seja [¢p') = Al). Vamos definir (¢/| = (|AT; AT — operador adjunto de A

= (V|AT|p) = (¥']p) = (lv')* = (lAly)*

Propriedades:
(AT =4
(AT = A*Al



(A+ B)f = AT + Bf

(AB)T = BT Af

O operador é dito hermitiano quando AT = A
O operador & dito unitdrio quando UT = U~!
O operador é dito normal quando AtA = AAt
Representagoes:

Como ja antecipamos:

[¥)

Il
o
=
NS

(uilug) = 0

3

I
=

ou, na versao continua,

W) = [ dac(a)lu)

(Ualuar) = 5(a_al)

/da\ua><ua| =1

Simplificando a notagao, |us) <> |a), temos:

Bras:
S (W) (il = 32 {u
(W= @l1= ' '
[ da (la)(al = [dac*(a){al
Kets:

; |ua) (ui|p) = 32 eilui)

) = 1) = l
[ darla)(alw) = [ dac(a) |a)

Produto escalar:

{pl) = (plLl9) = '
J da(ploy{ald) = [ dab* (@) ()

2o (plui)(uily) = 3 bjc;

Operadores:



2 ) Qus| Afug)Cug| = 32 Agjlui) (|
A=141=¢ " Y

[ dada’ A (o, o) |a) (/]
Onde A;; = (u;| Aluj) e Ala, ) = (o] Ald).

Podemos ainda mostrar que:

(AB)ow = [ Alap) B8, )5
(a] AlY) = /A(oz,o/)c(o/)do/

WA = [r@Aa)cla’)dd'da
(AN = Aje
Al(a,8) = A*(B,q)
Mudanga de representacao:

Consideremos duas bases {|u;)} e {|v:)}.

Conhecemos as componentes de estados e operadores em {|u;)} e queremos relaciona-las com as componentes em

{lvi)}-

Kets:
(wil) =ci 5 (vilyp) = ¢ =7
(Wil) = (uil1|) = > {vilu;) (u;[¥)
J
Se Sy = (wilvy) = S = (vlui) = S
= = ZSchj onde ng = (v;|u,)
J
Pode-se mostrar que ST = S~! (unitério)
Bras:
(Wloi) =Y @lug)(uilviy = Sjics = & = Sjcs
J J J
Operadores:

(il Alos) = Y (wilu) (e Alug) (ur|v;)

kl

= D ShAuS;
kl

= A, = ZSlecAlelj

ij
Kl

Notacao matricial:
¢ =5 dT=cls e A'=5TAS



Problemas de auto valores e observaveis

Os estados [1) que sao solugdes de A|Y) = X)) sdo os autoestados de A e os valores de A associados a cada |t))
s80 os autovalores de A.

Se ha varios auto estados para um mesmo autovalor A, este é dito degenerado e o grau de degenerescéncia, g, de A
é o niimero de auto estados a ele associados.

Se .
n=1

g

n=1

Vamos escrever A |y) = A |¢) na base {|u;)}:

2 (uil Alug) (ug ) = Mus|h).

J

Seja [¢h) =3~ cnlun) = - Ajjej = g
n J
= Z(AU — 51‘]‘)\)63‘ =0
j
= Sistema linear homogéneo nas variaveis c;

Solugao nao trivial: det(A — A1) =0
Calculamos os autovalores A e os autoestados serdo as solugoes do sistema para cada A encontrado.
Se A é uma raiz simples = N — 1 equagoes independentes e |1,,) é determinado a menos de uma constante.

Se A é uma raiz de multiplicidade g e 3 N — g equacoes independentes, elas determinam o subespago de dim = gq.
Em caso contrario o problema nao é diagonalizavel.

Se a base do subespago de dim = ¢ nao for ortogonal podemos ortogonaliza-la.

Ortogonalizag¢ao de Gram-Schmidt:

[v2)
|[vs)
|v1)
_ ) o)
= e T



[va) /™ ,
N Juy)

u1)

|up) = [va) — |ua)(ualva)

como (uhlub) = |Jvg|[* — [(u1]v2) [?
— _|va)—(uilv2) Ju1)
Ug) = 2L AL/ 1)
[u2) vz 12— [(u1 |vz) |2
|vs)
\ /
|U3>

lug) = |va) — (u1lvs)ur) — (uz|vs)|uz)

como (ujluy) = [Jvs||* — [(u1]vs)|* — [(uz]vs)|?

Observdveis:

— _lvs)—(ua|vs)|u1)—(ua|vs)|uz)
Jus) = Vsl —=[(u1]vs)[>—[(uz vs) |2

Quando A" = A (operador hermitiano)

Os seus autovalores sao reais.

(WlAJ) = Mely) mas (Y]A[p) = (Y]AT|v) = (Y[ Al)*
= (Yl4l$) eR

como (Plp) = |[¥||? ER=X€R

Os seus autoestados correspondentes a diferentes \’s sdo perpendiculares.

Alp) = Al) = (¢l A[Y) = Mely)
Alp) = ple) = (W[Alp) = u{¥le)
mas (|A|p) = (ol AT[Y)* = (p|Aly)*
= ((plAlY)")" = p(eld) = uleld)
(PlAlg) = Aelp) e (plA[Y) = ulely)
:{ = (A= p){el) =0

como A # 1 =) L |).
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iii) A é um observéavel quando
gn . .
At=4 ¢ 1= [u)u]
onde A\uﬁ?) = )\n|u£f)> i=1,.,0n
e (u%)|u%)> = Omnij

gn € a degenerescéncia de \,.
Teoremas sobre observdveis:

i) Se [4,B] =0 e Al¢) = A¢) = Bl) é autoestado de A com autovalor A
Al) = A|w) = BAjp) = ABJip)mas AB = BA
= ABl¢) = AB[¢)

subespago tem dim=1 BlyY) x |[¢)

se g

subespago tem dim>1 Blyy) = ci\wf\i)>

ii) Se [A, B] =0, Alt1) = Ai|¢1), Alha) = Aa|iha) € A # A = (¥1|Blapa) = 0.
0 = (V1|[A, Blth2) = (1| AB|v2) — (1| BA2)
= M (¥1|Blb2) — Ao (1| Blp2) = (A1 — A2)(¥1| Bepz2)

como A1 # Ag; (Y1|Blhe) =0

iii) Se [A, B] = 0 pode-se construir uma base ortonormal de auto estados comuns a A e B.
Seja

(WP Blul) =

19 caso) gn = 1 = (uy|Blumn,) é diagonal

29 caso) g, # 1 = diagonalizar os blocos g,, X g, porque B = Bf.



= |qu},) i=1.,9

Alul) = ayluly)
é tal que

Blui) = bylulp)

Congunto completo de observdveis que comutam (CCOC):
Seja um 3° operador C' tal que

[A,C] = [B,C] =[A,B] =0

Os elementos de C' em |u$f,),> s&0

glp 521) 53p 54p ---------

® )=

B
wiondh= |1 i@ | £

que também pode ser diagonalizada pois CT = C.

Um CCOC é o conjunto de operadores A, B, C, ... que comutam aos pares e que determinam

|Unpqrs...> = |an7bpacqadr--->
Alapby...) = aplanbp...)
Blamby...) = bplamby...) etc, etc...

10



Representagoes e observdveis:

wlr) = ooy e o p)
&lr) = 3(r—10) > [ro)
U
W = [ vkl
W = [T e
(roley) = 600 ~19) [ [ro)(ro| d*ro = 1
(plp’) = dp—-p) e/lp><pl d’p=1
Como
wol) = [ drée - xo) viw) = viro)
i) = [ i) =)
Temos

®ly) = / & (pl') () = B(p)

(rlp)
Os operadores R e P:
R = / d37’/ dST” |I'/> <I‘/|R‘I‘”><I'N|

R|w> _ //dgT‘/ dST” |I‘/> <I'/|R‘I‘”>1,/}(I‘N)
rlRly) = //d?’r/dsr”é(rfr/)<r'|R\r”)w(r”)

— iR a
Mas
(r[R|y) = ry(r) =
rlRIr") = 1"6(r—r1") ou R|r) =r]r)
Assim
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wlPl) = [ teip)pU(p)

_ 3, 1 mr -

= /dp(%h)3 p¢(p)

— _ihv / d*p ¥ e " %(p)
= —ihVY(r

Mais sobre operadores:
i) Fungoes de operadores

a) Dado A, A" & tal que A"[y)) = 4....Alw)

b) A1 6 tal que AA~l = A~1A _1

¢) Seja f(z) = 3 fo2". Entdo F(A) = 3 f, A"

d) Se A = Af ::F(A) = F(A") = [F(A:]T

e) Se Althg) = Aglthg) = A™|1hg) = Ajltbg) = F(A)lthg) = F(Ag)lth)

f) Assim, F'(A) = EJZ i) (il F(A) [5) (5] = %)F(Ai) i) (i

g) Sabemos que |i)(i| = P; que também pode ser representado por:

Ps _H/\ —>\

J7#i
pois
J#v J;ﬁl
P;k)y = )\ — /\ )\ =0

JFi J#i
—A
= F(A) = Z F(A A —
J?ﬁz !

ii) Operadores unitarios

U é unitario quando
Ul=U0"=0U0=UU=1

Quando M) =Ulyr) e \%) = U |1p2) temos

(1 [2) (1 |UTU[2)

= (¢1|¢p2) = produto interno é preservado pela transformacao unitaria.

Em geral podemos escrever

U = ¢4 porque Ut =e 4" e se A= AT,
Ul = e = UU =ede =1

12



onde usamos a propriedade ee? = eATBel P2 ge [A,[A, B]] = [B, [A, B]] = 0. Assim
U=¢e onde AT=A
SeUl=UleVi=Vi=

o)t = uv)!
= Vviyt
onyivvy = VT@V
1
= Vviy
=1
= OV = @Wv)!

Transformacgao de estados:

C2
|’U2>4
Mas
) = > Ul = ¢l5y)
j j
= (Wil =G = Y (uilt))e
j
(vilv;) = (uilUlv;) = Uy,

que pode ser vista como matriz de mudanga de base S;rj onde {|v;)} é a “nova base” e {|v;)} a “velha base”

(8
v = sf
(vs| Alv;) (vi| Alv;) = (v:|UT AU |vy)
= A = UAU'

13



Transformacao unitdria infinitesimal:

U(e) é tal que

ll_r:%U(e) = U(0) =1
=U() = 1—ieG+... e Ulle) = 1+ieGT + ...

Como UTU = UU' = 1 temos
U'U =1+ ieG" —ieG + O(?) = GT = @

Sob a transformagao infinitesimal U(e) = 1 — ieG temos

A = UAU!
= (1—ieG)A(1 +ieG)
= A—i€G, 4]
S A—A = —i€G, A

See=0/N e N > 1, sucessivas aplicagoes de U nos levam a
9 N
que no limite N — oo se transforma em

Exemplo:
U(a) _ 671’Pa/h = UQUT _ e*iPa/thiPa/h
1a
Q-TPQ=Q-a

onde usamos a formula de Baker-Hausdorff

_ > A"
6)\AB€ A =B + z;l F[Aa [Aa [A7 B]H

n comutadores

Entao, como Q|q) = ¢|g) podemos escrever

UQU'U|q) = qUlg) = (Q — a)U|q) = qU|q)

ou QUlg) = (q+a)Ulg) = Ulg) =lqg+a) e Ullg)=|q—a)

Assim,

(QURY) = (q—aly) = (g —a)

¥(q)

q

¥(g — a)
‘ A

14



Produto tensorial:

Sejam &1 e & dois espagos de estados.

&1 @& ={le(1) ®[p(2)) tal que|p(1)) € &1 e[p(2)) € &}

i) produto linear:
(Ale(1))) @ [0(2) = A(l(1)) @ |¢(2))
ii) distributivo:
lp(1) @ (Ie1(2)) + l92(2)) = le(1)) @ l1(2)) + |o(1)) @ |2(2))
111) Se dlmgl = N1 [§] d1m52 = N2 = dlm[El X 52] = N1N2
iv) Expansao em uma base € & ® &2 [p(1)) ® [¢(2)) = - aibjui(1)) @ |v;(2))

Se [¢) € &€ =& @& # |p(1)) @ |¢(2)) podemos ter [¢) = 3 cijlui(1)) @ [v(2)) que é o chamado
ij

estado emaranhado

v) Produto escalar:
(M@ ("N le(1)) @ [(2))] = (¢ (D]e(1)) (" (2)l9(2))
vi) Operadores:
AM [le() @ x(2)) = A1) @ [x(2))
(AW @ BE2) [le(1) @ [x2)] = AD)le(1) @ B(2)[x(2))
= A(1)=A1)®1(2) e B(2) =1(1)® B(2)
AMd) = AlY)

|t) € € é resolvido por

i) = 1ol (1)) @ [xa(2))
onde

A (1) = Al (1))
e |x1(2)) é um elemento qualquer de uma base de &s.

Aplicacao:

De posse desta ferramenta matemética, podemos voltar & experiéncia de Stern-Gerlach. Como vimos, representamos
a fungao de onda por
1 0
ot =wr(e) (g )+t ()

Usando a notagao de espago de estados £ podemos escrever que £ = E(r)®&; (|r) ®|a) onde a =1 ou |) e portanto

¥)
= (rl¢)

> [ ae) i) @ o)
B} = )] 1)+ 0] )

Note que (r|¢)) = |1(r)) é ainda um estado (e ndo apenas uma componente ¥ (r)) porque € &!

Como os valores medidos de 1, sdo +up podemos representé-lo pela matriz 2 x 2 que atua em &; dada por

wo=nn (g O )=l D= sl el =l )
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Vimos ainda que dado um feixe no estado | 1) ou | |) podemos medir p, ou p, bastando para tanto girar o aparato
convenientemente. O resultado serd o mesmo que obtivemos na direcdo z, s6 que com diferentes intensidades.
Portanto, p, e j, devem também ser representados por matrizes hermitianas 2 x 2 com autovalores pp (ainda na

base | 1) e | 4)):

A forma mais geral de uma matriz hermitiana 2 x 2 é
a b* a+c a—c (1 O 0 b
(b c> 2 T3 (0 —1>+<b 0)
o que mostra que a escolha natural para p, e p, seria a base das matrizes da forma

(v %)

cujos auto valores sao £1. Desta forma

det( —)\b _)l\) )—O:>)\2—|b|2—0é)\—:|:1<:>b—em

Para que (5 € pt, venham futuramente gozar de algumas propriedades desejaveis, vamos escolher a = 0 ou o = /2.
Entao,
10 0 —i

As matrizes aqui introduzidas sao as matrizes de Pauli

(01 (0 —i (1 0

Assim podemos escrever o operador vetorial g como

B = MB(U@)A( + O-yy + Uzi)

A base inicialmente escolhida para &, {| 1),| })}, é por construgdo composta de auto estados de o,. Se quisermos
escrever os auto estados de o, e o, devemos diagonaliza-las convenientemente. E um exercicio trivial mostrar que
os auto estados |£), e |£), tais que

Opld)e = £l|E)s e oylE)y = £1|E)y

sdo escritos em funcdo de | 1) e | |) como

_IDE
). = s )y =

EXIEY
V2

Onde usamos que (1| ={ L) =1e | = ]|T)=0.

Na realidade podemos escrever o operador momento magnético em qualquer direcao i que desejarmos através de

W = p -1 = pp(ox cospsind + oy singsin 6 + o, cos 0)

Onde usamos que N = X sinf cos p + ¥ sin O sin p + Z cos 6.
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Temos entao

_ cos@  sinfe ¥
Hn =HB\ gngeir  —cosh ’

que tem auto valores +up e auto estados
0 —q . 0 i@
|[+), = cos <2)e 2 4) 4 sin <2>e 21 1)

|_>n = —sin (g) e_iq’/2| T> + cos (g) eiq’/2| l«>

Em particular, se ¢ = 0, temos:

+
~
3

Il

cos () 11 +sm (5) 14
~sin <§) 1) + cos (Z) )

e, consequentemente, a matriz de rotagdo de um angulo 0 destes objetos (] 1) e | J)) em torno de g é

L
3
I

cos (%) sin(

vo=( 5 i)

o que nos leva a U(2w) = —1. Portanto, ao girarmos objetos do tipo |a&) de 27 encontramos o estado —|a) que
evidencia o fato de estes estados nao serem vetores em 2-D. Estes estados sao chamados spinores.

As nossas expressoes nos levam naturalmente as intensidades obtidas numa experiéncia de Stern-Gerlach para medir
1. de particulas inicialmente polarizadas em qualquer diregao ii.

Estas intensidades sdo proporcionais as probabilidades da experiéncia com uma tnica particula*,

0 . 0
Py = cos? <2> e P, =sin? (2> .

Propriedades das matrizes de Pauli:

i) Auto valores = +1

ii) deto; = —1

iii) tro; =0

iv) 0'32520'520'3:1

V) 0,0 = 01 “!"i%:ﬁkjl o = [ok,05] = %ZI:GW g1

vi) oi0; = —0jo;sei#j = {04,0;} =005 +0;0i=0sei#j
vii) 00y0, =il

viii) (6-A)(oc-B)=A -B+io - (AxB)
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(*) Lembre-se que para a polarizagdo de fotons

P(#) =cos’f e P(j) =sin?0

“ )\

=
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