I.4) Os postulados da mecanica quantica

Na mecéanica classica sabemos que o estado de um sistema fisico em um instante ¢ é determinado pelo conjunto
{qi(t),pi(t)} de coordenadas generalizadas e seus respectivos momentos lineares. Consequentemente, qualquer
grandeza fisica, A(q;,p;,t), fica automaticamente determinada uma vez que conhegamos ¢;(t) e p;(t).

Por outro lado, dado o conjunto {g;(t0),p;(to)} num instante ¢, podemos conhecer {g;(t), p;(t)} através das
equagoes de Hamilton:

OH . OH

= p e =
9q; ' Ipi

Gi. (14.1)

Na mecéanica quantica o problema também é conhecer:

i) O estado fisico;
ii) O resultado da medida de grandezas fisicas;
iii) A dinamica do estado fisico.

O item (iii) sera abordado mais adiante, mas, sobre os itens (i) e (ii) acima, podemos, & luz do que experiéncias
nos proporcionam, enunciar os seguintes postulados:
12 Postulado:

O estado fisico em ¢ ¢ dado por |9(¢)).

22 Postulado:

A uma dada grandeza fisica A associamos um operador observavel A (A4 = AT etc.).

32 Postulado:

O tnico resultado possivel da medida de A é um dos auto valores de A: Aluy,) = ap|uy).

42 Postulado:

Ao efetuarmos uma medida da grandeza A em um sistema descrito por |¢) (normalizado), a probabilidade de
encontrarmos o auto valor a,, (ndo degenerado) de A é dada por

P(an) = [(un|9)*  (1.4.2)

Caso o auto valor seja degenerado

In

Plan) =Y [ [Y)* ondei=1,..g, (14.3)

=1

Ja no caso do espectro de A ser continuo, A|a) = ala), a possibilidade de que o resultado da medida de A seja
encontrado entre o e o + da é dada por

dP() = [{a|¢)|?da (1.4.4)

52 Postulado (redugiao do pacote de onda)
Se a medida de A resultar no auto valor a,, de A, o estado fisico logo ap6s a medida é dado por

Pn|t)

)= P

(14.5)

onde P, = |up)(up].



Caso o auto valor seja degenerado
gn

Po=>_lul)(u?]
i=1

Finalmente, no caso continuo, o novo estado é dado por

AP, [¢)
(Y| AP |9)

Note que sempre usamos que (1|P?|y) = (1|P|2).

~ a+Aa
) = onde AP, =/ da |a)(af (1.4.6)

Como ja dissemos antes, a dinAmica sera abordada separadamente. Assim, uma vez enunciados os postulados
vamos nos concentrar em algumas questoes deles decorrentes.

i) Medida e preparagao:

O processo de medida de A do sistema S é o resultado da interagdo de S com um outro sistema M via o
observéavel A associado a A. O efeito desta interagao é descrito pelos postulados 3, 4 e 5.
A maneira de entendermos estes postulados é a seguinte: suponhamos que temos um ensemble de N sistemas
idénticos que resultam dos mesmos processos fisicos. Dizemos, entao, que cada membro do ensemble é descrito por
um mesmo estado fisico 1) no instante imediatamente anterior & medida. Como resultado desta medida (liga-se e
desliga-se a interagdo com M em At — 0) temos que

em n; elementos do ensenble obtemos a; para A

na az
” noo 2 7 7 2 aoo 9 2
)
onde ni:N:P(a)—% [Vg) =
; VTN (OIPLID)
fol ey ]| i) | i) )
oad | | i) | | v ]| ) i)

Antes da medida tinhamos

) =3 e ul),
kp

onde

Z |c§€p)|2 =1.
kp

Desta forma podemos interpretar

ST 1?2 = Plar)
p

Se efetuarmos novas medidas sobre o mesmo ensemble resultante da medida anterior, podemos afirmar que, com
certeza, nos ny elementos cujo estado é |¢y) o resultado da medida de A serd ax (k= 1,2, ...,00).

Se destes elementos filtrarmos aqueles que resultaram em um auto valor aj especifico, temos duas situagoes

a) gr = 1 = o sistema ja esta preparado em |ug).

b) gr # 1 = a base do subespago <> a; nao esta univocamente determinada. Entretanto, podemos escolher um 2°
operador B tal que [A4, B] = 0 e efetuar a medida de B, o que néo altera ay, pois B |u§f)> € ao subespaco de ag.



Estes dois observaveis sao ditos compativeis!, pois podem ser medidos simultaneamente. Os auto estados comuns
a A e B serdao denotados por |ag, by, j) onde Blag, by, j) = bilag, b, j) e j é a degenerescéncia ainda presente.

Se j =1, o sistema esta preparado em \uk)> lak, b;). Mas, se j # 1 devemos repetir o procedimento até
encontrarmos um CCOC formado por A, B,C, ..., Q com auto estados |ag, by, ..., ¢s) univocamente determinados.

Dizemos, entdo, que o sistema esta preparado em |uk ) = lak, b, ..., qs) onde a degenerescéncia gy, foi rotulada
(levantada) por auto valores das medidas de B, C, ..., Q.

Se quisermos medir I' ¢ ao CCOC acima, tal que I'|y,) = v, |yn) devemos escrever \u,@) nesta nova base, ou seja,

=Y ) vmlansbis o gs) - (147)

e a probabilidade de medirmos ~,, sera P(~,) dada por

P(vn) = [nlak, bi, "'aq$>|2' (1.4.8)
Um exemplo de preparacao ja foi visto na experiéncia de Stern-Gerlach com A = o, (ja um CCOC) e T = o,.
ii) Valores médios e dispersao numa medida:

Dado um observavel A sabemos que o valor médio de sua medida é

o0

(4) =) Plan)an. (14.9)

n=1

Sabendo que o sistema foi inicialmente preparado no estado
¥) = ePul?), (1.4.10)

onde ¢ = (ugf)w), podemos escrever (postulado 4):

oo ) gn
(4) = ZP(an)an = Zan ( u( )W’
i=1

n=1 =

= ¢|ZZA|U(Z) ()

C @A) se ) =1 (@41
No caso continuo,
(A) = /adP(a) = (Y|AlY), (1.4.12)

onde
dP(a) = p(a)da = ™ ()P (a)da

A dispersao dos auto valores medidos em torno do valor médio é dada por

AA = /(DAY
Ldois observaveis A e B sdo ditos compativeis quando [A, B] = 0, o que implica em podermos fazer medidas simultaneas dos
observaveis A e B a eles associados. Ou seja, como
Alan,bp,i) = anlan,bp,)
Blan,bp,i) = bplan,bp,i)

€ |"/)> = chpi‘anvbpvi>7

npi
pode-se mostrar que

) 2 ') Zs g >} P
") = ")
oy 25 [y s ) v



onde

(AAP = (A— (4)%) = (A7) — (4, (L4.13)

e os valores médios dos operadores sao calculados com (1.4.11 e 12)

Um teorema importante sobre a dispersdo (ou incerteza) da medida de observaveis é que quando A, B e C' sdo tais
que [A, B] = iC temos,

AAAB > @ (1.4.14)

Demonstragao:
Sejam Aly) = |u) e Bl¢) = |v)
Pela desigualdade de Schwarz ||u||?||v]|? > |(u|v)|?

b f Il = @l A%)
Como A=dAleB =5 {|v||2=<¢|B2w>

= WAIB) 2 [(WlABIY)?
o R

AB + BA ,,C
= | 2

{4, B})

2

2

|¥)

)

2
"

pois se z = x + iy — 22 + % > 22 ou 3>
Assim,

(A?)(B?) =

e se substituirmos A —+ A — (A) e B — B — (B) teremos

(C)

= AAAB > u

(AAP(AB)? > ;

Um exemplo ja bem conhecido deste teorema é que como [x,p] = ihi temos x = A, p=B,e C =h

NSt

= AzAp >

que é o principio da incerteza de Heisenberg.
iii) Estados puros e misturas estatisticas

Antes da medida, como ja vimos,

) = el |ull?)
nk

(A) = (@IA[) =Y anlcPP.
nk

Depois de efetuada a medida sabemos que n; elementos do ensemble € ao subespago correspondente a a;, onde

Portanto, antes da medida o ensemble considerado pode ser representado por um ket |1), o que nao acontece
depois da medida quando ha probabilidade a priori de termos n; /N elementos de ensemble representados por kets

Pil)/ v/ (IPilY).

Quando o ensemble representativo do sistema puder ser representado por um tnico ket |1)) o sistema encontra-se
em um estado puro. Em caso contréario diz-se que o sistema estd em uma mistura estatistica.



Para efeito de medida de operadores que comutam com A, ndo ha diferencga entre os ensembles. Entretanto, o
mesmo nao pode ser dito para operadores B tais que [A, B] # 0.

Exemplo: Consideremos a experiéncia de Stern-Gerlach com

BDEIE 1 e o —
Iw>77ﬂ = |+)e = (0x) =1e (0.) = 0.

Consideremos agora 50% dos membros do ensemble em | 1) e 50% em | |). (0,) é ainda nulo, mas agora (o,)
também ¢é nulo! Note que nos dois casos P(1) = P(}) = 1/2. Neste caso que aqui tratamos A =0, e B=o0, ¢
[04,0.] # 0.

Vamos formalizar um pouco mais o conceito de mistura estatistica.

Consideremos o observavel A tal que A|u,) = an|u,). Para simplificar, consideremos a,, ndo degenerado. Em caso
contrario podemos escolher um CCOC que especifique univocamente o auto estado |u,). Apos realizarmos a
medida de A temos n; elementos de ensemble em |u;), ou seja, medimos a; com a probabilidade |{u;[1)|* = n;/N.

Vamos agora medir B tal que B|v,) = b,|v,,) no ensemble resultante depois de medir A. Temos nj; membros do
ensemble em |ug) e

o) = 3 o) oln), - (14.15)

’
n
K0!
4
n

e podemos definir a probabilidade de encontrar b, na medida de B no k-ésimo subensemble como
Pi(bn) = [(vp|ug)|? = P2 (1.4.16)
Entao, a média de B no k-ésimo subensemble é
(B = (ur|Blug) =Y balelP P, (14.17)
0 que implica em que a média no emsemble seja dada por
ng

B) = — (B, (1.4.18

(B)= X B (1418)
o que ¢ diferente de (¢|B|v), mesmo que

) = Z d|ug)

Nk

N

com
|dy,|? =

Neste caso

W@IBlY) = > (Wlon)(va|v))by

n

= Z ‘<Un|w>|2bn

n

- ¥

n

> dy (vn|u)
k
- X

dec;k)
n k
= DY baleP P+ " drdp Y bl (1.4.19)
k

ktk! n

2
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2
bn

como (1.4.18) termos de interferéncia



Assim vemos que a (1.4.18) é composta por
(B)r — medida num estado puro (subensemble k)

(BY) — medida numa mistura (classica) de subensembles com probabilidades pj, = %
quantico
(B) = 30z Bl =3 (ol Bluwlp = 3 () (o Bl

k nk

claislco

= tr BZpk|uk><uk|] = tr(Bp) = tr (pB) (1.4.20)
k

onde
p=> prlur)(ux| (14.21)
k
é o chamado operador densidade.
Em geral p = > py|9) (1], onde 9 denota o conjunto de parametros que rotulam o estado |¢). Estes estados nao
P

sdo necessariamente ortogonais. Na base |uy) acima, p é diagonalizavel e quando py = 1 temos um estado puro e

p= 1Y)l
iv) O operador densidade e as suas propriedades.

Como vimos na segao anterior o operador densidade definido em (I.4.21) é tal que

(v plvm) = Zpkc R (1.4.22)

Note que p nao é diagonal em |vy,).

Propriedades:
a) p € hermitiano:
pr= Zpk (i) e ) Zpk\uk =
= ﬁ:fﬁ (1.4.23)
b) trp =1

trp = Y (vn|plvn) = ZmZWWzl@MQ

n

c) Quando o estado é puro, p? = p
p° = ) (Wl) (W] = W) =p=p* = p (1.4.25)
) (wlplv) > 0
>0
A 2
(lplv) = 2 pr{vlur)(urlv) =32 pr [(urlo)|” >0 (1.4.26)
k P
>0
Exemplos:
a) O operador estatistico:
e_ﬁEn
p= zn: 7 [un) (un]
onde

é a funcao de particao do sistema
Z =tre PH,



b) Como distinguir entre o estado puro e a mistura estatistica?
Se A é tal que

Alpr) = ailyr)
Alpg) = asla)

1) = c1]t1) + calthe) = Pr = |c1|? e Py = |ea]?.

Medindo A nao podemos distinguir entre
. le1)?  cich . lei> 0
= = * e =
p = ) (Y] < cten |02|2 PM 0 |02|2

0 . R
A= ( %1 as ) = (4) = tr (ppA) = tr (pnrA) = ar]er|* + as|ea|*.
(b b
o=(n )

tr (ppB) = bi|c1|? + ba|ca|® + 2Re (bocicy) = (B)p  (1.4.27)

Mas se medirmos

tal que [A, B] # 0 (a1 # az e by # 0),
temos

tr ([SN[B) = b1|01‘2 + b2|62|2 = <B>M (I428>

e (B)p # (B)y. Um exemplo concreto é o de A =0, e B=o0,. Oestado |[¢p1) =|1) e
[V2) = [4) = [) = [+)n

pp ¢ um estado puro |+), »(+| € pps uma mistura.
A luz do que introduzimos podemos generalizar alguns dos postulados anteriormente enunciados:
12 Postulado
O estado fisico é determinado pelo operador densidade p. Note que apesar de hermitiano, p representa o estado
fisico e ndo um observavel.
42 Postulado

A probabilidade de se encontrar o auto valor a,, de um observavel A tal que Alu,) = a,|u,) é

Z D] (un |02 (1.4.29)

Onde py, é probabilidade (classica) de se encontrar [v(*)).
Entao,

Pla,) = Zpk |v(k k)‘un>
= (uy| Zpkh) Y0 u,,)
k
= Z (un |wns ) {wns | plwn ) (W |un )

n’m’
= an’m’<wm’|un><un‘wn’>
o (Po)rn

= tr(pP,) (1.4.30)

Assim P(a,) = tr (pP,,) que, no caso de p = |¢)(¢)| um estado puro, reduz-se ao 4° postulado na sua forma
anterior.



52 Postulado

Como vimos antes,

' Pnv)
¥) = ') = — 2
v (Y|Pnlt)

e é esta a forma que devemos generalizar para p.

p' =?. Obviamente, |1) (1] — [¢')(¥'| = Py |1) (¥[Py,
=) ppl) (W] = > ppPult)(¥|Py = PupPy,
P P

Normalizando:
P..pP, _ PupPy
tr (PnpP,)  tr(Pnp)
P, pP
i = o (1.4.31
=P tr (Poj) ( )

Ha intimeras aplicagoes para o operador densidade, mas, certamente, uma das mais importantes é a da medida de
observéveis em subsistemas. Mais tarde veremos também a sua relevancia no estudo da dindmica de subsistemas.
Consideremos o problema de 2 sistemas cujos kets podem ser definidos nos espagos &1 e £. O sistema composto
por 1 e 2 é definido no espago produto tensorial £ = & ® &. Se

) =le(1)) @ [x(2)) € €

entao podemos escrever

YWl = [le(1) @ [x(2)] {e(D)] © (x(2)]]
W)W @ [x(2)){(x(2)]
1)®p2) (14.32)

po=
o

=
Note que, em geral,

= Pt () (un (i) (1.4.33)

onde
Pmn = <um ‘ﬁ|un>

onde i = 1,2 é a forma de p em 1 ou 2.
Para o produto tensorial £ a forma mais geral da expressao de p é:

p= 3" pmtln (1) (wn(D)] ® [ox(2))0r(2)] - (14.34)

mn,kl

onde

Note que Pkt = Pmn(1)pri(2) no caso de p = p(1 ) ® p(2). Entretanto, a forma nao fatorizével

Prmn,kl Z Pmn(1)pri(2) é a mais geral para a expressao de p no espaco & ® Es.

Vamos agora efetuar uma média da medida de um certo observavel A que atua apenas em £(1), ou seja,
A= A(1) ®1(2). Como sabemos

(A4)

tr (pA) = Z(umvk|ﬁA|umvk>

km

Z<“m(1)vk(2>‘ Z Pt g1 [ (1)) (g (1)| @ Juger (2)) (v (2 Z Ao [t (1)) (upr (1)] -

km m/n’ k'l m ! k!
6 o (2)) (0 (2) 10 (1) 04(2))

(i (1) [t (1)) (0x(2) g (2)) (e (1) [t (1)) (017 (2) forr (2)) (wr (2) |08 (2)) - -
e <un”(1)|um(1)>pm’n’,k’l’Am”n”



Usando que (U, (1)|un(1)) = dpmn € (0k(2)|v1(2)) = dki temos

(A) =" pmnkkAnm  (14.35)

kmn

Aqui podemos definir um operador que se refere apenas ao subespago £(1) mas que carrega a influéncia do sistema
(2) a ele correlacionado. Este é o chamado operador densidade reduzido de (1) dado por

mnk

= Pmn(1) = D pmmsx (14.36)
k

Assim,

<A(1)> =tr (ﬁ(l)A) = Z Z pmn,kkAnm

mn k

indica o valor médio de um observavel em parte do sistema composto £ = £ ® £. Um exemplo bem comum é o
do estudo das propriedades do campo eletromagnético (1) no interior de uma cavidade (2). Como nenhuma
medida deve ser efetuada nas variaveis da cavidade podemos tomar o trago sobre elas. Como resultado o operador
p(1) descreve o campo sujeito a influéncia da cavidade. Este sistema é importante no estudo da teoria quantica da
medida que comegamos a abordar com um exemplo bem simples.

Vamos considerar um sistema de 2 niveis (1) descrito por um estado puro

) = al 1) +0[ )

Vamos considerar agora um sistema (2) que pode ser acoplado ao anterior e que se encontra num estado de
referéncia |0). O estado do sistema composto é

¢) = |) @10) = (a| 1) + b)) ®0) (1.4.37)
Pela distributividade de produto direto temos
[¢) = al 1) ®10) +b]|) ®10) (1.4.38)

Suponhamos que a interagao entre (1) e (2) seja tal que o estado | 1) se correlacione com o estado |U) do sistema
(2) enquanto que | }) se correlacione com |D). Entéo

¢") =al 1) @ |U) +b] ) ®@|D) (1.4.39)

Aqui, |¢’) representa o estado inicial |¢) depois de ter evoluido por um certo tempo sujeito a uma intera¢ao entre
(1) e (2). O operador densidade p" correspondente ao sistema global é

[N = [al’| D @ [U)U] +ab™| 1)L | & |U)ND| +
+a”d| {1 1@ [D)(U] + [b*[ (L[ @ [D)(D] (1.4.40)

Como vimos antes, qualquer observagao a ser efetuada apenas em (1) depende do operador densidade reduzido
deste subsistema, que é dado por

p(1) = (Ul )¢ |U) + (D]¢"N¢'|D)
= al’| )T [+ ab*| U (DIU) +a™b| 1)(T [{U|D) +

+ PP KUID) + lal?[ 1)t | (UID)]? +
+ ab®| 1)t [(DIU) +a™b| 1) (T (U|D) +
+ PP (L4.41)

onde usamos que (U|U) = (D|D) = 1. Vemos entao que se (U|D) = 0 o operador densidade reduzido se torna uma
mistura estatistica

p) = lal[ YT+ BRI (14.42)



O mesmo ocorre se fizermos a observacao em (2)
5(2) = |aP|UNU| + [BPID)(D|  (L4.43)

Um exemplo concreto do que vimos aqui é a experiéncia de Stern-Gerlach. Neste caso o estado |0) de (2) é tal que
a sua representagao de coordenadas é um pacote de onda de um elétron incidente no magneto. O gradiente do
campo acopla o momento magnético do elétron com o seu movimento espacial e assim, |U) e |D) sao estados cuja
representacao de coodenadas descreve pacotes que sao defletidos para cima (|U)) ou para baixo (|D)).

(r|U) = 1y(r)
(r|D) = y(r)

= (r[¢) = ag(r)[ 1) + bo(r)| 1)

interagao com B |

(v[¢") = agy(r)| 1) + 0, (r)[ )

Como a uma distancia grande do magneto os pacotes ¢4 (r) e ¥ (r) sdo praticamente ortogonais, teremos (veja

(1.4.42)):
p(l) = laf* - ab? —p'(1) = ja* 0 1.4.45
) (a*b |b|2> (1) ( 0 |b|2> (I.4.45)

antes da medida depois da medida

Portanto, apds decorrido o tempo necessario para (U|D) ou (4|1;) = 0 a medida dos observaveis referentes apenas
ao sistema (1) resultam, naturalmente, na transicao (I1.4.45) de um estado puro para uma mistura estatistica.

Este processo pode ter desdobramentos importantes como veremos a seguir.

Na interpretacao ortodoxa (de Copenhagen) da mecanica quantica o processo especifico da medida ndo é questi-
onado. O aparato de medida é considerado classico e o resultado da medida é dado pelos postulados 3, 4 e 5.
Questionamentos de como se da a reducdo do pacote de onda (postulado 5), por exemplo, sdo considerados sem
sentido dentro da mecanica quantica.

Entretanto, qualquer que seja o aparelho de medida, ele também poderé ser descrito pela mecénica quantica ja
que, por mais complexo que possa ser, é composto por atomos, moléculas, campo de radiagao, enfim, elementos que
podem ser descritos pela mecénica quéntica.

Podemos, entéo, tentar descrever a medida através da intera¢ao do sistema microscopico (1) com um complexo sis-
tema (mas ainda assim quantico) de medida (2) como vimos acima, e usar o conjunto de regras que estabelecemos
anteriormente. Esta abordagem é a chamada teoria quantica da medida.

Os estados |U) e |D) de £(2) referem-se agora a estados do complexo aparelho de medida. Portanto, o acoplamento
de (1) e (2) nos leva a um estado do tipo |¢') em (1.4.39). Ora, sendo (2) um sistema complexo e muito prova-
velmente macroscépico, estamos diante de uma situacao inusitada: uma superposicao de estados macroscépicos
distinguiveis, ja que queremos associar a |U) e |D) situagbes macroscopicas distintas no aparelho de medida. Por
exemplo, a posicao de um ponteiro do medidor.

Foi exatamente uma situagdo como esta que gerou o debate conhecido como o paradoxo do gato de Schrddinger,
onde uma sequéncia de eventos encapsulados em | 1) se correlacionam com o estado |U) (gato vivo) enquanto que
os encapsulados em | |} se correlacionam com o estado |D) (gato morto).

Obviamente nio gostariamos de ter uma superposi¢ao de possiveis posi¢ées de um ponteiro como resultado de uma
medida.

Uma possivel solu¢ao para este impasse é imaginar que £(2) = Er(2) ® £7(2) onde £7(2) é o espago dos estados que
chamaremos de irrelevantes para a medida, ou seja, aqueles cujo trago serd tomado no processo de medida. Assim,

\U) =|Ur)@|Ur) e |D)=|Dgr)®|Dr) (1.4.46)

|¢/) = a| 1) ® |Ur) ® |U;) + b 1) ® |Dg) @ |Dy) (1.4.47)
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Assumindo, entao, que os estados macroscopicamente distinguiveis |Ug) e |Dg) correlacionam-se, respectivamente,
com os estados irrelevantes |Uy) e |Dy) tais que (Ur|Dy) &~ 0 temos (ver 1.4.42)

p(1,2g) = lal*| 1, Ur) (1, Ug| + [b]*| |, Dr){}, Dg| (1.4.48)

Ou seja, os estados |Ug) e |Dg), correlacionados com | 1) e | |), encontram-se numa mistura estatistica, o que é
bem mais razoavel do ponto de vista classico.

Obviamente, a destruigdo dos elementos nao diagonais do operador densidade reduzido nao é instantanea. O tempo
gasto para a sua ocorréncia é chamado de tempo de decoeréncia (ou descoeréncia) e depende da dindmica de £
através da interagdo entre Eg(2) e £7(2). Este tempo é, em geral, muito curto. Apesar do efeito de decoeréncia
nao resolver completamente o problema da medida em mecénica quantica ele, pelo menos, mostra como um estado
puro do aparato de medida, correlacionado com um dado estado microscépico, pode se transformar numa mistura
estatistica numa escala de tempo extremamente curta.
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