IT) Dindmica Quantica

Até agora estabelecemos os conceitos de estado fisico e grandezas observéaveis em mecénica quantica. Nosso
objetivo agora é entender como evolui o estado fisico e, consequentemente, os valores dos observaveis nele medidos.

I1.1) O operador de evolugao temporal

Para descrever o estado fisico de um sistema no instante ¢ precisamos relacioné-lo com o estado em ty cuja
preparacao foi discutida anteriormente.

Além disso queremos que o estado fisico seja normalizado a cada instante da evolucdo temporal. Assim devemos
associar a evolugdo temporal a um operador unitario U(¢,ty) tal que

[¥(8)) = UL, to)|v(to)) e (w(®)[¢(t)) =1 (IL1.1)

de onde podemos tirar as propriedades (grupos)

i) U(tg,to) = U(tz,tl)U(tl,to)
[(tz)) = Ultasto)¥(to))
= Utz t1)|(t1))
= Ulta, t1)U(t1, t0) |9 (t0))
= U(fg,tl)U(tl,fo) = U(fg,to)
ii) Ut,t) =1
111) [U(tvtO)}il = U(tht)

U(tht)U(t7t0) =1
= Ulto,t) = [U(t,to)]"

Equagoes i), ii) e iii) : (II.1.2)

Como U é unitario podemos definir uma evolu¢ao temporal infinitesimal a partir de

1€G
= 1- =
U :
=U(t+ety) = Ult+et)U(tty)
= (1 - “hG) Ult,to) (IL1.3)
onde G = Gt. Assim,
dU(t,to) — lim U(t+6,t0) - U(t,to)
dt e—0 €
= —%G(t)U(t,to) (I1.1.4)
0 que implica em
L d|w(t)) L dU
ih ar ih ar [i(to))

= G(t)U(t,to)|p(to))

ou

() = Gle) (L)



Vamos denotar o gerador G(t) por H(t) no caso da evolugdo temporal. A solugdo formal de (II.2.4) é dada por

t
Ut,tg) =1— %/H(t')U(t’,to)dt’ (I1.1.6)
to

que quando iterada nos da

ot gt t
Ut tg) = 1—%/H(t’)dt’+ (—2) /dt’/dt”H(t’)H "’

¢(n—1)

+. (> /dt// dt" .. /dt(")H(t’)...H(t(”))Jr... (I1.1.7)

Esta expressao pode ainda ser reescrita de outra forma se usarmos o resultado abaixo.

Seja f(x,y) uma funcao de duas variaveis. Vamos mostrar que

/“ ]dyfwy //dxdyT (z, )]

0 0
onde

Tl = {302 07V )

Consideremos o dominio de integracao da figura abaixo
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Il

/adw/xdyf(xay)
= %/d Zdyf(x,y)%-;o/adﬂfojdyf(%y)
= ;/dxo/dyf(x,yw;O/dyy/dxf(%y)

0

onde a 1% integral refere-se aos trapézios verticais enquanto que 2% aos horizontais. Mudando x <+ y na 22 integral

temos
I:l/dx/dyfxy /dx/dyfy,
- /dx/dny— Y) + %/ y/de(y—w)f(va)

0 0

~1 = 1 / / dady [0(z — y)F(z, ) + 0(y — z) (4, 2)]
0 0



que é o resultado enunciado em (I1.1.8). Esta expressao pode ainda se generalizada (indugao) para N variaveis

a xry ITN-—1
/dxl/dxg / da?Nf(xl,xg,...,xN)
0 0 0
1 a a
= ﬁ/'u/dxl...deT[f(xl,xg,...,xN)] (I1.1.9)
0 0
onde
N
Tlf(en,.con)l= Y. Owa—w5)0(as—a,)-Oar — 2,)f(tas2p, .. 3,)
aFEBEYF.FV

=1

No caso do operador de evolugao temporal temos

Ult,to) = i <i1h)n;!/t-~-/tT[H(t1)...H(tn)] dty ...dt, (IL1.10)
n=0 to to

onde T [H(t1)...H(ty)], definido como em (II.1.9), é o chamado produto cronoldgico de H(t1)...H(t,).

Quando H # H(t) a (I1.1.10) pode ser escrita como

U(t, to) = exp (—Z'I;(t — to)) (Hlll)

Nossa tarefa ¢, entao, descobrir quem ¢ H(t). Para tal vamos usar a (II.1.5) e escrever a equagao da evolugao
temporal de um observavel.

Stwla) = { ol aw + w5+ wia{ T )

Aqui, consideramos a possibilidade de A depender explicitamente do tempo (0A/9t # 0). Entao, usando a (I1.1.5)

d 1 1 9A
ﬁwmwzz—mmm+mmm+<&>
= %<A> = <%’?> + % ([A,H]) (IL1.13)

Para identificar H podemos usar a evolucao temporal de alguns observaveis convenientemente escolhidos como,

por exemplo,
dr) 1 dpz) _ 1
_— H = —
ih (=, H]) e dt ih

(lpe, H)) (I1.1.14)

Classicamente temos
dz. 0H, dp., 0H,

dt 0Pz, ¢ da 78300
onde
2
HC = HC cy Pz =Ze c
(rerpe) = 25 4V (z.)

¢é a hamiltoniana do sistema em questao. Portanto, se desejarmos que os valores médios de observaveis tendam aos
seus valores cléssicos quando A — 0 devemos ter

lim (171 ([m,H]>) _ Oy (Zlh <[pzc,H]>) _ —gH (I1.1.15)

) Opa. h—0 T

Usando que quando [A, B] = A temos [A, f(B)] = Adf/dB podemos obter (II.1.15) se tomarmos as seguintes
medidas



i) Substituirmos H por H. onde p, <> Dy € Tp <> &

ii) Postularmos [z, p,| = if
Em geral devemos ter (coordenadas cartesianas em N-dimensoes 1,3, ..., Zn € momentos pi,...,PN)

. (FG-GF)

lim —— = {F, I1.1.1

g = (R.Gdp (116)
onde OF, G. OF, 0G

FC’ GC — (& C _ (& (&
{ }P Z axci 8pci apci axci

e F. = F(x,pei) e Ge = G(Tei, pei). Este é o chamado paréntese de Poisson na mecénica cléssica.

Podemos, entéo, identificar o gerador H(t) como o hamiltoniano classico onde substituimos as variaveis classicas
posigao e momento linear por operadores x; e p; que obedecem a [z;, p;] = ihd;;. Com esta identificacdo a (I1.1.13)
representa a dindmica de observaveis classicos no limite i — 0 (apenas quando A = A(z;.,p;c)). A equagdo
dindmica para o estado fisico é (ver (I1.1.5))

d'¢> = Hly) (IL1.17)

que nos permite reobter a mecénica ondulatoria (equagio de Schréodinger) uma vez que estabelecemos as conexoes
introduzidas acima.

Para tal comecemos com o conceito de operador translagao De.

Este operador é tal que
D¢lz’) = |2' + &) (IL1.18)

que, como vimos anteriormente, pode ser escrito como
De = 7" (11.1.19)

onde [z, p] = ih. Consequentemente

Dely) = e Hepy)

71h§/dx/‘x

- / da'|’ + E(a’)
- / da|a"yp(a" — ) (' +€ = 2"

=SS = Jaren s GG

=5 n=0
(B0 = [ s et
=0l = [ anles (<ing ) vta”)
ou ainda

(I @)|Y) = f (_%@) $@) (IL1.20)



Portanto, a representagdo de coordenadas de qualquer funcdo f(p) pode ser generalizada para

(r|f(p)l) = f(=ihV)y(r) (IL.1.21)

que quando usado em (I1.1.17) com H = % + V(r) nos da

2
mw = —;—mVQz/J(r,t) + V(r,t)p(r,t)  (11.1.22)

Apesar de termos estabelecido a substitui¢ao de z.; e p.; por operadores x; e p; em coordenadas cartesianas este

procedimento é vélido em situagoes reais gerais. Na realidade, pode se mostrar que para qualquer conjunto de

variaveis (ge;, pei), que possa ser obtido através de transformagoes canonicas infinitesimais das coordenadas

cartesianas, podemos associar operadores (g;, p;), relacionados aos operadores (x;, p.,) via uma sucessdo de

transformagoes unitarias infinitesimais, tais que

gi,p;] = ihd;;  (11.1.23)

Esquematicamente
(xc? pxc) transforma(gTé;c; candnica ((]C, pc)
quantizagao J, (3) (2) \L quantizagao
t f a itari

(xapw) rans orm%g unitaria ( ’p)

(1) +(2)
(T, Pa.) = (a,D) ou

(3)+(4)

Caso a condicao acima nao seja satisfeita o processo de quantizagao canénico pode nao ser valido.

Convém notar que apesar de termos escrito a equagao de evolucao temporal na representagao de coordenadas
(I1.1.22) para o caso especifico de um sistema que apresenta um conjunto de variaveis canonicamente conjugadas
com analogo classico, a forma (I1.1.17) é geral e pode ser usada para descrever |¢(t)) na representagdo que for
apropriada, tenham os observéveis do sistema analogos classicos ou nao. Por exemplo, o momento magnético do
elétron nao pode ser escrito em termos de r e p mas, ainda assim, a dindmica do seu estado fisico é regida por
(I1.1.17).

I1.2) As versoes da mecanica quantica.

Na nossa analise da segao anterior, atribuimos a evolugao temporal de um sistema fisico ao estado [1(¢)) que o
descreve e a sua dindmica é regida por (II.1.17). Esta equagao foi deduzida da hipotese que |1)(t)) = U(t, to)|¢(to))
e que (A(t)) = (¥(t)| Al (t)) deve descrever a dindmica classica de A.(t) quando i — 0. Esta é a chamada versao
de Schrodinger da mecanica quantica. A evolugao temporal é atribuida a |¢(¢)) e os operadores carregam,
eventualmente, apenas dependéncia temporal explicita. Entretanto, esta nao é a tinica maneira de encarar o
problema. Como estamos, em ultima instancia, interessados em (1(¢)| A(t)]1(t)) podemos reescrevé-lo como

(W (OIA@B]Y (1)) = ((to)|U (to, ) AU (X, to)[¥(t0)).  (11.2.1)

Vamos definir um estado |1 g) como

) = [e(to)) = Ul(t to) [0 (1)) (112.2)

e um operador A (t) como

Ap(t) Ulto, t)A(t)U (2, to)
= U'(t,t0)At)U(t, to)

(Wu|Ag(t)|m). (11.2.3)

= (L(O]A@)](E)



Assim temos

- dTTA(t)U-FUT%UJrUTA%
= %UTHAU-i—UT%U_%UTAHU
_ <C§?)H+;[HH,AH]
j% - <%3>H+;Z[AH(t),HH(t)], (I1.2.4)

que é a chamada equag¢do de Heisenberg para a evolucao de A (t).

Tomando () com |[¢r) = |¢(to)) temos de (11.2.4):

% = <8£> + % ([A, H))

como em (I1.1.13).

Nesta nova versao, os estados estao fixos no tempo e os operadores carregam toda a dependéncia temporal.
Entretanto, a evolugdo dos valores médios dada por (II.1.13) fica inalterada. Esta nova versao é a chamada versao
de Heisenberg da mecanica quantica.

Entao:

Schrodinger — [1(t)) e Q # Q(t) exceto por dependéncia temporal explicita.

Heisenberg — [1(tg)) e Q = Q(¢)

Exemplo:

»? Pi v

2m + Vi) A7 om +Vian)
e

la,p) = lqgu, pu] = ik

dppr _ 1 _ _9V(gn)
dt ﬁ[pHaHH]__ dqn

= (I1.2.5)

d
it = lam, He) = B¢

De agora em diante vamos omitir o indice (H) e fica subentendido que sempre que atribuirmos dinAmica aos
operadores estaremos usando a versao de Heisenberg.

Na versao de Heisenberg vemos imediatamente que se A(t) é tal que

a) %20
b) [A,H] =0

entdo dA/dt = 0, ou seja, A é uma constante de movimento. Como [A, H] = 0 em qualquer versdo, temos ainda
pela (I1.1.13) d(A)/dt = 0, que é também valido em qualquer versao.

i) Evolugao temporal do operador densidade.
Vamos agora estudar a evolugdo temporal do operador densidade p(t).

Na versao de Schrédinger o operador p pode ser escrito como

A(t) =D peltn(t)) (r ()], (IL.2.6)
k



j& que os kets carregam a dependéncia temporal. Entao

@ > ok dW;k) W|+ZP1¢|¢% (|
k

dt

H
zk:pk%wwm\ - zk:pk|¢k><wk|£

dp
_ dp

1.
== S Hp (1127

que é equivalente a equagao de Schrédinger para [¢(t)). Note que na versdo de Schrodinger p depende do tempo
porque na realidade ele representa o estado do sistema e nao um observavel.

Na versao de Heisenberg, 5(t) = p(to), independente do tempo, novamente refletindo o fato de p representar o
estado fisico do sistema. Aqui os observaveis passam a depender do tempo obedecendo equagdes do tipo (I1.2.4) e
os seus valores médios, independentemente da versao, sao tais que

(A1) = tr [p(to) A(8)] . (11.2.8)
Outra maneira de vermos a mesma coisa é usando a propriedade ciclica do traco

(At)) = tr

onde o ultimo termo da equagao representa p(t) e A na versao de Schrodinger.
ii) Sistemas conservativos.

Ha um tipo de sistema cuja dindmica pode ser descrita de uma forma relativamente simples. Estes sdo os
chamados sistemas conservativos e neles, H # H(t). Entéo, podemos tentar resolver a equagao de evolugao

dW’( D _ mpg) (m2.10)

através do ansatz

() = eal®)thn)  (IL2.11)

n

onde
Entéao, substituindo (I1.2.11) em (I1.2.10) temos

dey,
ndn
Enjz - 1n)

Z Eycn(t) |1/’n>

de,,
= ’Lhﬁ = ETLCTL
= cn(t) = cpl(to)e” 7 En(t=to)

ou

=Y calto)e FEET) ) (11.2.12)

Se [¢(to)) = |¥x) temos cp(to) = Jkn €

() = e BTy (11.2.13)

que é o chamado estado estaciondrio.



Portanto, para descrever a evolugao temporal de um estado [¢(t)) de um sistema conservativo precisamos resolver

o problema de autovalores
Hyp) = E|y) (I1.2.14)

que é o equivalente, em notagao matricial, a

> (0| H|m)m = By, (11.2.15)

ou,

/<$|H|$/>1/J($I)d$/ = Ev(z) (representacao continua)

No caso do operador densidade temos

dp 1 . )
(mlLh) = = (mlHpln) — (m|pH|n))
Opmn B 1
>S5 = (b, = polklH )
1
ih%: kOmkPk knPmk
- YE.-E)
= pon(t) = eI (0). (I12.16)

O valor médio de qualquer observéavel A no instante ¢ é dado por

(At)) = tr[pA(t)]
= N e T (0) A (I12.17)

Note que a contribui¢do dos termos diagonais de p ao (A(t)) é independente do tempo enquanto que a dos nao
diagonais oscila com frequéncia de Bohr

Winn = @ (I1.2.18)

Consequentemente, se p representa um estado puro e além disso estacionario, pmn = Omndnk €
(A(t)) = (Vi|Alvr) = Ape.  (11.2.19)

Por outro lado, no caso de uma mistura completamente incoerente, pp,,(0) = |c,|?6mn ©
(At) = leal*Apn.  (11.2.20)

iii) O oscilador harménico

Vamos agora estudar, como exemplo, a dindmica quantica de um dos sistemas mais importantes em fisica; o
oscilador harmoénico.

Através da anélise conduzida até o momento, podemos escrever a hamiltoniana de um oscilador harmonico de
coordenada g e momento linear p como

P2 1 2 2

onde [g, p] = ih.



Dividindo H por Aw, que tem dimensao de energia, temos a hamiltoniana adimensional H dada por H=22+ y?
onde
mw 1
x —q; Y= 11.2.22
TR A et )

Definindo a = z + iy e a' =z — iy temos [a, aT] = —i[z,y] +ily,x] =1 e, em termos de a e af, podemos escrever

2 2
~ a—l—aT a—al
H =

a® + aat +ata+ (a")? — a? — (a")? + aal +afa

o que nos leva a [x,y] = i/2.

H como

4
T T
_ 0 A g7 993
2
Como [ma*] =1l,aa' =1+dfae
~ 1+ 2al 1
H = % — aTa + 5

1
=>H = m<aTa+2> (I1.2.24)

Como H e a'a comutam, eles possuem auto estados simultaneos. Vamos, entdo, estudar o problema

ata|€) = ¢|¢). (11.2.25)

A primeira propriedade dos auto valores £ é que
(lalalg) =€ >0,

pois
(¢laTale) =lal&)]]> > 0. (11.2.26)

A segunda ¢ que tanto a|¢) quanto a'|¢) sdo também auto estados de a'a pois

ala(al¢)) = (aa® —1)al€)
= ad'al¢) - al¢)

= (E—-1)al§)
a'a (aT|§)) = a (aTa +1)1¢)
= ¢a'le) +alg)

(€ +1)ale)

— at|¢) implica em & — &€ +1
= a aplicacao { al¢) implicaem & - ¢ —1
Ou seja { ol ocle +1) " RN allE) = VEFTIE R )1y )
al) oc € —1) 7" al) = VEIE - 1)

A terceira propriedade é que se aplicarmos a ao estado |£) indefinidamente, fatalmente teremos £ —n < 0, o que é
absurdo por (I1.2.26). Desta forma concluimos que a tnica possibilidade é ter £ = n, um namero natural. Assim

temos as seguintes relagoes:
ataln) = n|n)
alln) =vn+1n+1)  (11.2.28)
aln) = +/njn — 1)



Daqui vemos que existe um estado |0) tal que a|0) = 0 e a partir do qual podemos construir qualquer |n) através

de a'|n) = v/n + 1|n + 1) como
a'l0) = V1J1)
(a")?|0) = VIV2I1) (af)"

= |n) = N 0).  (11.2.29)

(@)10) = VI .. Valn)

Com esta expressao podemos construir as auto fungoées 1, (x) do oscilador harmonico sem resolver a equagao de
Schrodinger (11.1.22), correspondente & hamiltoniana (I1.2.21), da seguinte forma.

Como sabemos que a|0) = 0 temos

(@lalo) = [ da'(alale’)o(a)
o [mw | h dig
= %aﬂﬁo(x)-i- M%
= 0, (I1.2.30)

que tem como solugao
14 muzZ/zh
T) = .
Yo(r) = (wh)

Entéao, encontrando a representacao de coordenadas de (I1.2.29) aplicada em |0) temos

(z|n) = {\/W \/7 - } Yo(z), (I1.2.32)

e os auto estados |n) sdo tais que
1
Hin) = <n + 2) hwln), (11.2.33)

ou na representagdo de coordenadas (eq. de Schrédinger)

d2¢”+f 221, = 41 hwtp, (z)  (11.2.34)
" 2m da? MW T =\ g n\® -

Na versao de Schrodinger a evolugdo de um estado [¢(0)) = > ¢,|n) é dada por

1)) = cne " Mn),  (11.2.35)

onde F,, = (n+ 1/2)hw. Na representacao de coordenadas temos,

)= cae My (x),  (11.2.36)

que representa um pacote de onda movendo-se no potencial harménico.

A forma (I11.2.35/36) pode ser util em varias situagoes. Uma delas é no estudo da correlagao do estado |¢(¢)) com
o estado inicial [1(0)), que é dada pela fungao

C(t) = [ O)[ () = (¥ (0)|U(t,0)[¢(0)[*.  (I1.2.37)
E facil ver pela (I1.2.35) que

ct)y = Zc;cnefm"t/ﬁ(mm)
mn
> lenl?e” M (112.38)
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Vamos assumir que em ¢t = 0 os valores ¢,, variem muito lentamente na escala de energia Aw, ou seja, hd um
nimero muito grande de estados na combinagao linear da (11.2.35) em ¢ = 0. Entdo, podemos escrever

ct) = [dEYS(E - B)lglE)Fe ",
onde ¢, = g(E,) e g(F) é uma func¢do continua. A soma de §(E — E,,) é a densidade de estados p(F) e portanto
C(t) = / dEp(E)|g(E)[?e” ™"/, (11.2.39)

Se a fungao p(E)|g(E)|? esta centrada em Ej e possui uma largura AFE, a contribui¢do principal para a fungao
C(t) vem de um intervalo de tempo da ordem de At = i/ AE em torno de ¢t = 0. Portanto podemos escrever que
AFEAt ~ h que é uma relacao de incerteza entre tempo e energia. Note, porém, que a origem desta relagao nada
tem a ver com a que obtivemos no caso de observaveis incompativeis. A escala At determina, basicamente, o
tempo em que o sistema permanece no estado inicial [¢(0)). No caso de um estado estacionario, AE ~ 0 e entao
At — oco.

Obviamente podemos estudar (A(t)) através da (I1.2.35) mas h4 maneiras mais simples de fazé-lo. Usando a
versao de Heisenberg podemos escrever diretamente

dA 0A 1

—=—+—[AH

a "ot an 14, H]

0 que nos permite estudar a evolugdo de operadores como ¢(t) e p(t) de forma mais direta. Assim temos, usando
H em (I1.2.21),

d
Tz:%[qu]:%

(11.2.40)
j—f = #[ , H] = —mw?q
ou ainda, usando H em (I1.2.24),
da __ 1 _ . _ —iwt
S = 3 la, H) = —iwa = a(t) = a(0)e
(I1.2.41)

dstT = % [aT,H] =iwa = af(t) = a(0)e™?

o que simplifica ainda mais o problema pois como

q(t) = /5 (a(t) +al(t))

p(t) = —iy/ "5 (alt) — al (1))

a(t) = q(0) cos (wt) + 2 sin (wt)
p(t) = —mwq(0) sin (wt) + p(0) cos (wt) } (11.2.43)

(11.2.42)

temos

Como as versoes coincidem em ¢ = 0 () os operadores de Heisenberg ¢(0) e p(0) tém a mesma representagio que
na versao de Schrodinger.

Ao analisar (I1.2.43) logo se imagina que a posi¢do e o momento linear médios do oscilador evoluem como na
mecanica classica, o que nao é verdade.Os valores médios de (I1.2.43) devem ser tomados com relagao a |(0)) e,
dependendo da sua preparagao, {(g(t)) e (p(t)) podem ter resultados diferentes dos esperados classicamente.

Se [¢(0)) é um dos auto estados |n) as médias (¢(0)) e (p(0)) serdo sempre nulas e, portanto, {q(t)) = (p(t)) = 0.
Por outro lado, se |{(x|¢(0))|? é um pacote gaussiano centrado em ¢o e com momento linear nulo (pg = 0) teremos

(q(t)) = qocos(wi)
(p(t)) = —mwqpsin (wt)

pois (p(0)) = 0 na (I1.2.43).
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iv) O oscilador harménico for¢ado

Um outro exemplo de sistema fisico muito apropriado para a versao de Heinseberg é o do oscilador harménico
forcado. Este é descrito por

2
p 1 2 2
H=H@t)=2L 1> —gF(t) -
()= 24 Lmia? — aF(1) 9 ()
onde F'(t) e G(t) € R séo ndo nulos se t; < t < ta.
Entao, usando (11.2.42) temos

H = hw <a*a+ ;) + f(t)a+ f*(t)a’

f(t) = —mm) + iWG(t)

A equagao de Heinsenberg para a(t) é entao

onde

da d7a

zhE =[a,H] = — +iwa = _ﬁf (t) (I1.2.44)

dt
Para resolver esta equagao vamos usar o conceito da fungao de Green do sistema que é tal que
dG(t —t/
% FiwG(t—t) = 8(t—t).  (IL2.45)

0 que nos permite escrever qualquer solugao particular de (I1.2.44) como
alt) = / Gt — ) f*(t')dt

Por outro lado, a (I1.2.45) nos diz que G(t — t') o e~ (=) se t > ¢/ ou t < #'. Integrando esta equacao temos

t'+e t'+e

/|:dG(Ztt/)+in(tt/)] dt = /5(t*t’)dt:1
= lim [G(e) - G(=¢)] = 1

Assim, podemos definir duas formas para G:
Gr(t—1t) 0t — t')e =) (retardada)
Galt—t') = -0t —t)e ") (avancada)

A solucao homogeénea da (I1.2.44), ou seja, a solugao de da/dt + iwa = 0, serd denotada por a;,(t) se t < t1 e
aout(t) se t > to. Nestes intervalos de tempo nao ha qualquer termo forcante atuando em (11.2.44). Portanto,
podemos escrever a solucdo a(t) de duas formas: ou evoluimos do passado para o futuro, a;,(t) com Ggr(t —1t'), ou
do futuro para o passado, aey:(t) com Ga(t —t'). Explicitamente,

alt) = am(t)—%/GR(t—t’)f*(t’)dt’

= am(t)—% / e =) prdt (11.2.46)

— 00

ou
alt) = aout(t)—% / Gt — ) ()t

aout(t)+% / e~ =t pr(¢at!  (11.2.47)
t
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Subtraindo (I1.2.47) de (I1.2.46) temos

oo

aout(t) _ ain(t) N % / efiw(tft')f*(t/)dt/

— 00

ou ainda, usando que a;,(t) = aine ! e aout(t) = aoure™*?, podemos reecrever

{ *
Qout = Qjn — ﬁg (w) (I1.2.48)

onde
o0

o) = [ e ar

é a decomposi¢ao de Fourier do termo forcante.
Obviamente, em termos dos operadores in e out temos duas maneiras de escrever H:
set <1y,

1 1
H=H;, =hw (ajnam + 2> i Hipln)in = <ﬂ + 2> fuw|nyin

se t > tg,

1 1
H = Hout = hw <a:rmtaout + 2) 5 Hout|n>out = (n + 2) m|n>out

A fim de relacionar os estados (e operadores) in e out vamos definir um operador unitario S tal que
Aout = ST0inS = [N)our = STn)in (ST =10)

Para determinar S notemos que quando [A,[A, B]] = [B, [A, B]] = 0 (que ¢é satisfeita por a e a') temos
exp (A + B) = exp (A) exp (B) exp (— [4, B] /2)

Assim, se S = exp (aaT — a*a) temos

S = exp(—a*a)exp (aa')exp (1o°/2)
ST = exp (—aaT) exp (o a) exp (—lo’/2)
= StaS = e aa'gead’

= a—a[aT,a]

= at«

Entao temos

S = e ~e"e (1].2.48)

onde o = —ig*(w)/h.
Vamos assumir que |¢) = [0);, se t < t;. Queremos saber oyt (1]0)in =out(n]S]0)ous, ou seja, como decompor o
estado evoluido na base |n),¢. Como podemos escrever todos os operadores na out temos (omitindo os “out”)

S|0) = e~ ")

—lal? T o—a*
ea/zeaaeaa

0)

a2/ e a'?
= (n|S|0) = e ‘/<"|Zap?|o>
p=0 '
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ou seja,

out(n]0)in = e~/ 2 m (I1.2.49)

Definindo P, (w) = |out{n|0)in|? temos P, (w) = e““|2|a|2"/n! que deve ser comparada a uma distribui¢ao de
Poisson P, (7)) = e~"n™/n! identificando-se i = |a|? = |g(w)|?/A2, ou seja, a componente de Fourier da forca externa
na frequéncia natural do oscilador em médulo quadrado ( /A2). Portanto, o estado S|0) é decomposto na base |n)
com coeficientes cujos modulos quadrados descrevem uma distribuicao poissoniana.

Como apyr = ain + @, a:rmt = a;rn + o

i _ T * * 2
A Gout = G, Gin + aaj, + o a;, + |af

in<0|alut%ut|0>m = ‘0‘|2 =n

Uma outra propriedade importante decorre da transla¢do a,u: = aipn + o a0 aplicarmos oyt em |04y,

aout|0>in = azn|0>1n+a|0>ln
——
=0
§|0>1n = S|0>out

é auto estado de ayy¢ com auto valor a. Portanto,
in<0|alutaout‘0>in =a'a= in<0|alut|0>in in<0‘aout|0>in‘

Os estados |0);, = S|0)out, auto estados de ayy, sd0 os chamados estados semicldssicos, ou coerentes, do oscilador
harmonico.
. - . . T g* _
Resumindo, os estados coerentes sio tais que a|a) = a|a) e, definindo-se S, = €*® ~* @ tal que S|, = S;1 =5,
temos

o) = Sa|0) = e "*2e%" |0y (11.2.50)

Propriedades:
a) (ala) = (0]0) =1
b) (Blay = e 1*P/2e717 208" s |(Bla)|? = e~ lo—BI’
c) L [la)(a|d*a =+ [|a){ald(Rea)d (Ima) =1

Ou seja, o espago é supercompleto.

Demonstragoes:
a) (afa) = (0]S15]0) = (0]0) = 1
b) (Bla) = (015 pSal0) = e /267172 (0] ae 4" 0) mas
(O e [0y = (e e 0y = (o’ e e o)
= a<0|e°‘a |0) = e
= (Bla) = &7 2eT 2 < |(Bla) 2 = el
c) [la)(ald®a = 37 [m)(m|a)(a|n)(n|d*a mas

(mla) = (m|S,l0) = "2 2

vm!
:>/|04><04|d20z Z|m n|/ 7'“‘2 o a d2a

n'
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Por outro lado, d?a = d (Rea) d (Im o) = rdrdf em representagio polar. Assim,

27 oo
m+n

a)ald?a = m)(n //rdrd@e_’“zriei(m—n)e

onde a = re'?. A integral angular nos leva a 27d,,,, e portanto

7 5 2n
/|a><a|d2a = Z|n><n\27r/d7‘refr 7"77
n 0 .

> ol [ artye )
" 0
r Y Ine

= 7

1

= = [ dalaj(al
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