IIT) Simetrias e Transformacoes

II11.1)

Quando estamos interessados em resolver problemas como H|¢)) = E|y), a utilizacdo explicita das simetrias do
problema pode ser de grande valia na obtengao de autovalores e autovetores do sistema.

Consideremos um operador unitario U que atua no estado |¢)) resultando em [¢p) = U|y). Na representacao de
coodenadas (por exemplo) temos

(rld) = (x|U),

mas, pela definicao de operador adjunto, temos
(f=(lU = [£)=U'r),

ou ainda,

(r[y) = (¥[¢) = ¢ (r).
Resta-nos, entdo, descobrir como U atua em |r). Para tal, vamos assumir que (U infinitesimal)
U'royU = rp + 01

Como rep|r) = r|r) temos

Ulr,,UUr) = r,,Uf|r) 4+ orU'|r)
=rUfr) = r,U'|r)+orUr)
=r,,Uflr) = (r—ér)U'|r)

ou
£) = U'lr) = |r — o)

Exemplo: J& vimos que U = exp —ipa/h translada o estado ¢ (¢) de a pois

U (z) = (1—ip%+...>1/)
_ dy
-~ v@—a)

= se U opera em |¢)) de uma certa maneira, o resultado em uma dada representagio sera o valor de |¢¥) no
elemento desta representacao, obtido da mesma operagao, porém de maneira inversa. Como vimos na translagao
unidimensional

¥(q) Y(q — a)

=1 (q) =v(g—a) =1 (T"'q)



Transformagoes continuas:

a) Translagoes em 3-D

Consideremos o estado |¢) cuja representacao de coordenadas e dada por 1 (r). Transladar o estado a significa que

"0 n
- ;{;a-(m)v wrf!r)
= Z% —;a'p> ¢ (r)

e, entao, p é o gerador das translagbes espaciais.
b) Translagao da origem dos tempos

Se investigarmos a evolu¢ao de um sistema num intervalo de tempo ¢ e depois transladarmos a origem dos tempos
para At teremos

1/1(1“,15) = 1/J(I‘,tht)
_ oy (r,t)
= ¢(r,t)— o At+ ...
= ;m(—Ata]) Y (r,t)
=1 (i a\"
= ;_On!(hm(m)at> ¥ (r,t)
=1 (i "
= ;n!(hAtH> ¥ (r,t)
— trlexp () )
=Ur(t) = exp <;_LHt> (H # H (t))

e, entdo, a hamiltoniana (se independente do tempo) é a geradora das translagoes temporais.
c) Rotagdes

Consideremos a rotagao do estado ¥ (r) de um angulo df em torno de um eixo 7



= U (0)

v

e o momento angular projetado na diregao n é o gerador das rotagoes de um angulo € em torno de n.

Quando conhecemos uma determinada tranformagao

T (e) = exp —%Ge (continua)

podemos transformar a hamiltoniana do sistema através de

H

ef%GeHe%Ge

.Ge .Ge

) 1
H— —eGH + —eH
heG —I—he G+

Hf%e[G,H]+...

Se a transformacao deixa H invariante, ou seja, H=H , temos [G, H] = 0, o que implica no seguinte:

i) G é uma constante de movimento



ii) O principio da correspondéncia nos permite determinar G através do conhecimento que temos das
invariancias na fisica cléssica.

iii) G e H tem autoestados comuns.
O item (iii) acima pode ser util também no caso de simetrias discretas tais como
d) Paridade
O operador paridade é definido como
M) = | — 1) = @/|If) = (| — 1) = 3 (x + 1)

Vamos operar sobre [1). Na representacao |r) temos:

)

i] )
= Tily) f] AT 1)
i] @~/ v)

Substituindo —r’ — r’

I[y)

//7d37“’|r’><—r’lw>
= (r|lly) = //70137"5 (r—r) v (-1)

¢ (-r)

Este operador goza das seguintes propriedades:
MPr)=M0]-r)=r)=1*=1
como T =TM'=1 temos M=1""!
Por outro lado, como (r|II|¢)) = (—r|¢) temos
(r[Mjyh)" = (| = r) = (¥[H]r)
Mas

() = @I |r) = (||r) = 11 = I
SO =mt=11

Auto subespago de II

Se |¢) & tal que II|Y,) = pl,)
H2|¢p> :p2|'(/)p> = |¢p> = p2 =loup==1

= |Ygy) = [Ye) e Myy) = —[v))

N { I = [y ) (| = [y (W]
1= [Y4)) Wyl + 1)) (bl



1+11
V)bl = —— =Py

2
1-1I
b))l = —— =P
Ple) = 1)) e Pal-)) =0
Poylben) = 0e Pyl = )
(It (4)) = t4) (=) e ([l ) = =) (-1)
N—— ———
fungdo par fungdo impar
Sob uma transformacao de paridade o operador A transforma-se como A = TIAIL
Se ;‘I =A Aé par = A= A(+) e HA(+)H = A(+) = [H, A(+)] = 0.
Se A=—A, Aéimpar = A=Ay e A II=-A_)= {ILA_)} =0
Regras de selecao

i) (PlA 1Y) = (pIITAHII[1h) e se [) e |¢) tém as mesmas paridades nada se pode afirmar quanto ao
elemento de matriz. Mas, se |[¢) e |p) tém paridades diferentes,

(PIITAHIIY) = —(plA [¥) & (plAn|¥) = 0.

ii) (plAY) = —(p[TTA)II|9) e se [1h) e |p) tém paridades diferentes nada se pode afirmar quanto ao
elemento de matriz. Mas, se |¢) e |p) tém a mesma paridade, —(p|ITA_)II|Y) = —(p|A)|¥) e

(PlA 1Y) = —(plA|[¥) & (p|A)l¥) = 0.

Exemplo de um operador impar: posi¢ao X

IXr)y = IX|z,y,z2)
= Tz|z,y, 2)
= zlljz,y, 2)
= z|-r)
Xy = X|—=z,—-y,—2)
= —a|-r)

=X+ XII=0 = X éimpar
e) Inversao Temporal
Seja H # H (t) e |9 (t)) tal que

im0 _ iy oy

t
- Ay (—
Substituindo ¢t — —t; —ih W{()t D) = Hp (—t))

e a equacao de Schrodinger nao fica invariante segundo ¢ — —t.
Entretanto, tomando o complexo conjugado desta equagao temos

O (=)
th = H[Y" (-1))

e, portanto, |1)* (—t)) evolui no tempo como [t (t)).
Seja T'|1 (—t)) uma generalizagao de |¢* (—t))

= Tl (=t)) = e """ T|$ (0))



Como |9 (t)) = e "|4 (0)) temos
[ (1)) = ™0 (0) = Tl (=) = Te" " T 71T | (0))
= T/t = 7 m ou T = ¢ Hh (I11.1.1)
Se T fosse unitario e'”"/" = Tte ""'/rT
= H=-T'HT = TH = -HT
Assim,

THlpn) = E.T|pn)

e Tlp,) teria energia < 0.

Por outro lado, como TrT~ ! =r e TpT~! = —p, THT ! deixa H invariante = [H,T] = 0
= HT|pn) = EnT|pn)

Na realidade, T' deve ser anti-unitario

i) T (A1) = A"T1y)

ii) (Ttp1|Tp2) = (thalth)

que sdo obedecidas se T|¢) = [¢*).

Desta forma, aplicando a (ITI.1.1) em um estado genérico |¢)) temos até 1* ordem em ¢,

(1 - %H + ) )

it
T (1 + o H o+ ) )

it it
T|-H = ——HT
=1 (H) = —FHTI)
Mas, como T é anti-unitario devemos ter
it it
T(-H = ——TH
()W = —5rH)

que comparado com a expressao anterior nos leva a [H,T] = 0.

Vamos agora estudar a aplicagao dupla de T. E evidente que ao se aplicar duas vezes o operador de inversao
temporal a um estado fisico ndo devemos ter qualquer efeito na fisica do sistema. Assim,

T?lp) =cl) (c € C, el =1)

= (TY1]p2) = (To|T?¢1)

= (Tyalyh)
= (TP |T?s)
(T |4he)
=c=1louc=+l
O valor de ¢ depende do sistema fisico considerado. Quando ¢ = —1 temos
(Tyr|r) = —(T1|h1) = (T1|Y1) = 0 =auto estados de H sdo degenerados aos pares com os seus “invertidos

temporais”. Esta é a degenerescéncia de Kramers.



Transformagao de operadores por T
Se @) = Tla) e |B) = T|8) = (BQla) = (A TQ'T~|B)
onde @ é um operador qualquer (ndo necessariamente hermitiano).

dem:

) = QB = (v = (BlQ

= (BlQle) = (ylo)

aly)

alT|y)
alTQ'|B)
alTQIT'T|B)

|ITQITB) qed

(
(
(
(
(
=

Se o) = |8), (@]Q|a) = (a|Q|a) o que implica em Q = TQIT ! ese Q = Q'; Q = TQT .
Assim vemos que TpT~—! = —p e TrT~! = r pois (a|p|a) = —(a|p|a) e (a|r|a) = (a|r|a).

A relacao de comutagao [r;, p;] fica inalterada pois

[’/‘Z‘,pj] = Zh(sm
=T [’I“i,pj] T_1 = —ihéij
= [’I“i, —pj] = —ih(sij ou [T‘i,pj] = ih(;ij

e, portanto, a inversao temporal preserva a quantizagao candnica.

Aplicagoes
a) Potencial periodico em 1-D

Consideremos o potencial V (z) tal que V (z +a) =V (2)

V(=)

JAVAV/\VAVAVE

2

p
o= 4y

Devido a propriedade de periodicidade de V', temos que
H(z,p)=H (x+a,p)=T,HT| =H=H

onde Ty, é tal que (x|T,|¢) = (x + a|y)
= T e H possuem auto estados simultdneos. Vamos, entao, diagonalizar T, .

(@[Talp) = Mz|h)
Assumindo que A\ = e**® (T é unitério) temos

(w+aly) = e (aly)
S ¢(z+a) = eF%(x)



Esta relacio é satisfeita se 1 (z) = e**®uy, (z) onde uy, (z + a) = uy (z) pois desta forma

Y(x+a) = ey (x+a)
_ eika [eikruk (l‘)]
= ey (a)
Portanto, as auto fungoes de H sao ondas planas moduladas pela fungao periddica uy (). Outro fator importante
é que devido ao fato de k e k+ %’Tn fornecerem o mesmo auto valor e*® de T}, todos os auto valores deste operador

podem ser obtidos se —7 < k < 7.
Para conhecer uy, (z) temos que resolver a equagdo de Schrodinger explicitamente.

h* d?

i3 . duk dQuk

ou

2th {_chzln + k;} ug (z) +V (z) up (x) = Erug (x)

onde u () = ug (z + a).
A condigéo de contorno periddica em uy (x) nos fornece auto valores discretos para um dado k; F,, (k), que sado
as chamadas bandas de energia deste “s6lido” unidimensional.

Um exemplo de simples solucao é o modelo de Kronig-Penney onde V (z) = > Vyd (x — na)
V()
N
—— oz
a

Para 0 < = < a temos uma particula livre ¢ (z) = Ae'® + Be~"% onde hq = vV2mE.
Esta forma é idéntica a
'l)/J(.’K) _ eik:w Aei(q—k)z +Be—i(q+k)x

e, portanto, _ A
ug () = Aetla=F)z 4 Be—ilathk)z
Como 1 (z) tem que ser continua, o mesmo vale para uy (z). Entdo, uy (¢€) = ug (—€) quando € — 0. Mas como
ug () € periddica uy (—€) = u, (—e + a)
= up, () = up (—e4a) = A+ B = Ae~ (@R . Be~ilatka (111 9)
Por outro lado, integrando a equagdo de Schrédinger em torno de x = 0 temos
/ B2 2
/{Edﬂrd;g}dx = Vou (0)

2m

—€

B2 | dy dip
= om [d o ] - ol
dv |
| = iq(A-B
i |, iq ( )
% eika @
dr|_, dzr —eta

_ efikaiq (Aeiqa o Befiqa)



e (0)=A+B
2

= iq;—m [A — B — AeilaRa 4 Be_i(q_k)“} =Vo(A+B) (II1.1.3)

(IT1.1.2 e 3) formam um sistema 2 x 2 que nos leva a

mVpa sin ga
h?  qa

cos ka = cos ga + (II1.1.4)

A fungao do lado direito da equacao (II1.1.4) est4 mostrada no grafico abaixo.

\ AN
AVAVA

Nas regioes escuras a equagao (III.1.4) ndo pode ser satisfeita porque nelas a fungdo acima representada é,
em modulo, maior que 1. Por outro lado, nas demais regioes, para cada k encontramos infinitos valores de q e,
2 2
consequentemente de F = }12—7‘5“ como podemos ver nas regioes claras da figura abaixo.

(k)

—7/a w/a k:

Quando o sistema é finito existe um n? finito de valores possiveis para k. Suponha qua Na = L onde N > 1.
Vamos assumir condigoes de contorno periodicas

pO) =vm) o W)=

Para a fungdo de onda de Bloch, uy (0) = e?*Lauy, (L) mas uy (0) = ug, (Na)

- oikNa _ 1 k=w(2n—-N)/L se N é par
k=n(2n— N —1)/L se N éimpar

poissen =N, k=m7/a.
Temos assim N valores distintos de k em cada banda.

b) Espalhamento unidimensional (qualitativo)

Vamos supor que queremos resolver o problema de uma particula no potencial simétrico da figura abaixo



T V(z)

V)=V (-z) eV (x)=0se|z|>a

kT 4 Re~hT  ge x < —q

ikx .
1/)(+)(x):{56 sex >a

Como V (z) = V (—z) temos [II, V] = 0 = H e II tém auto estados simultaneos. Se E > 0

Vo () = {cos (kx +00) sex>a } e o (2) = o (—2)

cos (kx —do) sex < —a

U1 (z) = {Sjn(kx+61) ser = } = 1 (z) = —h1 (—2)

sin (kx — 01) sex < —a

WO (2) = &Py +iety
2080, 2661 .
{(e te )e““ sexr>a

2
6zk:v 4 (62160 _ 6727,61) 671km se r < —a

Assim, podemos escrever
S=1+ E ie" sin &

1=0,1

R=>"i(-1) e sing
1=0,1

e as amplitudes de reflexdo e transmissdo podem ser calculadas conhecendo-se os “phase shifts” dos auto estados de
II. Obviamente a determinacao dos “phase-shifts” é trivial no caso de potenciais simples como os seccionalmente
constantes ou do tipo delta. Para determiné-los nestes casos usamos explicitamente as condi¢oes de contorno. Nos
casos mais complicados devemos usar as expressoes assintoticas (x — +00) das solugoes exatas do problema ou usar
teorias semicléssicas como a aproximacao WKB.

Comentario:

A utilizagdo de simetrias em fisica estd4 intimamente ligada com a teoria de grupos. Durante toda esta secao
temos falado de transformagoes, suas inversas, etc. Na realidade estas tranformagoes sao elementos de um grupo
que é um conjunto G com elementos a, b, c, ... tal que

i) Dadosaebe G, ab=c#ba €G

ii) (ab) ¢ = a (be) (associatividade)

iii) 3 o elemento e (identidade) tal que ae = ea = a

iv) 3 o elemento a~! (inverso) tal que aa™! =a"la=e

Uma tranformagao de simetria a que transforma o estado [¢)) em [i),) é tal que |1h,) = U (a) [¢). A matriz U (a)
correspondente a a é chamada de representagao do elemento a no espago de estados.
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