IV) Momento Angular e Rotacgoes
IV.1) Teoria Geral

Como vimos na se¢do onde abordamos simetrias, o operador que executa a rotac¢do do estado fisico |1) de um
angulo ¢ em torno de um eixo A ¢ o operador unitario Ug (/) = exp—+ (i - L) 6 onde L é o operador hermitiano
r X p. Apesar de [r,p] # 0 este operador ndo apresenta ambiguidades na correspondéncia r — r e p — —ihiV, o
que nos permite defini-lo como o operador quantico de momento angular. As regras de comutagao das diferentes
componentes de L = r X p podem ser deduzidas imediatamente, jA que conhecemos as regras de comutacao entre
as diferentes componentes de r e p; por exemplo

[Les Lyl = [yps — 2py, 20z — 2p.]
= y[ps, 2l ps + [2,p:] Py
= —ihypy + ihxp,
= 4hL,

Analogamente podemos mostrar que [L,, L.| = ihL, e [L,,L;] = ihL, o que nos permite escrever de forma
mais compacta [Lo, Lg| =ik} €43,L~ onde
¥

1 se affy = xyz, zxy ou Yyzx
€agy = { —1 se affy =yxz, zyr ou xzy

0 em caso contrario

Estas relagoes nos mostram claramente que as 3 componentes do momento angular de uma particula nao podem
ser determinadas simultaneamente. Ao medirmos as componentes L, e L, por exemplo, a outra componente, L,
fica totalmente indeterminada.

Entretanto, convencionalmente, estuda-se uma das componentes de L (L,) e o médulo quadrado de L; L?.
Podemos facilmente mostrar que [L., L?] = 0 pois

[L.,L%] = [L.,L2+L;+L7]
= [sz Lw] Ly + L, [sz Lw] + [Lz, Ly} Ly+L, [LZ> Ly}
= —ihLyL, +ihL,L, —ihLyL, + ithLyL,
=0

Consequentemente L, e L? possuem auto estados simultaneos.

Este fato é de importancia fundamental para a diagonalizacao de hamiltonianas invariantes por rotagoes, que é
o caso quando estamos lidando com potenciais esfericamente simétricos. Nesta situagdo podemos obter informacoes
sobre os auto estados de H através da determinacao dos auto estados de L? e L, pois

[HL)=0=[H,L.]=0e [H,L*] =0

No caso de um sistema de N particulas o momento angular total é dado por

N
L=) L
=1

onde devemos entender L; como 1 (1) ®1(2)® ... L (1) ®...® 1(N) pois [¢) =|[v (1)) @ [ (2)) ® ... @ |¢ (N))

e, entao,

Ur(0) = exp—%ﬁ- (ZL)G
= vV@erP B e.. oUul (0

ja que [L;,L;] = 0 se i # j. Note que os indices 7 e j nao sdo componentes de L mas sim os momentos algulares da
i e j-ésima particulas.



Neste ponto poderiamos comecar a diagonalizar os operadores L? e L, imediatamente. Entretanto a teoria que
aqui desenvolvéssemos nao seria geral o suficiente para atacarmos problemas envolvendo particulas que possuissem
momento magnético u # 0. Como jé vimos anteriormente, os elétrons, por exemplo, possuem momento magnético
p = ppo e seu estado fisico é descrito por |¢) dado por

=3 / Pripe (r) 1) ® |a)}

onde |a) = |1) ou |{). Obviamente, todo o raciocinio desenvolvido anteriormente s6 ¢ valido se a particula
considerada nao possui momento magnético e, portanto, precisamos generalizar nosso conceito de momento angular
se quisermos girar “spinores”, ou seja, precisamos descobrir como gira-los.
Consideremos uma transformagao unitaria U }(%S) (0) que transforma o spinor |x) em |X) correspondente a uma
rotacao deste spinor de um angulo # em torno do eixo n. Como ja sabemos este operador deve ter a forma geral
U (o) = exp—’% (i-S)0

onde S = ST. Entdo |Y) = exp—+ (- S)6|x). No caso de spinores com duas componentes, cada componente de S
(Sz, Sy ou S.) deve ser uma matriz hermitiana 2x2. Para determinar S vamos conseiderar a tranformacao de um
operador vetorial V = (V,,V},, V,) que atua neste espaco. Cada componente de V tranforma-se de forma que

XIViIR) = > Rij (0) (XIVi1x),
J
ou seja, os valores médios das componentes de V transformam-se como um vetor perante a rota¢oes. Assim

UV;U =Y Ri; (0)V;
J

No caso de uma rotacao infinitesimal em torno de Z temos

Uml—%SZQ 0 < 1)

e
1 -0 0
0 0 1
U'V,U =V, -0V,
= UW,U =0V, +V,
Utv,u =V,
= % + %9 (Szvy - Vysz) =0V, + Vy = Ssz B VySz = —ihV,
V.+ £0(S.V. = V.S.) =V, SV, —-V.5.=0
Analogamente, rotagoes infinitesimais em torno de & e § nos dao
SeVy = VySz = AV,
SV, = V.S, = —ihV,
SpVe —VoSe = 0
e
SyV, = V.S, = iV,
SyVe = ViSy = —ihV,
SyVy =V,S, = 0

Em particular estas relacoes valem para o operador i = pgo. Lembrando, entdo, que [0q,08] = 2i ) €480+
¥

(ou o x o = 2i0) vemos que as relagoes acima sdo satisfeitas para S = ga.



Portanto para girarmos um spinor de um angulo # em torno de n basta aplicar o operador

UI({S) (6) = exp fin

o
0 =cos- —i(o-n)sin—
2 2
O operador S é o spin de particula considerada. Esta nova grandeza tem dimensao de momento angular e suas
componentes obedecem a [Sq, Sg] =Y theasy Sy

S
Como nao ha movimento orbital a ela associado concluimos que este é o momento angular intrinseco da particula.
Isto pode também ser visto através de

_ _2pph  2upg e
K= HksT = h 20_ h S_2<2mc)s

que nos lembra da formula classica (valida no caso de mometum angular orbital),

e

=—L
® 2mece

Consequentemente podemos associar S a um momento angular intrinseco e e generalizar a relagao classica para

UB
=g—S
r=g 5

onde g = 2 é o chamado fator giromagnético do elétron.
Agora que sabemos girar um spinor podemos construir o operador que gira o estado

z/d%% i) © o)}

Seja
Ur(®) = U 0)eUL )
_ 67%(ﬁ-L)0®67%(ﬁ~S)9
_ e—%ﬁ.(L+S)9

onde L+S=L®1(S)+S®1(0). O rotulo O significa orbital. Aplicando U em |¢) e multiplicando por (r| ® (|

{pva (r)

(x|Ur (6) |4)

; / Er'pe (1) @U@ ) (o]Uy (0) |o)
(R (0)r|ry=6(r'—R™ (0)r)

= ZUL‘Z? o (B (0)r)

Neste caso o momento angular total é definido como J = L + S onde [J,, Jg] = ih ) €qgyJq. Na realidade ao

5
fazermos uma teoria de momento angular nao devemos nos restringir aos operadores L, mas sim definir operadores
J que possam representar ou a parte orbital ou a parte de spin ou a soma de ambas (ou L’s e S’s de particulas
diferentes). Estes operadores J satisfazem as relagdes de comutagao [Jn,Jg] = ihZealg.yJ,y que implicam em

[J2, J] =0 onde J? = J2 + J2 + J2. E nosso objetivo ¢, agora, a determinacio de seus auto estados.



Vamos inicialmente definir os operadores J(1) = J, +iJy e J_y = J, —iJ,. Podemos mostrar trivialmente que

[Jz,J(+)] = [Jz,Jw-i-’L'Jy]
= ihJy+hJ,
= hJw)
[ Jy] = esde —idy)]
= ihJ, —hJ,
= —hJ
[J(+),J(_)] = [Jz—l—in,Jx—in]
— 2hJ,
[ ] = [2J)]
[J2,J.]
=0
Pela definigao de J() e J(_y vemos que
Jiay + Ji_
7, = J® : =)
€
J) —Jo)
J pu—
Y 2i
J2o= IR I+ TR
2 2
_ (o tIoN (o =To ), e
2 2 =
2 2 2 2
_ e Vwdot IO e U dol o | e
4 4 4 4 4 4 z
_ Jwlo+Iodw | e
2 z

Mas como J(1)J(—y — J(—yJ(4) = 2hJ, temos
JpJo = J? — JZ2 + hJ,
JP—J2=JpyJ—y—hJ. = ou

Ty Jiy = J* = J2 = hJ,

Queremos resolver o problema de auto valores

JHAm) = AR%|Am)
JAm) = hm|Am)
O primeiro passo é demonstrar que A > m2. Prova:
ST = I+
1
= 5 UnTo+I0dw)
1
_ + +
- 9 (J(+)J(+) + ‘](+)J(+))

mas (Am|AtA|Am) = [|[A|]Am)||?> >0

= (Am|J? — J2|]\m) >
A—m? >
ou
A > m?



Em seguida vamos estudar os estados .J(;)|Am) e J_)|Am). Conhecendo as relagdes de comutacdo [J., J.4)] e
(7% T ]
Jed|Am) = Ty e[ Am) + B )| Am)
= Jepymh|Am) + hJ 1| Am)

(m + 1) hJ 4| Am)
Sy e[ Am) = b |Am)
J—ymh|Am) — hJ_y|Am)

= (m—1)hJ|Am)
JPJyAm) = JyJ?Am)

= AR J(4|Am)

JZJ(,) |)\m>

Entao concluimos que

i) O estado J4y|Am) € um auto estado de J, com auto valor (m + 1) h = Jy[Am) = C4) (A, m) |\, m+1)
onde C(4) (A, m) é a constante de normalizacdo. .J;y é um operador de “acréscimo” dos auto valores de

zZ

ii) O estado J(_y|Am) ¢ um auto estado de J, com auto valor (m — 1) h = J_y|[Am) = C(_y (A\,m) |A\,m—1)
onde C(_y (A, m) & a constante de normalizagao. J_y é um operador de “decréscimo” dos auto valores
de J,.

iii) Jy|Am) e J_y|Am) sdo auto estados de J? porque J1) e J_y nao atuam em .

As conclusbes acima nos mostram que dado um certo A podem existir diversos m’s tais que A > m?. Como J4)
acresce os valores de m devemos atingir um valor maximo m = j tal que

JplAj) = 0

=JoyJmlh) = 0

= (JP=J2-hL)|N) = 0

= A? — 2B — ji* = 0

=X\ = j(H+1
Por outro lado, deve também existir um minimo m = j’ tal que

JN) = 0

= JenJoAi) = 0

= (J? = JZ = hJ.) |Aj) 0

= M — 20+ j'h* = 0
=X = j@{' -1

Entao j(j+1)=7("-1)=j=—jouj =j+1
Como, por hipotese, 7' < j, a 22 solugao ¢ absurda e portanto j' = —j = —j < m < j.

Se comegarmos com m = j e aplicarmos .J(_) p vezes acabaremos no estado |\, j—p). Se j—p = —j qualquer apli-
cacao adicional de J_y nos dé imediatamente zero. Desta forma devemos ter 2j = p e portanto os possiveis valores de
jsaoj =0, %, 1, %, 2,.... Dado um certo j os unicos valores possiveis de mséo j, (j —1),(j —2),...,—(j — 1), —4,

pois, em caso contrério, seria impossivel termos limites superiores ou inferiores para m. Entao,

A= +1)

m=j,(G =1, ..~ (=1),~j

2j7+1 valores

J2gm) = j(j+ 1) |jm)
Jz‘]m> = mh|jm> onde m:jv(jfl)v'“a*(j*l)a*j



Podemos ainda determinar C(4) (j,m) e C(_y (j,m):

= Cy Gym) P = {Goml Ty Jlim)

= (j,m|J? = JZ = hJ.|j,m)
= G+ 1)1 —m?*h? — mh?
= [G+1)—m(m+1)r
= (—m)([+m+1)Rr?

Analogamente podemos mostrar que |C(_y (j,m) [* = (j +m) (j — m + 1) k?.
Entao escolhendo as fases de C'1) e C(_) como nulas temos

Jplim) = VG+m+1)(G—mhljm+1)
Jolim) = VG-m+1)(G+mhljm—1)

de onde vemos diretamente que J1)|j, j) =0 e J_[j, —j) = 0.

Em geral, J2 e J, ndo constituem um CCOC. Por exemplo, se estivermos estudando uma hamiltoniana invariante
por rotagoes teremos [H, J.] = [H, J2] = [Jz, Jz] = 0. Entao existe uma certa degenerescéncia g (j, m) associada
a cada par de auto valores j (j + 1) h? e mh. Os estados deste subespaco que chamaremos de € (j, m), denotamos
por |k,j,m) onde k=1,...,9(4,m).

Se m # j, existe outro subespago £ (4, m + 1) também de degenerescéncia g (j, m) que pode ser construido dado
|k, 3,m) € € (j,m). Considere os estados J(1)|k1,j,m) e Jylka,j,m)

= <k27j7m|'](*)‘](+)|k17jam> = <k2aj7m|‘]2_J,?_hjzlklajvm>
= [.7(]+1>_m(m+1)]h2<k2aj7m|k17j7m>
= [] (.7 + 1) -m (m + 1)} h25k1k2

= os estados obtidos pela aplicagao de J(1) a |k, j,m) formam outro subespago £ (j,m + 1) de mesma dimensao
g (j,m).

Analogamente podemos repetir o mesmo raciocinio para & (j,m — 1) obtido pela aplicacdo de J_y em & (j,m).
Obviamente aplicagoes consecutivas de J4y sobre &£ (j,m) nos geram (2j + 1) subespagos de dimensao g (j) ji que
as dimensoes de cada um destes subespacos independe de m.

Esquematicamente temos

k=1 k=2 ...  k=g())
: (25 + 1) subespagos & (j, m)
5(37_3) |17]7_]> |2a]7_j> |g(])7]7_]>
T
£(1,7)

g(j) subespacos E(k,j) (dim E(k,j)=2541)

<kaj7 mlkl7j/7 m/> = 5kk’5jj’6mm’

9(9)
Z Z Z|k7]7m><k,],m| =1

j m=—jk=1

Na representacao matricial é mais conveniente trabalharmos com &€ (k, j). Assim, J? ou J, podem ser represen-
tados por matrizes da forma



& (k. ) £ (K, 7) E(K,5")

matriz
E(k,j) (254+1)x(2j+1) 0 0
matriz
E(K,7) 0 (25+1) x(254+1) 0
matriz
EK 3" 0 0 (25" 4+ 1) x (25" +1)

Para cada valor de k temos alguns valores compativeis de j e o subespaco & (j,k) pode ser decomposto em
subespagos correspondentes a j (j + 1) A2 com degenerescéncias 25 + 1.
Exemplo: componentes de J no caso j = 1/2 ou j = 1.

i) j=1l2=>m==+l>2 (J=8)
J_ig 1 0 S0 Y., (00
==5\0 —1) 7O 7Moo o) *YO T 1 0
a0 1 R0 —i s 3,(1 0
Jm_2<1 o)’Jy_2<z' o>eJ =" (0 1)
ii) j=1=m=0,=+1
1 0 0 0 vV2 0 0 0 0
J.=h|0 0 0|, Juy=nr{0 0 V2|eJy=n[v2 0 0
00 — 0 0 0 0 V2 0
(010 (A 1 00
Jy = 10 1],Jy=—72(i 0 —i]es?=2r2[0 1 0
v2\o 1 0 vV2\g i o 0 0 1

onde vemos que a representagdo j = 1/2 das matrizes de momento angular J sdo as componentes do
spin do sistema. Da mesma forma podemos associar as matrizes de j = 1 aos geradores de rotagoes de

estados de 3 componentes, por exemplo, spin S onde s = 1 e S2|¢p) = /s (s + 1)R2|¢).



