IV.2) Momento Angular Orbital

Como ja vimos, L = r X p. Vamos entéo aplicar o que foi visto no caso geral (J) para a representagio de
coordenadas. Estamos interessados em estudar potenciais esfericamente simétricos o que nos leva a trabalhar no
sistema esférico

x = rsinfcosyp
= rsinfsing

z = rcosf

onde
r>0

0<o<nrm
0<p<2rm

O momento angular orbital é escrito neste sistema como

L = rxp
= rix(—ih)V

= —ihrt x f'g—kég-k L
N or  rdf rsinf dp

onde T, 0 e ¢ sao os unitarios do sistema esférico. Entao,

.9 6 0
L__Zh{gof)@_sinﬁ&p}

As componentes Ly, Ly e L, podem ser trivialmente obtidas se usarmos que

D>

—sinpX +cospy

cosfcospX + cosfsinpy —sinfhz

S
|

Assim teremos

L, = (x-L)
= ih(sinap(%-i—coswa)

tan@%
L, = (¥-L)

. 0 sing 0
= ih <_COS(‘059+taH98(p>

Entretanto, para aplicar os resultados anteriores, sabemos que ¢ mais conveniente usar L., L2, L4y e L. Desta
forma

L? = LI+ L+L2
— _h2 <62 + 1 ﬁ + L 62)
062 tanf 00  sin? 6 Op?
L(+) = Lp+iL,
= he'® <880 + i cot 951)
Ly = Lg—il,

; 0 0
= e —_ ) ~
he ( 89+ZCOt98QD)



Queremos resolver os problemas de auto valores L2[1)) = A|[¢) e L. |)) = v[1)) que na representacao de
coordenadas podem ser escritos como

(r,0,0IL%lY) = X (r.0,9)
(0 1 a8 1 & -
= -h (892+tan989+sin208g0> (nb0) = M(r0¢)
(r,0,0|L:lY) = v (r.6,¢)
8 0
~ ¢(g(p D) (6, 0)

Como os operadores L? e L, nio envolvem derivadas com respeito a r podemos escrever 9 (r,0, ) = f (r) ¢ (6, ¢)
e os problemas de auto valores envolvem apenas fungdes ¢ (6, ¢). Agora, baseados no resutado geral

J2j,m) = j (5 + 1) h%|j,m) e J.|4,m) = mh|j,m), podemos escrever L?|l,m) =1 (I + 1) h?|l,m) e

L.|l,m) = mh|l,m), que na representagao de coordenadas podem ser escritos como

L2Y™ (0,0) =1(1 + 1) R2Y,™ (0, ) e L.Y;™ (0,) = mhY;™ (0,¢) onde L? e L, sao os operadores diferenciais que
calculamos anteriormente e Y, (0, ¢) = (0, ¢|l,m). Assumlndo a normalizacdo dos auto estados de L% e L,

devemos ter )
/dw/d@sinﬂYlm 0,0) > =
0 0

/ Y™ (0,0) 2 = 1

Q

ou

onde df2 é o angulo sélido infinitesimal definido como d§) = dypdfsind. A condi¢do de normalizacao de @ (r, 6, )
juntamente com a anterior nos leva a

00 2m ™ o)
/der/d /d051n9|w (r,0,¢) |2 /drrz\f(r) =1
0 0 0

e portanto f () deve ser normalizada com peso r2.
No caso geral, j é inteiro ou semi-inteiro. Precisamos especificar [ no caso do momentum angular orbital. Isto
pode ser feito facilmente ao resolvermos o problema de auto valores correspondente a L,. Aqui

Y™ (0, ¢)

i — Y 6.0
que pode ser resolvida trivialmente com Y™ (0, ¢) = F™ () e'™¥ ja que este operador diferencial independe de 4.
Como a fungao de onda ¥ (1,0, ) = 1 (r,0,p + 27), devemos ter e!™¥ = emPe2m™i oy 2M™ = 1 que 56 é
possivel quando m é um inteiro. Entao, dado [ = inteiro os valores de m variam de —[ até [ assumindo todos os

valores inteiros relativos nesse intervalo; m = -, — (I —1),..., (I —1),L

A vantagem de usarmos os resultados da teoria geral do momento angular é que podemos determinar Y;™ (6, ¢)
sem resolver as equagoes diferenciais provenientes da separacao de variaveis da equagao de Schrédinger, como
veremos a seguir.

Da teoria geral do momento angular aprendemos que ao aplicar o operador Jy ao estado [j,m = j) temos o
resultado nulo. Entao, podemos afirmar que L(4)|l,[) = 0. Mas, na representacdo de coordenadas, esta operagao é
escrita como

ou

que implica em

(d(s?ne) - Snig) F(#) =0



ou ainda p l
l

onde u =sinf e G (sinf) = F (). Esta equacao diferencial é extremamente simples e resulta em G (u) = qu' ou
F () = (sin)' ¢; onde ¢; é uma constante que pode ser determinda pela condi¢io de normalizacao de Y (9, ¢).
Entdo temos Y} (6, p) = ¢ (sin 0)' ¢''¢ e a determinacio dos demais Y, (6, ) segue diretamente das aplicacoes
sucessivas de L(_ sobre Y;™ (6, ¢). Por exemplo, L(_)Y} (6,¢) = hv/21Y; " (6, ) onde, na representagio de

coordenadas L(_y = he™"? (—a% + i cot 9%).

Vamos inicialmente determinar ¢;. A condi¢ao de normalizacao nos da

2 ™ 2m kg
/d@/sin9d9|Yll 0,0) > = |cl|2/dgp/d95in9(sin9)2l =1
0 0 0 0
1
2 _
= |CZ‘ o 27‘([1

onde

s

1
L = /desino(sine)” = /du(pu?)l
-1

0

onde fizemos a mudanca de varidveis u = cos . Usando integragoes por partes podemos deduzir a relagao de
recorréncia

21
20+1

I = I 4

Desta forma,

P )L 92141 (71)?
T T o @
e portanto,
o] = 1 /@2+1)!
DoV 4
Convenciona-se escolher a fase de ¢; como (—1)l
) O]
' ar

Podemos, entdo, calcular todos os Y, (6, ¢) através de sucessivas aplicagoes de L(_y sobre Y (6, ¢). O resultado
final ¢ (ver Cohen-Tanoudji complemento Aay)

(1) J2+1+m) o, AT o
Yym = ime 3
(0, ) S]] - m)!e (sin ) 7 (cos G)lfm (sin 6)

que sao os conhecidos harmonicos esféricos.




Por construcao os harménicos esféricos sao ortonormais, ou seja,
27 s
/ dp / dOsin Y™ (6, 0) Y™ (6, ©) = 61 S
0 0

Entéo, qualquer fungéo f (6, ¢) pode ser expandida como

F(0,0) =D canY" (0,9)
Lm

€ 08 Cjp,’S eXpressos por

27 ™
/d@/desmaf 0,9) Y™ (0,9) = cim
0 0

Desta relagao, tiramos ainda a completeza

DY (0,0) Y™ (0,¢) =6 (cosf — cos0') 5 (p — &)
Im

O aparecimento de 6 (cosf — cos8’) ao invés de 0 (6 — 0") deve-se ao fato de que na passagem da expressdo para os
c1m’S para a completeza as integrais de volume sao da forma

2m ™ 2 1
/dgp/d@sinﬁz/dg@/d(cos@)
0 0 0o 1

Segundo transformagoes de paridade, r — —rour —r, 0 - 7 — 6 e ¢ — p + 7w os harmonicos esféricos se
transformam como
Y (r =80+ m) = (=1 (6,9)

o que implica que os Y;""’s tém paridades definidas. Da expressao geral de ¥, podemos ver que
Y (0,9)]" = (=1)"Y, ™ (0, ¢)

Outras expressoes importantes sdo as que relacionam os Y;™’s com os polinémios associados de Legendre,
P/ (cos @), como

Y (0, ) = (—1)™ 2041 (1 —m

| ,
)| P™ (cos) ™ (m >0)

4 (I1+m)!
onde g
m — .2\
P () = (L= u2)" 2P ()
e L
_ (=1 d 2!
) = 5y g (1= )
sao os polinémios de Legendre.
Estas defini¢oes nos levam a
1
d Pm Pm - 775 /6mm/
/ wB () B () = g
-1

que no caso de m = 0 reduz-se a

2
20+1

1
[ uri P = 5o
—1

=~



Outra propriedade importante é o chamado teorema da adi¢do de harménicos esféricos que é escrito como

l

S0, Y (0, ¢)

47

Py (cosy) = A1

onde v é o angulo entre as diregoes 7 e 7.

Uma vez que sabemos todas as propriedades mais importantes dos ¥;”*’s vamos construir os estados
VYgim (r) = (r|klm) ja que L? e L, podem nao formar um CCOC. Desta forma:

Yiim (r) = Rpm (1) Y™ (0, 9)

ja que L? e L, independem de 7. Aplicando L4y em Yy, (r) temos

Lyrim (r) = Rpm (7 Wz (m £ 1)Y;" (6, ¢)
= h\/l m + 1)Rklmi1 ( )Ylmil (9, (p)

ou seja, Riim (1) = Riim+1 (1) 0 que nos mostra que Ry, () independe de m = ¢, (r) = Rig (1) Y™ (6, 0) €
devido & ortogonalidade entre os Y,’s temos:

/T2R2l (T) Ry (T) dr = Sk
0

Consequentemente um estado genérico 1 (r) pode ser decomposto na forma

= Z Crim B () Y™ (0, 0)

klm

onde
co m 27

Chtm = / / / drdf dpr® sinf (r) R, (r) Y™ (8, 9)
0O 0 O

As probabilidades de obtermos auto valores [ (I + 1) A2 de L? e mh de L, sdo dados por

Pr2 . (I,m) = Z |Ckim |

k
l
PL2 (l) = Z Z |Cklrn,|2
k m=-—I1
m) =Y > |crm|®
k iz|m|

que seguem diretamente dos postulados da mecénica quantica.

IV.3) Forcas Centrais

Estamos interessados em diagonalizar a Hamiltoniana

onde r = |r|. Entdo,

onde



O problema de auto valores, em coordenadas esféricas, fica,
B (10 [ ,00 1 0 oY 1 0%
R ——— e A~ ~ i 0 = E
2M {7’2 or <T 8T> + r2sin 6 96 <sm 39) + r2 sin298<p2} V(v () v (r)

h2 (1 62 1 [0 1 oy 1 0% B
_W{rw(rw<r))+7’2 [692+tan960+sin29W}}+V(r)w(r)_Ew(r)

ou ainda

Mas, lembrando que

902 " tan6 00 | sinZg 02

temos
n2 92 2

L
i (M (1) 5 () V (1) 0 ) = FY (1)

Desta forma, vemos claramente que [H,L] = 0= ¢ (r) = Ry (1) ¥, (6, ) e a equacao transforma-se em

n? 0?2 1(l+1)n?
oM (rRi (r)) + %Rkl (r) + V(1) Rt (1) = ERy (1)
Facamos Ry (r) = "%(T) Entao
h? 02 I1(1+1)n? vV (r) g (1)
PR _ = E
OMr or2 k! (r)+ M3 M (r)+ r Uk (r) T
d?uy (r l{il+1 2MV (r 2MFE
= — d’;lz( ) + ( - )Ukl (r) + T()ukz (r) = 72 Ukl (r)

Vamos iniciar o estudo desta equagao analisando o comportamento geral de ug; (1) quando » — 0 e r — 00 no caso
que 72V (r) — 0 quando 7 — 0. Quando isto ocorre, o termo centrifugo I (I + 1) /r? sempre domina o potencial
V (r) e o termo 2M E/h? (no limite r — 0). Desta forma

_d2 u(r) I(141)
dr? r2

+1 l

u(r)=0 = uplr) ~r ou ug(r) ~r-
o que implica em Ry (r) ~ r! ou Ry ~ 7~ (+D. Como a 22 solucio diverge rapido demais (para qualquer I # 0)
apenas a 1? ¢ aceitavel. Este resultado torna evidente o fato de que quanto maior /, menos provavel sera
encontrarmos a particula na origem pois P (1) dr ~ r2*2. Para qualquer [ finito, Ry — 0 se 7 — 0. Entretanto, se
[ =0, Ry (r) ~ constante. Se a solucio divergisse para [ = 0; Ry (1) ~ r~! (22 solucdo acima) que ainda é
normalizével. Por outro lado, neste caso, V2 (1/r) = —4md (r) e teriamos termos deltiformes que nao cancelariam
na equagao se Schrodinger.

Para r — 0o, vamos assumir que V (r) — 0. Entao

_@ = k2u

dr?

+ikr

onde k% = ZLE =y (r) ~ e e Ry (1) ~ €

Nossa intenc¢ao neste capitulo é resolver problemas simples que envolvam simetra esférica como, por exemplo, o

potencial
V(r) = {Vg ser <a
0 ser>a

A estratégia para resolvermos este tipo de problema é a mesma que usamos no caso unidimensional, ou seja,
devemos resolver a equagao radial em regioes diferentes e usar condigoes de contorno apropriadas para ligar as
fungbes nestas regides. Seja, inicialmente E > V. Entdo devemos resolver a equagao

{d2 2d 1(+1)

- —_ 7 2 . =
dr? +rdr 72 tk }Rkl (r)=0



onde k? = 2M (E — Vp) /h2. Substituindo kr — x, Ry (r) — R (z) e definindo a fungao v (z) tal que
R(z) = v (z) /y/z pode-se mostrar que a equagio acima transforma-se em

d2 1d 14 1/2)
u w+[1<+/z>wo

dz?  x dx 2

que ¢ a equagao de Bessel de ordem [ + 1/2. Esta equagao tem solugdes v; (z) = c1Jyy 1 (2) 4+ c2J_;_1 (x) pois a
equagao é invariante segundo [ + % - —1l— % Consequentemente a solugao geral R (kr) sera

1 1
Rl (k’l") = Cl\/?‘]l-i,-% (k’f‘) + CQ\/?J_I_% (k:r)

Estas sao as chamadas fungoes de Bessel e Neumann esféricas, quando as constantes ¢; e ¢y sao convenientemente
escolhidas.

Na realidade, estas fungoes sao definidas como

3 =\ Ty 0)

e
_ 1+1 T
m(@) = () 2 @)
Usando-se a relacao J,41 (x) = —x”% [J‘;—(f)}, valida para fungoes de Bessel, podemos deduzir que
gi () = o (—%%)ljo (x) para |l =1,2,3,.... Portanto, se encontrarmos jo (x) todos os demais j;’s ficam

univocamente determinados. A obtengao de jo (x) é simples, bastando para tal resolvermos a equagao diferencial

d?y  2dy
_ = :O
dz? + z dx Tty

que é a equagdo original para R; (kr) quando [ = 0.

. . I
Existe ainda uma férmula para gerar os n;’s que, analogamente, ¢ dada por n; () = z! (—%%) no (x) onde ng (z)

é a outra solugao linearmente independente da equacao acima. A titulo de exemplo vamos escrever algumas
formas explicitas de j; (z) e n; (z).

. sinx. . sinx cosT . 3 1 .

Jo (x) = et (z) = T 2 (z) = = o |sine— —cosw

() = COS T (z) = cosr  sSinx (z) = i l i .
ng (r) = 7x ;ny(z) = 2 - ; ne () = poc S cosx = sin x

Quando x — 0 estas fungbes comportam-se como

l

i) = (21i1)!!
¢ 21 — 1!
ny () — —%

sel;«éOenO(x)N—%,equandox—)oo

como esperavamos de nossa analise direta da equagao diferencial.



Outras fungdes extremamente tteis sao as fungoes de Hantel esféricas by (x) = j; (z) +iny () e
hj (x) = ji (x) —iny () por se comportarem como exp {i(z — (I + 1)7/2)} /x e exp{—i(z — (I + 1)7/2)} /= quando
x — 00. Ou seja, comportam-se como ondas que se afastam ou se aproximam da origem respectivamente.

Quando E < Vj, as solugdes sao j; (ikr) ou ny (ikr) onde 2 = 2m (Vo — E) /h?. Portanto, quando r — oo teremos
h (ikr) ou h* (ikr) e apenas h(ikr) é aceitavel pois h*(ikr) diverge como exp xr/r.

Quando o problema a ser considerado inclui o ponto » = 0 na regidao de movimento da particula, devemos
considerar apenas as solugdes j; (kr) pois os n; (kr)’s divergem para r = 0 e portanto nao sio solugoes admissiveis
do problema.

Exemplo: O poco quadrado ou 3-D (cavidade esférica). Neste problema, o potencial V (r) é definido como

(r) Vo ser<a
‘/7":
0 ser>a

A equagdo de Schrodinger é, entao

n?*  d? R2L(1+1) JE+W)R(r) ser<a
_ZMTw(TR(r))+ 2Mr? R()_{ER(T) ser>a

No caso de estados ligados, —Vy < E < 0= R(r) = Aj; (kr) se r < a onde k = vV2MMWo+E)/n. Se r > a, devemos
ter R (r) = Bhy (ikr) onde k = V=2ME/p. A quantizacao da energia da-se através da condigao

1 dR

dR|  _1dR
R dr

. R dr

r=a r=a

Quando E > 0, tanto as solugoes internas & superficie 7 = a quanto as externas sao oscilatérias e correspondem a
estados de espalhamento que serdao estudados mais tarde.

Um caso particularmente simples é o do potencial V (r) definido por

V() 0 ser<a
T)=
00 ser>a

Neste caso devemos ter R (r) = Aj; (kr) onde k = V2ME/pse r <a e R(r) =0 se r > a. A condigdo de contorno é
obviamente R (a) = 0, ou seja; j; (ka) = 0. Portanto para cada componente de momento angular [ devemos
resolver a equagdo j; (ka) = 0. Tomemos, por exemplo, as fungoes de onda esfericamente simétricas; { = 0. Neste
casoija)zO@%zoouka:mT:En:% para n # 0.

No caso de [ # 0 as equagoes a serem resolvidas nao sao tao imediatas. Por exemplo, se [ = 1,

j1 (ka) =0= S(’I?SS — Cosf“ = 0, ou ainda, tan ka = ka. Que pode ser resolvida graficamente.




Expansao da onda plana

Queremos expandir e’¥* em funcao dos j;’s. Para isso devemos escrever

6zk~r _ ezk'r cos 6

= Y i (kr) P, (cosf)
=0

Fazendo cos 6 = s temos:

et Zal]l kr) Py (s)

Multiplicando ambos os lados por Py (s) e integrando em s

1 - 1
/Pp (s)e*rsds = Z aigi (kr) /Pl/ (s) P (s)ds
51 =0 21

2z+16u’
l 1
204+1 :
= ayj (kr) = TJF /Pl () et*rds
-1
2041
= 20l (k) =
2
pois
1
= [ R (s ds = i (2)
2il € 1(s)as = g \z
1
(consultar representagdes integrais das fungoes de Bessel esféricas).
Assim, temos finalmente
ekreost =N il (20 + 1) ji (kr) Py (cos 0)
1=0

O potencial coulombiano e o 4&tomo de hidrogénio

Vamos agora considerar a Hamiltoniana de duas particulas, 1 e 2, que interagem segundo um potencial que s6
depende da distancia entre elas

P1 pz
H=_—+4+—"=—+V(r—r
2my  2mo (rs 2)
Neste caso,
2 2
P1 h 2
— - ——V
2m1 2m1 1
¢ p2 h2
=2 5 V2
2m2 2m2

onde os laplacianos referem-se as coordenadas (x1,y1,21) € (22, ¥y, 22). Esta hamiltoniana pode ser facilmente
escrita em um novo sistema de coordenadas composto pela coordenada do C.M. do sistema

miry + Mmalg

mi +m2

e pela posigao relativa entre as duas particulas r = r; — ry. Desta maneira podemos escrever as diversas derivadas
parciais (V1), e (V32), como

(V1)1 = 68(R Z aar]

mi
= — (Vg), +(V,),
ml+m2< R)i +(V0);



pois

3Rj - mq 5
8(r1)i o mi + mo K
¢ o
rj
a(r);
e
OR or
\Y = L (VRr). + ! (V,
( 2)7, ; 5(T2)i ( R)] ; 8(7"2)1 ( >]
ma
= — v,r
(Vi) ~ (V,),
pois
8Ri - mo 3
8(7"2)j Comy+me
¢ )
s
[ :—61
8(7"2)1‘ ’
Entao:
V1) m 2 1
S e (V) (V) + — (V)2
my (m1 4+ ma) my + ma mi
(Va)? ma 2 2 1 2
t = . — ——— (VR),; (Vy), + — (V;);
Mo (m1+m2)2( R)'L m1+m2( R)z( ) m2( )
n* (V: V3 n _, R _,
Tl )~ g
ondelzi—kiouu: iz e M =mi +mo.
14 mi mo m1+m2
——

massa reduzida

Assim podemos escrever a Hamiltoniana transformada como
h? h?
H=—-—V}——VI+V
2M R 2,“4 T + (T)

e a parte do centro de massa pode ser resolvida trivialmente. Este fato é decorréncia da simetria de translagao de
H, pois H (p1,p2,r1,r2) = H (p1,p2,r1 +a,r2 + a) e o gerador desta transformacao é o momento linear total do
sistema p = p; + p2- Entdo, o C.M. move-se como uma particula livre de energia p?/2M e resta-nos resolver o
problema

h2

{572+ v fom=row

2p

que é um problema de forga central como discutimos anteriormente.
Em particular, no caso de V (r) = —Z:2 podemos pensar em um elétron interagindo com um nicleo com Z

protons e a Hamiltoniana acima nos da o espectro de energia (e auto estados) do atomo de hidrogénio (Z = 1).

. Me TN 2 2 . 2
Neste caso a massa reduzida p = =7 Como a massa do préton é 2000 vezes maior que a do elétron podemos
e P

) X M (1 — m—e) ~ Mme. Entao, no dtomo de hidrogénio teremos o C.M. praticamente

escrever U — Me ( m
P

1
14 e

mp

localizado no nucleo atémico (proton) e a massa reduzida é a propria massa eletronica.
A solucao deste problema segue as mesmas etapas que na se¢ao anterior:

Y (r) = R (r) Y™ (0,¢)

B2 1 d? 1(1+1)R* Ze2 . . .
0 que nos leva a —Sir (rRg) + WR Ry = E Ry, ou ainda, definindo ug; (1) = r Ry (1), temos:

Ry 1(I+0)R  Ze
—— 2 —u— —u=FEu
24 dr? 2412 T

10



Lembrando dos resultados da teoria de Bohr

E v
En*——;, T =n"ay € vy = —
n
com 2,4 772 2 2
uZzze Ze . Ze
E; = , ay=—75 € vg=—— (obviamente F; = —
T™ "op2 07 Lzé 0="F '™ 24 )
podemos reescrever a hamiltoniana como
d? 141 2
wlp) W+Du 2,
dp? p? p
onde p = ;—0 eN= _E%' Como estamos interessados em estados ligados £ < 0 = A > 0. J& vimos anteriormente

que quando p — oo, u(p) ~ e M e quando p — 0, u(p) = p'*!'. Entdo vamos tentar uma solucio u (p) =
p!Tre=*y (p). A equagdo obedecida por y (p) é

2
dy+2[(l+1)_)\} dy 2

*+;[1—)\(l+1)]y=0

dp? p dp
oo
que pode ser resolvida por séries da forma y (p) = > ¢p?. A relacdo de recorréncia resultante é
q=0
2[g+DA-1]

Cqg— —F————C4—
K qlg+20+1) 71

Dado um [ fixo e ¢ — 00, €afcy_1 — 2Xgq = 2)\(‘1;1)!

=~ que implica em y (p) ~ €2>** quando p — co. Consequen-

temente a série deve ser truncada para um dado valor ¢ = k (inteiro). Para tal devemos ter apenas alguns valores
permitidos para A, ou seja,

E
:Ekl:_ !

Mt =
SN (k+1)?

onde k=1,2,3...
A relagdo de recorréncia torna-se entao

2\  (20+1)!
(k) — (—1)¢
¢ = (1) <k+l> d g +20+ 1)

Estes polinémios sao relacionados com os polinémios associados de Laguerre (ver abaixo). Alguns exemplos
podem ser trivialmente calculados

Rio(r) = 2ay"%e "™
R — 9222 (1 - ) e~
20 () (2a0) 2 ) €
_ 1 r
Ry (r) = (2a0)”7* — ¢ /20
11 (7) (2a0) = 2
Definindo k£ + 1 = n e lembrando que £k = 1,2,... e[l = 0,1,2,... vemos que, fixado n, os tnicos valores de
I possiveis sdo I = 0,1,...,n — 1 e cada um destes niveis é (2l + 1) degenerado. Assim a degenerescéncia de um
estado com n fixo é
n—1
1=0
(n—1)n
= 2
9 +n
= n2

Se ainda levarmos em conta a degenerescéncia de spin teremos g, = 2n?. Esta é a chamada degenerescéncia
acidental do atomo de hidrogénio.
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A formula geral das fungoes radiais Ry, () é
1/3 .
2\’ (n—1-1) 2 2
w2 ) () (2)
nao /) 2n[(n+1)!] nag nag

2-1-1 K+l 2 L
_ (=) [(n+ D" p
Lt (o) = ; n—1—1-K)2+1+k)

onde

(=)

é o polinémio associado de Laguerre.
As fungoes de onda dos niveis de energia (nl) mais baixos sao

1s = 100 (r,0,¢) = (71'ag)71/2 e~ "0
25— ahono (1,0,0) = (87rag)_1/2 (1 — 7/2a,) e~ 720
Yor1 (1,0, ¢0) = — (647ra8)_1/2 (7/ao) €~ "/2%0 sin fe'?
2p = (Yoo (r,0,9) = (327ra8)_1/2 (7/ag) €="/?%0 cos @
Po1-1(1,0,0) = (64%&8)71/2 (rfag) e~ "/2%0 sin fe ¥

onde os niveis s <> 1 =0,p <1l =1,d < | =2, etc.

ET 1=0 =1 1=2 .
3 3 .
n=3 5 D 3d
2 2
n=32 > D
n=1 ].S E:—E[

Origem da degenerescéncia acidental

A extraordinaria degenerescéncia do atomo de hidrogénio esté ligada ao fato das érbitas periodicas do problema de
Kepler (classico) ndo precessionarem. O vetor ao longo do semi-eixo maior da trajetoria eliptica é uma constante
de movimento. Classicamente este vetor tem a forma

1 2
R=—pxL- o (vetor de Runge Lenz)
m r
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Quanticamente, vamos definir o operador hermitiano
1 e?
R=—((pPpxL-Lxp)——r

5 (P p)—

Pode-se facilmente mostrar que [H,R] = 0 =ha maior degenerescéncia que a provocada por [H,L] = 0. Como
no caso classico, aqui ainda temos R-L =L -R =0 e o quadrado de R é

2H (L? + 12
o 2R
m

R?*=e = H=H(L,R)
As relagdes de comutacao entre R e L s@o [R;, L;] = i) he;j, Ry, enquanto que as de R com R sa@o [R;, R;] =
k
ih (=%5) Y eijul
k
Entao, definindo K = /-3 R temos

[Ki K] = ihy eiln

k
[Ki,Lj] = ihY ek

k

além do usual [Li,Lj] = th EijkLk~
k
Desta forma podemos escrever
17— me*

2(K2+ L2+ h?)
onde K e L sao constantes de movimento.
Definindo M = % e N = % e usando as relagoes de comutagao anteriores temos

[Mi,Mj} = ihZGijkMk
k

[Ni,Nj} = theljka
k

[Mth} - 0

Em termos de M e N a hamiltoniana pode ser escrita como

me4

H=-
2(2M? + 2N? + h?)

A diagonalizacdo de M e N segue passo a passo a de L (devido & mesma estrutura das relagoes de comutagao).
Entéo os auto estados simultaneos de M e N sdo |[M, N, u,v) tais que

MM, N, 1, v) BPM M+ 1) |M,N, 1, v)
N2 M,N, vy = BEN (N +1) |[M,N, u,v)
MAM N, p,v) = hu|lM,N, p,v)
NAM N, pu, vy = hv|M,N,u,v)

B —M,~M+1,..., M
v=-N,-N+1,.... N~
Como R-L =0, temos K-L =0 = M? = N2, ou seja, estamos interessados em M = N. Entao,

’2

ondeMeNZO,%,l 3etce{

4
me
H‘M7N7M7V> = _2(2M2+2N2+h2)|M7N7M7V>

= - me! M, N, 1, v)
T O T2UMM )+

4
= T MN.)
2(2M +1)* 2
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—% onde 2M +1=1,2,...=n= E, = —%. A degenerescéncia do

nivel n é (2M + 1) (2N + 1), mas como N’ = M temos g, = (2M + 1)? = n2. Concluimos, entdo, que o alto grau
de degenerescéncia dos auto valores F,, do d4tomo de hidrogénio é devido & existéncia da simetria adicional gerada
pelo vetor de Runge-Lenz.

= auto valores de energia F =

Atomo de Hidrogénio num campo magnético externo

Vamos considerar um campo B na diregdo 2 (B =constante). Entdo A = 1B x r (gauge onde V - A = 0)
A Hamiltoniana escreve-se como

2m
2 242
N L A
 2m 2me 2ch 2 zHV ()
p = —ihV
=p-(AY) = —ihV - (AY)
= —ihA - V¢ — i)V - A
Como V- A =0, temos p - (Ay) = A - py. Entao
2 2 42
D e e A
- £ _ = (A-
2m mc( p)+2m02+V(r)
= }er
2
1
=A-p = §(B><r)'p
= %B~(r><p)
— EB'L
2
Assim, -= (A -p)=5--B-L
A? = i(er)(er)
= iB-[rx(er)]
1
= 1B~[T‘2B—(B~I‘)I‘]

m>

2B - (Bx)1]
v (B-r)z]

I
| ||

= ’[‘i
2132
e e’B
=H=Hy— —B L+ _—r?
7 2me 8me2
onde Hy = % +V(r).
Interpretacao dos termos:
Como ja sabemos da eletrodindmica classica, p = 55-L = 5% (r x mv) se nao ha campo externo. Quando
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_ A
A # 0 sabemos que mv = p — >

=L = rxp:rxmv—&—grxA
c
= “ (r x mv)
= r
K 2me mv
2
e e
2me QmCQr>< Hy o
e
= —UL
M1 2me
€2 9
By = —5— [r*B — (r-B)r]
B
1
W= [ u(B)-dB = —u B u(B) B
0
e e B?
= ——B. —— 52
2me +8m02m‘

O primeiro termo é o acoplamento de p, devido ao momento angular orbital, com o campo externo enquanto
que o segundo é o acoplamento do campo com o momento magnético induzido pelo préprio campo. O primeiro
termo é chamado de paramagnético enquanto que o segundo é chamado diamagnético.

Comparagao dos diversos termos de H:

. ~ _ eB 6232 2 .
Devemos comparar variagoes em E, = p - B oc o=k com Eg < g—5aj e By = —13.6 eV.

E,xupB = 58x10%VG'B

~ 58 x 10 %V
se B ~ 10° gauss.
2 2 2 2
Wy m (uB)” ma _ 2 ma _
EdaTBﬁB%g = 5 h—;’~15x10 8 (eV) h—QOfvlo SeV
LB B
E, Ey

Er ~10*E, ~ 108E,

Efeito Zeeman:

Desprezando o termo E; em H teremos (B = Bz)
L
H = H —MBB?Z
= Hl|l,m;) = Eo|l,m;) — ppBmy|l,m;)
4
E | -0, B=0 1-0B#0 1=1,B=0 =1, B#0
3s 3s 3p
n=23 ——
2s 2s 2p
n =2 —— j
|Eq| < [E,| |Ep| = pBB
n=1 1s 1s
E=—FE
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Se ainda levarmos em conta o spin teremos p =

50— (L +28) = [¢) = |I,m;) ® [}/2,my), 0 que implica em

B
H = Hy-— HBZ (L, +2S,)
= Hll,my,s,ms) = Eoll,my,s,ms) — ppB (my+ 2ms) [l,my, s,ms)

O nivel 2p, por exemplo, tem sua degenerescéncia quebrada como na figura abaixo.

m=1 my=1/2

; ,,,,,,,,,,, » m[=0 m3=1/2
2p my =0 . m=—-1my,=1/2 my=1 my=-1/2
> e —— S

my = —1 m =0 ms,=-1/2
Ep| = upB S fm'__lms o
|Ep| = ppB
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