IV.5) Rotagoes, operadores tensoriais e o Teorema de Wigner-Eckart.

Como vimos nas segOes anteriores a invaridncia por rotagoes é de importancia fundamental na analise de um
problema fisico. Na realidade esta operacao é simplesmente um exemplo de uma operacao de simetria no sistema
fisico. Em geral o sistema pode ter mais simetrias, ou seja, ser invariante perante outras operagoes de simetria.

Estas operacoes formam, como jé adiantamos anteriormente, um grupo. Um grupo, G, é definido como um
conjunto de elementos a, b, ¢, ... sujeitos aos seguintes postulados:

i) Existe a operacao de multiplicagado de dois elementos de tal forma que se a € G e b € G = ab = ¢ onde
¢ € G. Note que ab # ba. Quando ab = ba o grupo é dito abeliano.

ii) A multiplicagao é associativa, isto é:
(ab) ¢ = a (bc)
iii) Existe o elemento identidade, e, tal que ae = ea = a.
iv) Existe o elemento inverso para cada elemento a € G, definido como ™! tal que aa™! = a"la = e.
As operagoes de rotagao formam obviamente um grupo pois:
i) Duas rotagoes sucessivas (de angulo 6; em torno de n; e 62 em torno de ny) resultam em uma terceira
rotagao (de angulo 65 em torno de ngs).
ii) Diferentes rotagoes podem ser associadas de maneiras distintas (mas sempre na mesma ordem).
iii) Existe a identidade.
iv) Para cada rotagao existe a rotagao inversa.

Se dado um certo espago vetorial conseguirmos encontrar um conjunto de transformagoes T' que goze das mesmas
propriedades do grupo G, dizemos que o cunjunto 7' forma uma representacdo do grupo G. Um exemplo claro é o
caso das rotagbes. Vamos considerar transformagoes lineares R(6) que giram o vetor r de um angulo 6 em torno
de um eixo f.

Dado o espago vetorial euclideano com base {t;} temos r = Z ¢t; = Rr = Z c; R = Z ¢;T; onde ¢; sao as
componentes do vetor girado na base {#;}. Tomando o produto escalar por r] temos
Ei = ZRZ'J'CJ' onde Rij = (IA'Z, Rf‘J) (IV51)
J
Esta matriz pode ainda ser relacionada com a de mudanga de base da seguinte forma. Consideremos uma nova
base {V;} formada pela atuagdo de R sobre {f;}, ou seja,

Vi =R, =Y b; (i) F

onde b; (i) é a j-ésima componente do novo i-ésimo vetor na base {f;}. Mas como ¢, = > Ry;c; temos para
J
¢j = 0;; o resultado ¢, = Ry, entdo

V; = E Rjirj e Rji = (I‘j,VZ‘)
J
Expandindo r na nova base temos r = > ¢;v; o que implica em
i

r = ZCZ\A’Z
7
/ A
= D &Y Ryt
i

S (T



que por sua vez é igual a ) ¢;T;
J

= Cj = E Rﬂci
7
/ -1
c; = E Rij cj
J

= S =R, (IV5.2)
N—_———

Si; —matriz de mudanca de base

ou

As matrizes R;; assim formadas obedecem a todos os postulados de um grupo e formam, portanto, uma
representagao do grupo de rotagoes no espago euclideano.

Se o espago considerado for um espago de Hilbert formado por kets |i) podemos encontrar a representacao do
grupo de rotagdes neste espaco usando que [0y = U|) e

W) =$(Rr) = U=exp —%(ﬁ L)6.

Em caso contrario devemos usar que os valores médios das componentes de operadores vetoriais transformam-se
como
(v)) = E R;j (vj) (IV.5.3)
J

e que (v)) = (¢'|vs¢’) e (v;) = (Y|v;|Y) onde [¢') = U|p). Entdo, UTv;U = 3 R;jvj e U =exp—+ (A - S) 6, como
J

j& vimos anteriormente. Portanto, no caso de produtos diretos de varios espagos de Hilbert as transformagoes que
sdo as representacoes do grupo de rotagoes sao da forma

U = exp f% (h-3)0 (IV.5.4)

onde J =momentum angular total. No caso particular das rotagdes denotaremos o operador unitario U por D com
elementos de matriz D;; = (i|D|j).

Se dois conjuntos de matrizes D e D’ estao relacionados por uma transfomacao de similaridade
D'=R'DR

as representagoes sao ditas equivalentes. Em particular, quando as matrizes D podem ser escritas na forma (D é
uma matriz n x n)

DM 0 0
0 D2
D= ) (IV.5.5)
0 D®

onde D sao as matrizes n() x n(?) e > n(® = n, e nio ha transformacao de similaridade capaz de reduzi-la a
i
novos blocos, diz-se que esta é uma representacao irredutivel do grupo de rotagoes.

Um exemplo que ja nos é familiar_é quan(_lo D representa uma rotagao no espago que é o produto direto
lj1,m1) @ |ja, ma). Aqui, D = DU ® DU2) que, como ja sabemos, reduz-se a
DU1+i2) 0 0
0 Drt+jz—1)
DU @ pU2) —

0 Di1—jz21)



Para encontrar os elementos das matrizes de rotacdo devemos fazer uso das relagoes

J.|ajm) = mh|ajm)
Jplajm) = /3 (G+1) —m(m+1)hlajm+1) (IV.5.7)
Jolagm) = /G (G +1) —m(m—1)h|ajm—1)

nos elementos de matriz

o

mm

(gm|D|jm)
= <jm‘e*%(‘]'ﬁ)9‘jm’> (IV.5.8)

que s6 tem uma forma simples em casos particulares como, por exemplo, n = (0,0,1) = ’Dﬁizn, =e 05,

Outra forma alternativa de representar uma rotacgao é através dos angulos de Euler. Neste caso, ao invés de
representarmos uma rotagao de um vetor por um angulo 8 e um eixo n, podemos equivalentemente efetuar as
seguintes etapas:

i) Rotagéo de a em torno do eixo z; (X,y,z — X', ¥, 2)
ii) Rotagéo de 8 em torno do eixo y'; (X', ¥',2 = X", y',7)
iii) Rotagéo de vy em torno do eixo z'; (X",y',2" — %", y",7)

Por outro lado, sabemos que
e ainda,

0 que significa que

—i2yJ

V= et g iRy gl R s

(& (&

Este mesmo raciocinio pode ser usado para a tltima rotacao em torno de z’,

—iZJ. —i8J,

. .3
Y —e y e—z%JZ eZgJy/-

e

Substituindo a penultima féormula na ultima e o resultado na expressao para D temos
D (e, B,7) = P APy Rps 2

Em termos dos angulos de Euler temos

j ey _iBq i3 1.
D%), = <jm|e intzeinlueind |jm’>

m
e —iXm/ . _i8 .
= elRMe—igm <]m|e lh.]y|]m/>

o
mm

e~imm g9 (B)  (IV.5.11)

= 6i

Os elementos de matriz dgzn, (8) podem ser calculados como

d9) (8) = S(-1)! (G +m)!(G —m)!(G +m)I(G —m')]/? <COS 5>2J‘+m—m/—2t <Sin 6>2t+m’—m

mm’ - G+m =0 —m' =)t ({t +m' —m)! 2 2
A unitariedade das matrizes D é escrita como

D'D=DD'=1 ou Y DYDY =6, (IV.513)

m/’



No caso particular da representacdo j = [ temos (r|lm) =Y, (¢, ). Aplicando o operador de rotagao sobre |lm)
temos N
jim) = > " DY |im')  (1V.5.14)

= (rlim) =YD, (xlim’)
ou ,
V(0,6 =YY" (0,9) DY), (R)  (IV.5.15)

m’'m

Como |lm) é um auto estado de .J, \[771) serd um auto estado do operador J,, onde z’ é o0 novo eixo z. Usando a
unitariedade de D temos

Y™ (6, ¢) = R0, ¢).

|
]
>}
3=
3

m/=—1
Mas como
Y (09) =\ T ey O R (cos )
temos
/ 21—|—1(l—m’)' Iy ’
m / — _1m zm@Pm 1
" (0,¢) o R )
20+ 1
= 6777/
47 0
20+ 1 (1)
Y™ = D R
=Y (5,0) Dl (R)
SO = ATy 54
m0 2+1°" ’

onde § e « sdo os angulos esféricos do novo eixo 2z’ no velho sistema. Entao, aplicando na formula (IV.5.15) para
m = 0 temos
m’ am m’*
VOO, 6) =3 V" (0.9 g Y (B)

47T ’ /g
P(eost) = zn DOV (0.9) V" (Ba)  (IV.5.16)

m’

ou

que é o teorema da adicao de harmonicos esféricos.

Para finalizar estes comentérios genéricos sobre propriedades das matrizes de rotagao vamos escrever a relagao
entre os elementos de matriz de DU @ DU2) com os de DY) obtida de J = J; + Js.

Vamos usar a identidade
‘ ‘ Jitj2 ‘ ‘
DU @D = S 3" |jyjajm) (jujzgm DI @ DG\ jyjagm’) (uagm|
=11~z | mm/
Entao

DEREIERESY [1g2gm) (Grgagm’ DY),

gmm/’



Tomando os elementos de matriz na base |j1jamima) temos

(jrjemims| DU © DUD|jy jymimb) = 3 (jrjamimaljijagm) Grgagm'|j jemsmb)DS)
gmm/’

mas como

(1) (_]2)

mim) “maoml

(jrjzmama| DY) @ DY) jy jymimb) = D

temos
) Jitj2
D,‘f;%ﬁﬁii% = YD (frjamamaljiagm) (jriamimb|jijagm! )DY),  (IV.5.17)

J=lj1—jz| mm’
onde usamos que os CG’s sdo reais. Podemos ainda multiplicar ambos os lados desta expressdo por
(J1j2mimalj1jejsms) e somar sobre my e msy. Como

Z (J1jzmamaljijajama) (J1j2jm|jrjamima) = 85j50mms,

mima

temos
Z Dﬁil)m <3112m1m2|313233m3>9fij%, = Z<j1j2m§m'2|j1j2j3m’)folz?n,.

mimo m/’

Multiplicando os dois lados por Dg}l,);l,l e somando em m) obtém-se

Z D(h nﬁ)mlpv(yjlz)nzé (J1j2mima|jijajams) = Z <j1j2m/1m/2|j1j2j3m>Dgim/pg}1’)¢i’l'
mymom| m’m/

Finalmente, usando a unitaridade de D e renomeando os indices de soma temos

prrjf?mg (j1jamimb|jrjajams) = > <j1j2m’1mz|j1jzjsm>D§i§%ﬂ?(“)2 , (IV.5.18)

m/m/
que serd extremamente util mais adiante.

De posse destes resultados sobre representagoes do grupo de rotacoes podemos estudar elementos de matriz de
operadores tensoriais através do teorema de Wigner-Eckart que iremos abordar abaixo.

Tensores e Operadores Tensoriais

Um tensor Tjjk..n €, por defini¢do, um objeto que se transforma como

/ § :
ijk..n = aii/ajj/akk/ . ann/Ti/j/k/___n/ (IV519)
sl Al

quando giramos o sistema de coordenadas (mudanga de base).

Os coeficientes a;;» sdo os elementos da matriz de mudanga de base (R;; no caso de rotagoes). Note que a
definigdo acima é uma generalizagdo da transformada de um vetor v, = 3 a;;v;. Em particular, o vetor posigao

J
T, = aijTj.
J
Como exemplo de tensor podemos mencionar os momentos de inércia das massas de um sistema de particulas

Mij = § MaZailaoj
o

tranforma-se como



que quando sujeito a uma mudanca de base escreve como
Mi’j = Z max'aix;j
Z Mea Z Qi Lk Z 51Tl
= Z ik aji Z MaTakTal
= Z @ik ;i M
Kl

= M;; & um tensor.

Um tensor é dito de “posto p” (rank p) quando existem p diregdes a ele associadas (p indices). Por exemplo, o
tensor de momento das massas é de posto 2 e atua no espago tridimensional.

Vamos agora considerar as nove componentes de um tensor de posto 2 em 3-D e formar as seguintes combinagoes.

i) STk — traco do tensor
k
ii) Ti(f) = % - %&j > Tkr — tensor simétrico de trago nulo
k

iii) Ti(-A) = w —  tensor antissimétrico
i), ii) e iii) — (IV.5.20)
Quando efetuamos uma mudanga de base temos
Tir.)' agiak; 1
O Tw) =2 Z iai; T
ij

onde usamos que a transformagao é ortogonal. Entdo vemos que Y Ty, nao varia quando sujeito a rotagoes
k

= Y Ty = trT é um escalar.
k

2 S
Ja Tz(] ) transforma-se como

’ T, T
7 = 3 anay L+ ,5lZTm

2
kl

T, Tl

~i 5” T
2 2

n

que é o tensor simétrico de trago nulo formado pelas componentes do tensor transformado.

Finalmente, T, i’? transforma-se como

Ay’ Ty — Tig,
T,(J ) = Zaikaﬂ |:2:|
kl
T, - T,
2

que é o tensor antissimétrico formado pelas componentes do tensor transformado.



R . A .
Neste caso vemos que o trago de T, as trés componente independentes de T} ) ¢ as cinco componentes

independentes de TZ-(]-S) transoformam-se segundo as representacoes irredutiveis D(®), D) e D) (respectivamente)
do grupo de rotagoes. Lembrando que

im) =YDl

S Y 0,0) = S DU Y™ (0,9) (IV.5.21)

ou seja, os harmonicos esféricos Y;™ (6, ¢) também transformam-se segundo representacoes irredutiveis do grupo
de rotagdes. Podemos definir um tensor esférico T}, ¢ = k,k —1,..., —k, como um conjunto de elementos que,
segundo rotagoes, se transformam como

77 =Y DT (1v.5.22)
q/

Produtos de tensores:

Dados dois vetores a e b em 3-D, podemos formar um tensor cartesiano com as nove componentes a;b; que se
transformam de acordo com a representacao DV @ D) do grupo de rotacoes.

Como ja vimos, o tensor a;b; da origem a 3 tensores irredutiveis; a - b (escalar), a x b (tensor antissimétrico) e
b b, e . N ~
(a”%") — %a -bd;; (tensor simétrico de trago nulo) que corresponde a reducao

DV @ DW= DA ¢ DM @ DO  (1V.5.23)

Se tivermos um 3° vetor, c, o tensor de posto 3 formado por a;bjc; transforma-se de acordo com
DM @ DM @ DM que pode ser reduzida a

DM o pWop® — plg (D<2) o DM @Dw))

= D(l) X D(Q) D D(l) ® D(l) D D(l) ® D(O)
= D®aDp®gp®ap@gp®gp®qgpt)
= D®g2D® £ 3DpW 4+ DO (1V.5.24)

1 escalar
3 vetores
2 tensores simétricos de trago nulo (posto 2)
1 tensor irredutivel de posto 3

= a;bjcy, gera

= n° componentes = 1 +3x 3+ 2 x5+ 7 = 27.

Como exemplos temos o escalar (a x b) - c e os 3 vetores (a-c)b, (a-b)ce (b-c)a.

’ ’
No caso de tensores esféricos, se temos R}, de posto k, e S},, de posto k’, o produto R} S{, se transforma de

acordo com a representacio D¥) @ D) do grupo de rotagoes. Esta representagao é redutivel e a sua reducao nos
d& tensores irredutiveis ,
TR (k) => (kK. q.q|k K K Q) RLS{, (IV.5.25)
qq’

onde K =k+k,k+K —-1,...|[k-K|eQ=K,K—-1,...,—-K.

Operadores tensoriais

Como ja vimos em véarias situagoes, o operador vetorial cartesiano, A, é tal que

(Ai))' = Rij (4))



onde (A;)" = (/| A;]¢') e (A7) = (¥]A;|¢). Como |¢)') = U[4) temos

(WIUTAU) = (] > RijAslv)
J

ou
UTAU =) RijA,
J

Multiplicando & esquerda por U e & direita por Ut temos 4; = > RijUA; Ut. Usando que Ri_j1 = Rj; temos
J
S RA; = > RRUAUT
E

ijk
= UAUT
ou

UAUT =" RiyA;  (IV.5.26)

Lembrando que um tensor esférico transforma-se como
Fa_ (k) ma’
T = E D, Ty
q/

e que o operador transformado A=UAUt podemos definir um operador tensorial como aquele que se transforma
perante rotacoes como

¢ = UTUT
= Y D, (R)T{ (1V.5.27)
q/

( lembre-se que D = U).

Seja, entdao, D, uma tranformacao infinitesinal (rota¢ao) em torno de um certo eixo; D = 1 — % Desta forma
temos 7 7
QO )\ LN\ k ’
(1 —~ zh) T (1 + zh) = %:Dq,qT,g
onde
iOzJ)\
Dyy = (kq'|1— —=[kq)
e
Ogq' — Zﬁ (kq'| x| kq)
xe] o o /
T — EJAT,;] + %Tg.],\ +. =T - - > T (k| Tx|kq)
q/
ou

DT =T8I = Y T (kq'|Jalka)
q/

Se fizermos A = z temos

JT —TH,

> T (kq'| T kq)
q/
hqTy!

enquanto que para A = + temos

Jy T8 — T sy = Vk (k+1) — (¢ £ 1) ghT{*!



Entao os operadores tensoriais sao tais que

[T = haTy e [Jw), T = i/k(k+1) — q(qg£ )T (IV.5.28)
Exemplos:

i) Consideremos o operador vetorial cartesiano A = (A4, Ay, A;). Como uma rotacdo em torno do eixo z
nédo altera a componente z, temos [J,, A,] = 0. Por outro lado, como [A(IJ7 Jz] = 0 devemos ter
A = A,. Pela 2% relacio de comutagao temos

[Ty, A9 = [Ja, AY] + i [Jy,/gf] = h\/éAjl (1V.5.29)
e 9] = [ AL~ 7y 48] = h/2A;

Mas as relagoes de comutagao [J,, A.] e [J;, A;] podem ser obtidas através de (IV.5.26) se efetuarmos rotagoes
infinitesimais em torno dos eixos X,y e z;

1 —€ 0 1 0 0 1 0 €
RA()=|4e 1 0|, RD () =0 1 —e| eRW(e)=]0 1 0
0O 0 1 0 € 1 —e 0 1
Podemos, entao, escrever
€ € _ ()
(1 - Zﬁh) Ay, (1 + zﬁJ,\> = ZZ:RU~c (€) A
(onde A = z,y ou z e os elementos de matriz estdo dados acima)
para concluir que
[Ay, Jy] = ihA,; [Ag, J.] = —ihAy; [Ag,Jz] =0
[Ay, J.] =ihAy; [Ay, Ju] = —zhAz, [Ay, Jy] =0 p (IV.5.30)
[A., Jp] = thAy; [A.,Jy| = —ihAy; [AL,J.]=0
que sustituidas em (IV.5.29) nos déo
A)=A Alz—i(A +id,) e A*lzi(A —iA,)
1 2 1 \/i T Yy 1 \/i z Yy
ii) Seja agora T;; um tensor formado por A;B; onde A e B sdo vetores em 3-D. Vamos, entdo, calcular as

componentes do operador Ty = > A,, B, (11mn|112¢) onde m,n = 0, £1.

Lembrando que (1111[1122) = 1 temos 75 = A, B;.

Usando as relagoes de comutagao (IV.5.28) temos

T = 5 V), 4B
1
= o (e A Bu+ A [, Bi)
1
= \[ (A()Bl + AlBo)
1
T = g Vo]
1

- W ([J(_)7AOB1] + [J(—)vAlBOD

1
— %(3AZBZ—A-B) (IV.5.32)

E assim, aplicando sucessivamente a relagao de comutagao [J(,), Tkﬂ, podemos gerar todos os T}! para
q==k,...,—k.



Elementos de matriz de operadores tensoriais e o teorema de Wigner-Eckart

Em diversas circunstancias estaremos interessados em estudar elementos de matriz de operadores tensoriais entre
diferentes autoestados dos operadores J? e J,, |ajm) e |a/j'm’), onde o (a’) simboliza a totalidade dos demais
numeros quanticos necessarios para especiﬁcar o estado do sistema. Entéo queremos computar (ojm|T{|a’j'm’).

Como sabemos, UT,?UJr Z D T, o que implica em
(ajm|UTIUT o/ j'm’) = ZDg,q<ajm|qu/|a’j'm’>.
Mas, como Ulajm) = Y DJ,,|aju) podemos usar que
o

§ ' J* Jj
Du’mD/Lm, - 5##/
m

€ escrever

> Dl Ulajm) = |aji),
m
que se operada a esquerda por UT nos da

ZD lagm) = Utlagp').

Entéo, Ut|agjm) = Y Dix,|ajp) ou (ajm|U =Y D}, (ajpl, e, portanto,
1 1

(ajm|UTIU o/ §'m/) = ZD DI {(ajp| T/ 5" 1)

mp=m’p

ZD ajm\Tq |’ 5'm")

Comparando esta altima expressdo com a (IV.5.18) através das identificagoes j' — j1, kK — ja e j — j3 podemos
concluir que os elementos de matriz dos operadores tensoriais devem ser proporcionais aos C.G.s presentes naquela
expressao:

(jm|Ti|o’j'm’) = (aj||Tklle/5") (k" jm|kj'qm),  (IV.5.33)

que é o conhecido teorema de Wigner-Eckart.

Esta formula deixa explicito o fato que todo o carater “direcional” do elemento de matriz esta contido no C.G.
(kj'jmlkj’qgm’) enquanto que a dinAmica esta contida no chamado elemento de matriz reduzido que denotamos por
(aj||Tk||a’§'). Nesta notacao estéa claro que este termo independente de m, m’ ou ¢, ou seja, (aj||Tx||c’j’) depende
exclusivamente da origem deste operador tensorial e nao das suas caracteristicas de transformagao por rotagoes.

A 1?2 consequéncia imediata deste teorema sao as regras de selecao. Para que os C.G.’s sejam nao nulos devemos
ter

g+m'=m=m—-m'=Am=gq

li—Jl<k<j+j

Em particular, para operadores escalares, T3, devemos ter m’ = m e j' = j enquanto que para operadores
vetoriais, T} (¢ = 1,0,—1), temos obviamente Am = 0,+1 e Aj = j — j' = 0, £1 excluindo j = j' = 0, por razoes
Obvias.

Exemplos de operadores tensoriais sao os momentos estaticos da distribuicao de carga em um atomo ou em um
nicleo. Uma particula carregada, longe das fontes, sente um potencial ¢ (r) que pode ser expandido como

9=3 3 Ty

=0 m=—1

onde )y, ¢ dado por
Qun= [0 @)Y @) . (V533)

10



A cada valor de k temos 2k + 1 componentes m do tensor esférico de posto k, rkYkm, que representa o momento
de 2% - polo elétrico.

O teorema de Wigner-Eckart nos permite calcular parcialmente os elementos de matriz destes operadores como
veremos mais tarde em teoria de perturbagoes.

Elementos de matriz de um operador vetorial
Estamos interessados em calcular (a’j’m’|A%|ajm). Nosso ponto de partida é notar que pelo teorema WE temos
(«f'm'|A%ajm) _ (o/j'm[]ajm)
(@7 [Allag) —  {a’[13]]aj)
Por outro lado WE nos diz que

(mesmo C.G.) (IV.5.34)

('jj|lJ:)eggy = (3150]5155)(a’ 5] T]|ees)
ou
Bibaar = 4| —1—(a]13]la)
Jj+1

= (@j'|[Ileg) = VJj(i+1Dhdjjdaar
pois quando j # j' (¢'j'm|J,|ajm) = 0. Entao,
(a'j[|Allevj)
JG+1Dh
quando j = j', mas nada podemos dizer quando j # j' (indeterminagio do lado direito de (IV.5.34)). Para j = j’
a (IV.5.35) pode ser simplificada se usarmos que

(o/j'm|A%ajm) = (a/5m/|Jejm) (IV.5.35)

(/jm'|J - Alajm) = c(a’j||Alle)

devido ao fato de J - A ser um operador escalar e as propriedades do operador J. Como ¢ deve ser independente da
natureza de A podemos fazer A = J para obter

c = i+ DA
A . .
hj(j+1)

e a (IV.5.35) escreve-se como
(@/gm'|J - Alajm)
AV

Uma aplicagao imediata desta formula é o calculo do momento magnético de um atomo. Como sabemos

(jm’|Jagm) (IV.5.36)

(o' jm/|A|am) =

e

- (gL +g.S
1 2mc(gl + gs9)

eJ =L+ S. O momento magnético do atomo é dado pela proje¢ao méaxima de u na diregao z (para um dado j),
ou seja p = {ajjlpz|ajj). Entdo, pela formula (IV.5.36) teremos

(ajjlpzlagg)
e
= - {ajjlgL-J + S - I|ajj).
Smch G+ 1) (ojjla +yg lojg)

Mas, L-J =1 (J2+L2-52) eS-J=1(J2+52-1?)

<aj.7| (gl +gs) J? + (gl - gs) (L2 - Sz) |OL]]>

I

e
= =
K dmch (j + 1)

Quando o estado fundamental do atomo depende do acoplamento L - S , |ajj) é um auto estado de L? e S2.
Entéo, como g; ~ 1 e g, &~ 2 temos
_ehy ] JU+1) =11 +1)+s(s+1)
2me 25(j+1)

fator g de Landé para acoplamento L - S
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O momento angular, operadores tensoriais e a inversao temporal

Como ja vimos anteriormente os operadores de posi¢ao e momento linear transformam-se segundo inversao temporal
como
-1 _ -1 _
Tl " =r e Tpl " = —p,

0 que nos leva naturalmente a
TLT ' =T xp)T ' =TrT ' xTpT~! = —L.

Podemos ainda mostrar que esta transformagao nao é apenas valida no caso do momento angular orbital. No
caso mais geral queremos mostrar que esta lei de transformagao é valida para o gerador das rotagoes J. Para tal,
devemos exigir que, a exemplo do que ocorre para a posi¢do e o momento linear, a inversao temporal nao altera o
procedimento da quantizagao candnica, o que no caso do momento angular J se reflete através da preservagao dos
comutadores de suas componentes. Assim, usando a antiunitariedade de T', devemos ter

TAXxNT ' =TIT ' xTIT =TT = —hTIT ' = ihTIT,

que s6 pode ser satisfeita se TJT ! = —J.
No caso do momento angular orbital podemos também estudar como a parte angular das fun¢des de onda se
transformam por inversao temporal. Neste caso podemos ecrever

) = [ ) wle)
que sob a atuagao de T nos leva a
T} = [Tyl = [ Ew)”

onde convencionamos que T|r’) = |r’) (fase da transformagido = 1). Entdo recuperamos o procedimento da conju-
gagdo complexa (r') — ¥*(r’') que é necessaria para que a equagio de Schrodinger fique invariante sob inversao
temporal. Por outro lado sabemos que a parte angular da funcao de onda é dada pelo harmoénico esférico Y, (0, ¢),
cuja conjugagao complexa nos leva a

V™0, ) = V"0, 0) = (=1)"Y, (0, ).
Como Y, (0, ¢) = (r|l,m) concluimos que
T|l,m) = (=1)™|l, —m). (IV.5.37)

Este resultado implica em que correntes que geram a componente z do momento angular orbital invertam o seu
sentido sob inversao temporal, o que é um resultado fisicamente esperado.

Vamos agora estudar como se transformam os spinores de s = 1/2. Como vimos ao longo deste curso o autoestado
de S -1 com autovalor //2 é dado por

|f1; +> _ e—isza/h e—iSy,B/h|+>

onde 1 é caracterizado pelos angulos polar, 3, e azimutal « e |[+) é o autoestado de S, com autovalor i/2. Atuando
com T neste estado temos ' _
T|f; +) = = 5=/" e SuB/MT|4) = pld; —),

onde usamos que TJT~! = —J. Por outro lado temos

Iﬁa _> — e—isza/h e—iSy(ﬁ+7r)/hH_>.

Comparando as duas ultimas expressoes concluimos que
T =ne ™S/l K — —ip (2;?’) K

onde a presenga de K significa que a aplicagdo de T envolve uma conjugagao complexa. Evidentemente K|+) = |+)

e é facil mostrar que ‘ ‘
TSI g) = H-) e eIy = ),
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Desta forma temos
T(et|+) +c—|=) =nci|=) —nel|+)

e, consequentemente,
T*(cr|[+) +e|=)) = —Infer[+) = [nlPe-|=) = =(ex|[+) + e |-))

que implica em T? = —1, independentemente da escolha da fase 7. Note que este resultado contrasta com (IV.5.37)
que implica em T2 = 1.
De forma geral podemos mostrar que

T?|j semi-inteiro) = —|j semi-inteiro) e  T?|j inteiro) = +|j inteiro)

o que significa que os autovalores de T2 sdo da forma (—1)%.
Para mostrar este resultado vamos generalizar o operador de inversao temporal para T = ne~""/v/" K. Assim,
atuando com o operador T' duas vezes teremos

T (T3 lmGmle)) =T (03 e /M jm) Gmlw)* ) = |nl2e= 27/ 37 jm)mle).

Como [n|>=1e . '
eI jm) = (=1)%|jm)

temos o resultado desejado.

Note que este resultado implica que um sistema composto por um ntmero par (impar) de particulas de spin
semi-inteiro é sempre par (impar) sob a acdo de T2, independentemente da sua configuragao.

Outro ponto importante concerne a convengao a ser usada para a fase da atuagdo de T' sobre um estado |j, m).
Em analogia com a conven¢ao adotada no caso dos harmonicos esféricos em (IV.5.37) deveriamos ter

T|]a m> = (71)m|‘77 7m>

no caso de j inteiro, independentemente de se referir ou nao ao momento angular orbital. O problema é que essa
expressao sO poderia ser generalizada para o caso semi-inteiro caso a fase 7 fosse escolhida como . No caso geral
uma possivel escolha seria

T|j7m> = (i)2m|ju _m>v

que valeria tanto para j inteiro como semi-inteiro. Entretanto essa escolha nao é a tnica adotada na literatura.

Uma vez analisado o comportamento dos autoestados do momento angular por inversao temporal, podemos
passar ao estudo da transformacao dos valores médios de observaveis por esta transformagao. Como os autoestados
do momento angular podem ser pares ou impares por inversao temporal temos

<a,j,m|A|a,j,m> = :|:<Oé,j, —m|A|0¢,j, _m>'

Se A ¢ um tensor esférico A}, pelo teorema de Wigner-Eckart precisamos investigar apenas a sua componente
q = 0. Ay é par ou impar sob inversao temporal dependendo de como a sua componente ¢ = 0 se comporta perante
esta transformagao. Por exemplo,
TAYT = £AY.

Entao,
<a,j,m|A2|a,j,m) = +{a, 7, —m|Ag|oz,j7 —m).

Mas, como |a, j,—m) = D(0,m,0)|c, j, m) a menos de uma fase, podemos usar a (IV.5.27) para escrever
D*(0,7,0) A2 D(0,7,0) = (—1)* A 4 (componentes de ¢ # 0)

onde usamos que Do (0, 7,0) = Py(cos ) = (—1)* e separamos as componentes g # 0 por terem seus valores médios

nos os estados |a, 7, m) nulos. Como resultado final temos,
(@, j,m| A} |, j,m) = £(=1)*(a, j, m| A} |, j,m).

Segundo este resultado, como o operador posigio é tal que k = 1, teriamos (r) = 0. Isto seria o esperado no caso
da média ter sido efetuada em autoestados de paridade, o que nao significa necessariamente ser o nosso caso onde
|7, m) poderia ser, por exemplo, cs|s1/2) + ¢p|p1/2), um estado de paridade indefinida.
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