vi) O limite cléassico da equagao de Schrodinger

Uma analise importante é a das consequéncias da equagao de Schrodinger quando & — 0, ou seja, do seu limite
classico. Para tal, vamos comegar com o seguinte “ansatz’:

P (r,t) = A(r,t)exp %S (r,t). (I1.2.56)

Substituindo a (I1.2.56) na (I1.2.51’) temos, separando as suas partes real e imaginaria,

oS
ot T

(VS)2 _ K2 V24
2m + V= 2m A

(I1.2.57)
mid + VA - VS+4v2is=0

Estas equagoes sao rigorosamente equivalentes a equacao de Schrodinger. De fato, podemos mostrar que a 22
equagdo em (I1.2.57) nada mais é do que a equagdo da continuidade. Para tal, basta multiplica-la por 2A para
termos

0A 272 0A? 2 292
QAmEJrQAVA-VSJrA ves = mWnLV(A )- VS + A*V?S
A2
- v (A°VS) =0
ot
Entdo, identificando A% = ¢*y = p e VS = p temos
dp
En +V-(pv)=0

onde, obviamente, pv =J = pp/m ¢é a densidade da corrente.
A aproximagéo classica consiste em tomar o limite A — 0 em (I11.2.57), o que resulta em

a5 (Vs)’
ot 2m

+V a0, (IL2.58)

que ¢é exatamente a equagao de Hamilton-Jacobi para a funcao principal de Hamilton, S, obtida na mecéanica
classica.

Operando com V a esquerda de (I1.2.58) temos

aVSHVS'ZWSszo,

ot
ou ainda, identificando p = V.S temos

0
(m+V~V>p+VV~0

que quando multiplicada por p nos da

(gt tv- V) (pp) —p- (gf +v- Vp) +pVV = 0. (I1.2.59)

Mas sabemos que a derivada convectiva de p(r,t) é dada por

do _ 0

dp
i at—!—v-Vp—f—FV-(pv)—pV-v

ot

Entéo, ndo havendo fontes nem sorvedouros para para o campo de velocidades v (ndo hé criagdo nem destruigéo
de particulas), V - v = 0, e por (I1.2.53) toda a equagdo acima se anula, fazendo também com que o 2° termo de
(I1.2.59) se anule. Assim, podemos reescrevé-la como

0
<8t+v-V) (pp) + pVV =0,



que nada mais é que a equacao que rege a evolucao temporal da densidade de momento linear de um fluido
incompressivel. Quando integrada em um elemento de volume A} temos
dAp

—= =-VV (IL2.60
o ( )

que ¢é a conhecida lei de Newton para o elemento de volume considerado.
Vemos, entao, que no limite 7 — 0 a mecanica quantica pode ser interpretada como uma teoria hidrodindmica

onde mp é a densidade de massa de uma mistura estatisitica de particulas com densidade de momento linear
14 p
pp = A%V S regida por (I1.2.60).

No caso estacionario podemos tentar uma solugdo S (r,t) tal que 95/0t = —E e 0A/Jt = 0. Entao a (I1.2.57) se
transforma em

2
e
(11.2.61)
V- (42VS) =0
No limite & — 0 a 12 equacao acima se reduz a
(VS)°
—F—
S V(r)

(VS)? =2m (E -V (r)).

Como VS é perpendicular a superficie S (r) = contante podemos determinar S (r) através da integracao de
2m (E — V (r)) ao longo de um caminho parametrizado pelo escalar u; r = r (u), de forma que para cada
caminho r (u) temos dr/du = # (u) perpendicular a superficie S (r (u)). Assim, podemos definir para cada
caminho r (u) um comprimento de onda local dado por
h h h

A=— ou A= —= (11.2.62)
p| p| 2m (E -V (r))

onde |p| = |VS| = /2m (E -V (r)) em cada ponto da trajetoria. Assim, podemos associar a estes caminhos r (u)
as trajetorias das particulas do sistema considerado. Desta forma temos uma completa analogia com a Otica. As
superficies S (r,t) = constante sdo as frentes de onda e as trajetorias sao os raios de luz.

A analogia 6tica é extremamente ttil quando queremos analisar a validade da aproximagao classica para a
equagao de Schrodinger. Usando a (I1.2.62) na (I1.2.61) temos

h? 4 V2A
2 2
=—<1 1I1.2.
(VS) % { +A 1 } ( 63)
Na aproximacgao cléssica devemos ter 5\2% < 1, o que implica em
h2
2
(V) = 5



que é a equacao das frentes de onda na oOtica geométrica. Esta equacdo, se integrada ao longo da trajetoria
parametrizada por u, resulta em

S(u) = So—i-/VS'ﬁdu
0

u

h

0

Desta forma, a funcdo A (r) = A (r (u)) fica univocamente determinada por (I1.2.61) pois
V. (A’VS) =0=V (4%) - VS + A’V?S =0,

ou
diAQ +A2V2S = 0. (11.2.64)
U

> St

Como S (u) e A (u) sdo bem definidas sobre a trajetoria considerada, podemos determinar A (u) através desta
tltima equacdo. Entdo, conhecendo-se as solugdes S (r) e A (r) no limite i — 0, podemos computar as corre¢oes
quénticas do 2° termo de (11.2.63).

Vamos analisar a validade da aproximagao semicléssica. A analogia 6tica nos leva a argumentar em favor das
curvaturas das trajetorias serem bem menores que .

O raio de curvatura R é tal que

mv2

B (Vv

onde (VV), é a forca perpendicular & trajetoria. Se queremos A/ R < 1 devemos ter

A

A
mas mv? = p?/m e
- h ~3/2
(V)\)L =-3 2m (E —V)] (=2m) (VV) L
ou ainda - m -
(VA) L =\ (VV),
Entao:
A mA
S = TeV)
m\ h? -
= 2 M3 ’( )J_‘
= |(VS‘)J <1

Por outro lado, V25§ =V - (VS) = % ’(VS)H‘ ~ h% (%)

Entéo, a (I1.2.64) transforma-se em

R g2y a2t (1) &
N )04 du(A)NO

que pode ser integrada sobre uma trajetoria resultando em



Com esta forma explicita para A (u) podemos calcular 5\2% como

AT A du?

27 I 2
L[ ph (@
4 du? du

A condigao \2V2A/A < 1 é obedecida quando d\/du < 1 que, na prética, implica em que todo o lado direito da

Q

equagao acima seja < 1. Entao, devemos ter ’(VS\)”’ < 1 que junto com |(V5\)l| < 1 implica em |V5\| < 1

Esta condicao nos diz que a aproximacao s6 é valida nas regides onde a variacdo de A é lenta na escala de
distancias tipicas do problema. Esta escala pode ser fornecida, por exemplo, pelo potencial V (r). Veja o exemplo
em 1-D abaixo.

O Método WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin)

Este método consiste em descrever o estado v (r) através de uma expansio em poténcias de /i desprezando os
termos O(A?). Isto é equivalente a usarmos a expansao semiclassica para a equacdo de Schrédinger em certas
regioes do espago. Entretanto, o método WKB é mais poderoso ja que este procedimento pode ser estendido para
regides do espago classicamente inacessiveis, por exemplo, regioes onde V > E. Aqui iremos tratar apenas dos
problemas unidimensionais ou daqueles que possam ser trivialmente reduzidos a 1-D através de consideragoes
sobre simetrias, etc.

Em 1-D a equagao de Schrédinger independente do tempo é dada por
>y

a2

onde tentaremos a solugao 1 (z) = A(z) e/,

Pela (11.2.61) temos, em 1-D,

2m[E -V (z)]

Ly (@) =0

§?2 —2m(E - V) =24
e (I1.2.65)
£ (a29) =0

onde [’ (z) = df /dx. A 2* destas equagdes pode ser imediatamente integrada dando A = (constante) (S’ )_1/ * que

substituida na 1% das equagoes acima nos leva a
3 /5" 2 18"

que é equivalente & equagao de Schrédinger. O método WKB consiste em resolvé-la aproximadamente, através de
uma expansao em h. Vamos supor que S possa ser escrito como

S = So+ S1h%+ Soh* + ...

5% =92m (E - V) + h?




Substituindo esta expressao em (I1.2.66) e mantendo apenas o termo independente de 7 temos
S? ~ S =2m[E -V (x)] (IL2.67)

de onde podemos calcular Sy (z) em dois casos especificos

19 caso) E > V (x)

Aqui, definindo

- h 1
A= e E v k@
e integrando a (I1.2.67) temos
SO (CL‘) = :|:/ )\d(l'x/)

|
H-
—
U
&\
o
=

Usando este resultado e a expansdo obtida para A (z) temos

¢ (z) = (const.) X(x)expii/dx/;\(lwl)

(const.) ﬁx)exp j:i/da:’k (') (I11.2.68)

xo
2° caso) E <V (z).

Aqui, definindo

e integrando a (I1.2.67) temos

Usando este resultado e a expansao obtida para A (z) temos

T

P(x) = (const.)\/l(x)exp:t/dx'ﬁ

(const.), | Kl(x) exp:i:/dx'K (') (11.2.69)

Condigoes de validade do método WKB

A expansao S = Sy + h2S; + ... ndo é uma expansao convergente mas sim assintética, ou seja, representa a funcao
a ser expandida se tomarmos um ntmero conveniente de termos quando & — 0.



Se quisermos discutir a validade desta expansao precisamos levar em conta a correcao O (%), ou seja, o termo
h2S;. Se substituirmos S = Sy + A%S; em (I1.2.66) temos até O (hz)

Sg>2 18y

ST’) _-=Z0

//_§
2%&_4( 2 S

Quando E >V (z), S§ = +h/X (z), que levada expressdo acima resulta em

N1 a2
=+ (S -< [ Zdd).
hS (4 8/’Amv

Quando E < V (z), o resultado sera diferente do anterior na troca X (z) <+ [ (z).
Para que hS; < 1 devemos ter
N(z) < 1 se E>V(x)
I'(z) < 1 se E<V(x)
Em termos do potencial V (x) estas condigoes podem ser reduzidas a
mhV' (z)
[2m (B =V ()"

e, portanto, o método WKB s6 é valido para altas energias ou potenciais com variagao espacial muito lenta na
escala de A ou [. Mesmo assim nao podemos nos aproximar muito dos pontos de retorno classico onde V = FE.
Foérmulas de conexao

As expressoes (I1.2.68 e 69) nos fornecem a forma das solugdes 1 (z) nas regides classicamente acessiveis ou nao
como

xr xT
A . ’ ’ B ; ’ ’
expt | k(a")dz + exp—i | k(z')dx’ se E>V(x
x x
C ! ! D / /

exp | K (z')dx" + exp— | K(2')dx' se E<V (x 11.2.70
VE® pﬁ{ (') VE@) p z{ (') () ( )
Em um problema de potenciais seccionalmente constantes, o que nos permitiria relacionar A, B,C e D seriam as
condigdes de continuidade de v (x) e ¥’ (x) nas descontinuidades do potencial. Entretanto, no presente caso, isto
ndo é mais possivel, haja vista que a uma dada energia F a condi¢ao de continuidade de 1) (z) e ¢’ (z) deveria ser
aplicada no ponto de retorno classico, o que implicaria na divergéncia de ¢ (z) pois em (I1.2.70) &k (a) = K (a) =0
(a € o ponto de retorno classico).

) (z) =

A maneira de resolver esse problema consiste no abandono do método WKB (temporariamente) porque, como
vimos antes, esta aproximagao ndo é valida na vizinhanga de E =V (a). Nesta regido devemos estudar
explicitamente as solugoes da equacao de Schréodinger perto de x = a. Para tal, vamos considerar o potencial
abaixo




Na vizinhanga de x = a o potencial V (z) pode ser escrito como

V(z) =V (a)+V'(a)(x —a)

e, portanto
i (1') _ —2mV;i(a)(3:—a) (:17 < a) (II ) 71)
K (z) = % (a <)

onde usamos que V (a) = E.

Existem duas maneiras de se obter as formulas de conexao. A 1%, como mencionamos acima, consiste na resolucao
de equagao de Schrodinger linearizada que nos fornece as solugoes nas regioes classicamante acessivel (z < a) ou
inacessivel (x > a). Em seguida, tomamos os limites * — o0 de 9 (x) a fim de estudar o seu comportamento
assintotico e, entdo, compara-los as formas WKB de (I1.2.70). A idéia por tras desse método é que existe uma
superposicao entre as regides de validade da aproximac¢do WKB e da linear para o potencia V (z) (ver as regides
linearizadas na figura acima).

Entretanto, esta mesma superposicao nos permite adotar um 2° método, bem mais simples, para a obtengao das
formulas de conexao. Na regiao onde os dois métodos sao vélidos podemos escrever, a direita de x = a,

X x

oo exp/a (z' —a)"da’  (IL2.72)

a a

Yrr (z) = \/a(xD_a)l/‘Lexp—/a(x’ _ a)l/z do’ +

v 2mV'(a)

onde o = = .

Obviamente, impondo que 77 (00) = 0 temos C' = 0. Mas, nao podemos esquecer a possibilidade de potenciais do
tipo barreira onde C' # 0. Vamos, entdo, tratar os dois problemas separadamente; 0 12 onde D #0e C =0¢e o
segundo onde D =0e C # 0.

A integral no expoente da (I1.2.72) é trivialmente solivel e nos da

2 2
/(m' —a)da’ = 3 (z —a)’*

Entao a (I1.2.72) pode ser reescrita como (para C = 0)
2c 3/2

P (x —a)

Va(x —a)

que s6 é valida em uma regido x — a ~ p como na figura abaixo. Se encararmos ¥y () como a restrigdo ao eixo
real de uma funcao de variavel complexa 1 (z) podemos dizer que a sua férmula s6 é valida em um anel de raio p
centrado em z = a.

Y1 (z) =

zZ=a

Corte do expoente (z-a)3/2

y X

p

Se quisermos obter a forma de 1 (z) para z < a basta fazer o prolongamento analitico de 1 (z) pelo interior do
anel da figura acima. Para tal, devemos escrever z — a = pe'? e variar ¢ de 0 até m mantendo p = constante.
Assim evitamos a singularidade em x = a. Temos entao

D 200 5 3 .. 3a
w (Z) = Wexp—?p /2 COS 7 + 7 s1n 7 (11273)



Variando ¢ através do semi-circulo superior temos (¢ = )

D 20[_ 3/2
¢(.13 < Cl) Wexp ?Zp
= Lex 2[20[|x—a|3/2—ﬂ-}
Jale—a" 03 1
Variando ¢ através do semi-circulo inferior temos (¢ = —)
- D 2a . 3/3
'l,z](l' < (1,) = Wexp—?’m
= D p—i 2—a\x—a\3/2—z
T Vale—a" T L3 4

O fato de termos dois resultados diferentes para ¢ (x < a) é consequéncia de (I1.2.72) ser uma forma aproximada.
Se tivéssemos usado a forma exata de ¥ (z) os dois prolongamentos dariam o mesmo resultado. A forma de
¥rr (z) na aproximagdo WKB nos faz perder a contribuigdo da exponencial complexa negativa (positiva) quando
usamos o semi-circulo superior (inferior). Assim podemos dizer que

A 21 B 21

1/)(1'<a) — 11)1(‘%):ﬁexpfzi(afx):;hﬁ»ﬁexpﬂ(afx)s/z
Vala—z) 3 Vala—z)" "3
_ A _2ia o — a|3/2 B 2t |3/2

e e

x
Vale a3 Valz -
que, se comparada a expressao anterior, nos da A = De'™/* ¢ B = De ™ '/4
2D

S = = rﬂwﬂﬁﬂx—

2D
—————cos /k‘(x’)dm' T
[k ()" 1

|3/2 s

4

2 a
cos /k: (') da’ — il (I1.2.74)
) 4

\/ﬁexp—a/f((x'

A férmula de conexao para a exponencial crescente pode também ser obtida a partir da exponencial decrescente.
Vamos considerar

C 20 3 .. 3p
¥ (z) = Taphieh exp —?p?’/z |:COS > + isin 2} (I1.2.75)
Fazendo ¢ = 27 temos
iC 200 5
V1 (2) = ———— exp —p’/?
Vapt T3
enquanto que se p = —27 temos

1C 20 3/2
z) = ———exp —
¢2( ) \/ap1/4 b 3 14
ou seja, ao retornarmos a regido x > a por dois caminhos distintos ¢ € [0,27] ou ¢ € [0, —27] obtemos a
exponencial crescente multiplicada por +i. Portanto, para obter as formulas de conex@ao com as exponenciais
crescentes vamos retornar a x < a variando, agora, ¢ de 27 a 3w ou —27 a —37. Fazendo ¢ = 37 em (11.2.75)
temos

C 200, 5

Y(p=3m) = Wexp—?zph
2

Plo=-31) = o exp iy

Vap'/ie B4 3



Assim

iC

C 2t

fiepr—apy2 - ———exp———p7?
\/> 1/4 3 \/ap1/4ei7re*iﬂ/4
2 3/ C pATe] 3/2

fp1/4 €xp 7p - \/ap1/4e—17rei"f/4 exp 7[)

subtraindo a 12 da 22

2£ 3/2_> C Sin 2£ 3/2_7
T e T e [
Entao
;exp /K(x’) de'| & ——— gin /k(a:’ z
VE@ |/ Vi@ ||/ 1
ou
1
eXp/K(xl) dr' < —75111 /k; dr’ — —| (IL.2.76)
VE®D

No caso da regido classicamente inacessivel estar a esquerda do ponto de retorno classico b teremos (I1.2.74 e 76)

b
—/K(z’)dz’ < cos /kz de’ — —| (I1.2.74")

b
exp/K(x’) dr’ < -

sin /k‘(m’)dx’ f% (I1.2.76")
b

;T‘H
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Exemplo
i) Estados ligados

Consideremos os estados ligados do potencial da figura abaixo para E < 0

V(x)

Como sabemos, a esquerda de = = b, a funcao de onda é uma exponencial crescente (com z crescente em modulo).
Entao

b
Y1 (z) = If(x) exp—/K (z') da’
onde
K (z) = 2m(Vh(:I:) —F)



A (I1.2.747) nos diz que

onde
b (z) = 2m (E -V (z))
I
ou ainda
v () = 20 cos /k(x')dm’—/k(m’)dm’— T
k (z) o
b T
20 / !/ !/ A / !/ T . r / ! 2 f !/ !/ ™
= cos [ k(z')dx' cos k(z')dx'+ —| +sin [ k(2')dz'sin k(z)dx' + —
b T b x
2C I , ;. i ’ ’ ™ . i / / / / / ™
= —cos [ k(') dx'sin k(x')de' — = | +sin [ k(a) dz’ cos k(z')de' — —
k (z) / 4 / 4

Como apenas o 2° termo pode gerar uma exponencial descrescente a direita de z = a (vide (I1.2.74)) devemos ter
o 12 termo nulo, o que implica em

ou

2 [riwyta= (o )

b
Lembrando que 2 [ p (z) dx é a ag@o ao longo do periodo de uma orbita fechada em V (x) podemos escrever
a

Jzygp(a:)dx: (n+;>h

que ¢é a regra de quantiza¢ao de Bohr-Sommerfeld.

No caso do oscilador harménico, esta aproximagao semicléssica coincide com o resultado exato. Neste caso,

2,2
2m 1
k(z)= \/h2 (E - 2mw2x2>

V(z) = smw?2? e
2F

mw?

e os pontos a e b sao dados por

1
imw%z =FE=z=2x9=

10



Assim, a regra de quantizacgdo acima se reduz a

xo
V2m / 1 9 o 1
T/ E—imwx dx—<n+2>7r
20

ou ainda

1

2F 1

it —2dy — -

hw/\/l y2dy (n+2>7r
-1

—_———
/2

onde y = x/xg.
Finalmente temos F = (n + %) hw como esperado.
ii) Transmissao através de uma barreira.

Consideremos um potencial da forma

cujo coeficiente de transmissao queremos calcular.
Assumindo que ndo haja incidéncia da direita temos

Aexp—il; + Bexpil; sexz<a
Y(x)=<K Cexp—Irs+Dexply sea<z<b

Fexpily sex >b
de A=A =_FB =_¢C =_2D F = E ,
MEA=Th@w 7T V@' T T VRE@ VE@ ¢ T V@
a T b T
eainda 1 = [k(2)da/, b= [K(2/)da’, I3 = [ K (2/)da’ e Iy = [k (2) da’
T a x b

Se z < a temos
Yr(z) =(A+ B)cosl; —i(A+ B)sinly

Usando que

cosl; = cos(Il—%—i—%)
= QCOS(I —E)—sin(I —E)ﬁ
) 'y YT g) 2

e, analogamente

s \@ ™ V2
in I — si (1_7)7 (1—7)—
sinf; =sin | [y 1 2+cos 1 1)
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teremos (z < a)

V2
2

1111(90):@

5 [(A"‘B)—i(A—B)]coS(II—%)_

[(A+ B)+i(A— B)]sin (11 - %)

Entao, pelas formulas de conexao temos

¢ = [(A+5)-i(3-5)]
D = g[(AJrB) (Z—E)} (11.2.77)

Por outro lado, a fim de relacionar C' e D com F devemos reescrever (x) para a < z < b como

Yrr (x) = Cexp —Oexp I3 + Dexpfexp —I3

onde 6 = f K (2') dz’, enquanto que se x > b podemos proceder de forma analoga ao que fizemos para z < a e

teremos
Yrrr (z) = %@(l+i)cos (14— %) — M(l—z)sm(Llf g)

que, com o auxilio das férmulas de conexao e de ¥y (z) escrita da forma acima nos leva a

Ce? = Ff [1— 1]

~ F\2
De‘gz%[1+i}

Substituindo os valores de C' e D na (I1.2.77) podemos relacionar Z, B e F. Como o coeficiente de transmissao ¢
dado por _
Wt ki F?

T = =
inc 2 k A2
‘1/)] ) I A

devemos eliminar B e obter F2 em funcao de A2, Na equagao acima w;mc) (x) é a parte da fungdo de onda que
incide sobre a barreira, ky = lim kj (z) e krrr = lm krpy ().
xr——00 T—r00

Uma simples manipulacéo algébrica nos leva, no limite em que e 2 < 1, a

Trme=¢ a

Assim vemos que no limite semiclassico o coeficiente de transmissao é uma exponencial de uma acao complexa
(p(z) = ip(x)) debaixo da barreira de potencial.

Dentro da aproximagao WKB podemos resolver qualquer problema de dindmica de pacotes de onda, assim como
fizemos para os problemas de potenciais seccionalmente constantes. A tnica diferenca é que no presente caso, os
auto estados s@o calculados aproximadamente via as formulas de conexao.

Novamente devemos enfatizar que estas solugoes sdo boas aproximagoes das solugdes exatas quando A (x) é muito
pequeno se comparado as variagoes espaciais do potencial em questao.
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