vii) O propagador de Feynman

Nesta secao vamos introduzir a representagao de coordenadas do operador de evolugao temporal, também
conhecido como o propagador da equagao de Schrédinger ou, em sua representagao em integrais funcionais, como
o propagador de Feynman. Assim, o propagador K (r,t;r’,¢') é definido como

K (r,t;7',t") = (r|U (t, ) ') (11.2.78)

que nos permite escrever |9 (¢)) = U (¢,¢') |4 (t')) na representacdo de coordenadas como
vt = [l )@ )
= /d3r’K (r,t;x’, ) (r,), )  (I1.2.78))

Portanto, conhecendo-se ¢ (r', ') podemos, através de uma convolugao, determinar 1 (r,t). Para tal, precisamos
conhecer a fungéo K (r,¢;1/,t).
Se H # H (t) esta func@o pode ser escrita como
K(rtr,t) = <r|e*i”<”’>/wr'>
D n (1) () e (1)

onde (r|p,) = ¢vn (r) e H|on) = Enlpn). Esta expressdo pode ou ndo ter uma forma simples, dependendo das
autofungoes de H.

Em geral, podemos dizer que K (r,¢;1’,t") obedece a

dU (t,t))

ih 7 =H @)U (t,t)

ou, se H=p?/2m +V (r,t),
ih—K (r,t;1',t') = ——2 V2K (v,t;0/ t) +V (r,t) K (v, ;7 t)
at e ) 2m S ) ) ) )

sujeita & condigdo de contorno K (r,t’;r',t') = § (r — r’) pois

Uma funcao relacionada com K que é de grande utilidade na evolugao temporal do estado fisico é a fungao de
Green G (r,t;1r',t') da equagao de Schrodinger, definida como

G(r,t;r' )Y =K (r,t;0,t)0(t - t)
que obedece a
oG 0K

g O Y o .
m@t ihé (t —t') K (v, t;1' ') +iho (t t)at

= hW(t—tho(r—1)+ih0(t—t')HK
= hd(t—t)o(xr—-r')+HG

ou
zhaa—G—HG—zhé(t—t)é(r—r’).
Esta expressao é de grande utilidade pois se pudermos escrever H = Hy + V (r,t) de tal forma que Gy, solugao de
h%—HgGo =ihd(t—t)5(r—1),
seja uma fungao facil de ser determinada, a solugdo K (r,t';x’', ') de
zhaa—lt( =HK

pode ser obtida da seguinte forma:



Como 1
Vi) = 5 [ i )5 - x) V() dr

temos

m%K HoK = iﬁ / dr'dt" 6 (t— ") 6 (r — ")V (2, ") K (2,170 1)
2

que tem como solugao
K (r,t;0',t') = Ko (v, t;1' ') + % /Go (e, ;" YV (" ") K (27 ¢ ) dt dPr
Como para t > t' K (r,t;r',t') = G(r,t;1',t') podemos escrever
G (r,t;x' t') = Go (v, t;1', V) + % / Go (v, ;0" A"V (" ") G (" "0 ) dPr"dt’ (11.2.79)

que, dependendo do potencial V (r,t), pode ser resolvida via transformadas de Fourier ou Laplace ou
iterativamente como descrevemos abaixo.

1
G(r,t;v't) = Gy (r,t;r’,t’)+,—/G0 (r, ;2" YV (", ") Go (", ¢ 1 ) dPrdt

( ) ﬂ dS //d3 ///dt//dt///G ( /// ///) V (r//// t///) GO (r/// t///. r// t//)
Zh 9 9 b b
xV (" t")Go (x" "1’ )

+...

que é muito ttil no caso de V (r,t) depender de um pardmetro pequeno.

Apéndice 1

Neste apéndice, nossa intengao é introduzir a representacao de integrais funcionais para o propagador K (z,t;2’,0)
quando H # H(t). Como sabemos,

K (z,t;2',0) = (z]e "2’

) (AL1)

onde H = p?/2m +V (q).

Se agora subdividirmos o intervalo de tempo [0,¢] em [0,¢1] U [t1,¢2] U ... U [tn—1,t] podemos escrever (AI.1) como
K (z,t;2',0) = (m|eim(‘7t”’1)/h e T e gy (AL2)

onde temos N exponenciais. Se introduzirmos a relacao de completeza

o0

/d$k|(£k><$k‘:1 (1§k§N—1)

—00

entre cada exponencial temos

K (z,t;2',0) = / e / day ... dey_y (zle” TN M ey Wan_q| . e (@le M), (AL3)

— 00 —00

Fazendo o comprimento € de cada um dos intervalos [tx, tx—1] tender a zero (N — oc), podemos escrever para o
k-ésimo intervalo,

i€
K (xp, tpyop—1,tp—1) = (xr|l — EH|II€_1> (AL4)

com xy =x e g = ', ou ainda



i€

»?
h<$k| |Tp—1) — <fck|V(Q) |zx—1) (ALS5)

K (g, te; Tr—1,th—1) = (Tg|Tr—1) —

Usando, entdo, que [ dpy|pi)(px| = 1 temos

; 2
K (ot ) = [ dpnlonlpn)oelons) =5 [ o2 oulp oulen) =5 [ doeV (@) (onlporlenr) - (ALO)

Mas, como

1 ipp T
<$k|pk> = \/ﬁe PrTL/h (AI7)

a equagao (AI.6) pode ser reescrita como

1 T .
K("L‘k,tk;xkfl,tkfl) = 7h / dpk expz% (.’Ek - xk,l) (1 - E (pk + V( ))) y (AIS)

21 2m
que quando tem o seu integrando exponenciado nos da

o0

1 P8 (g — e (pk
NorT /dpkexpzh (xk — xp—1) €xXp h( —l—V(xk)) (AL9)

K (xp, tg; Tp—1,tp—1) =

A integral em p; pode ser resolvida trivialmente, tendo como resultado

m_ '/ e (m(zp —zp_1)?
M) xpry <2(21) - V(m)) (AL10)

K (g, tg; Tp—1,tp—1) = ( - p

Substituindo (AI.10) em (AI3), temos, finalmente

K (z,t;2,0) / /d:cl dry 1{1‘[(2mh6) }expz ( WV(“)> (AL11)

Tomando o limite e — 0 e lembrando que € = Aty = t;, — t5—1 podemos escrever (AI.11) da seguinte forma
simbolica:

t

o [ ) i
K(x,t,x,O)_t[[OZO ey SlE)], (AL12)

onde

ou ainda

K (z,t;2',0) = /Dx (t') exp %S [z (t")] (AL13)

que ja tem em Dz (t') o fator de normalizagao N de (AI.12). Portanto, conseguimos escrever o propagador como
uma soma das exponenciais das ac¢oes sobre cada trajetoria ligando os pontos 2’ e x. Esta é a famosa
representagao de “integrais de trajetérias” que é devida a Feynman.

Nosso proximo passo serd resolver dois exemplos especificos; a particula livre e a Lagrangiana quadratica.
i) Particula livre:

Neste caso, V (¢) = 0, o que implica em

K(.Q? t l‘ 0 / / dxl dJ?N 1 H U 27”716 - xk — Lf— 1) (A114)




Usando o resultado conhecido de integrais gaussianas,

o a 5 b 2 ab ab 2
/Oodu\/;exp a(x—u) X\/;exp b(u—1y) 7“7r(a+b)eXp a—l—b(x y)” (AL15)

temos, por exemplo,

m m 9 im 2 m m N2
d _ - — = — Al1l
Smine | e gpe (T2 mm) e opn (o — )" = [omEe S e oy (T2 — @) (ALLG)

Efetuando a integral em x3 e assim sucessivamente até xy é simples mostrar que

m im (z — 2')*
exp —
omint U 2h ¢

K (z,t;2',0) = (AL17)

ii) Lagrangiana quadratica:

Consideremos um sistema cuja dindmica seja regida por uma lagrangiana da forma

L= %m“‘ +b(t)zd — %c(t) #? —e(t)x (AL1B)

Queremos computar o propagador quantico deste sistema através da integral funcional
B .
K (z,t;7',0) = / Dz (') exp %s [z ()] (AL19)

Para tal, vamos fazer uma mudanga de varidveis
yt)Y=a{')—z () (AL20)

onde Z (t') é a solucdo da equagdo de Euler-Lagrange de (AI.18):

mé + (c(t) + b(t)) Zoe(t)=0 (AL21)

¢
Substituindo (AL20) em S = [ Ldt, integrando por partes e usando (AL21), tem-se
0

7

K (x,t;2',0) = G (t) exp ﬁg (x,2,t), (AL22)

onde S (x,2',t) é a acdo ao longo da trajetoria classica 7 (t) e
t

0
G(t) = /Dy (t') exp % / {;mgﬂ — ;E(t’)f} dt'; ¢=c+b (AL23)
0 0

é uma integral sobre trajetorias y (¢') tais que y (¢t) = y (0) = 0. Esta integral funcional pode ser resolvida em sua
versao discretizada como veremos no que segue.

Com o auxilio de (AI.11) a (AI.23) se reduz a

m o\ ) m(y; —yi—1)* 1
G(t)= lim /.../dyl...dyN,1< - ) epo{H_nglyJ2_1 . (AL24)
N — 0o 2mihe h = 2 € 2
e—0
Ne=t
onde ¢; = ¢(tj—1). Definindo entao o vetor
Y1
n= (AI.25)
YN-1



e a matriz

2 -1 0 & 0
-1 2 -1 . .
m _ ie
= 5 0 -1 2 + 5 (AL.26)
' —1
-1 2 ~
| 0 CN-1 |
pode-se escrever (Al.24) como
mo\%
G(t)= Nlim (27rihe) /deln exp—nTon (AL27)
— 00
e—0
Ne=t

A matriz o pode ser diagonalizada através de uma transformacao de similiridade
oc=UlopU (AL28)

onde U & tal que UTU = 1. Seja &€ = Un; entdo,

/dN‘ln exp-—nTon = /dN‘lé“ exp—¢Topé

= (AL.29)

desde que det o # 0.

Substituindo (AI.29) em (AI.27) obtém-se

“0= Nlinoo <(2ﬂ'ih) € (%)N—l deto—) (A1.30)

m

e—0
Ne=t

e 0 nosso problema passa a ser o calculo de

F() = lim <E<W>Nldew> (AL31)

N — o0 m
e—0

que, por sua vez, nos obriga a efetuar o seguinte determinante:

2 -1 0 “ 0
-1 2
%A N—-1 2
<ZE> detoc = det _ <
m m
2 -1
-1 2 -
0 L O CN-1
= detoy_1
pn-1 (AL32)




Usando a expressao de 041 em menores pode-se mostrar que
€2 _ .
Pj+1 = (2 - ij+1> pj—pj-1; j=1,...,N—=2 (AL33)

onde p; =2 — % e po = 1. Reescrevendo (AI.33) como

Pt =205 £ 01 Gl gy gy
€2 m ’

e definindo ¢ (t) = ep;, vemos facilmente que quando € — 0 esta equagao de diferencas finitas tranforma-se em

dt? m

com condigoes iniciais que podem ser obtidas através de

Polt) __E0e®) 410

p(0) =€epp — 0 (AL36)

_ 2

e e(plpo> =22 151 (AL37)
t=0 m

dt €

Consequentemente, a funcdo f (¢) definida em (AI.31) é solugao de

d>f (t
L0

+c(t)f(t)=0 (AL38)
com f(0)=0e dfd—(tt) =1 e, finalmente, podemos escrever o propagador (Al.22) como

K (z,t;2',0) = exp %S(I,x',t) (AL39)

m
2mihf (t)
No caso particular de um oscilador harménico, ¢ (t) = mw? e, portanto, f (t) é tal que
ef
dt?

com as condi¢oes iniciais de (AI.38), o que nos leva a

+w?f =0 (AL40)

sin wt

Ft) = (AL41)

w

A representagao do elemento de matriz (z|exp —iZt|2’) por uma integral funcional (AL13) pode ser também
usada para o operador densidade, p (z,2’,8), do sistema em equilibrio. Definindo Z = trexp —8H, a fungdo de
particao do sistema, podemos escrever

(lpla’) = 27 Hale?|a)  (AL42)

0 que nos permite visualisar o elemento de matriz do operador densidade como sendo o propagador do mesmo
sistema para tempos complexos, ou seja,
t=—ifh (AL43)

Usando, entao, a equagao (Al.13) e efetuando a mudanca de variaveis t' = —ih7 onde 7 € [0, hf], tem-se
i 1
p(x,2',B) =21 /’Dac(T) exp—%SE [z(7)] (AL44)
onde

hp

1
Sglx(r)] = / {2m:t2(7') +V (m(T))} dr (AL45)
0
é a chamada “acao Euclideana” do sistema.

Finalmente, devemos enfatizar que ambas as representagoes podem ser generalizadas nas formas (AI.13) e
(AI.44,45) para um namero arbitrario de componentes e/ou dimensoes do sistema.



A aproximagao semi-classica

Como vimos antes, o propagador K admite a representacao
K (z,t:2/,0) = / Dy (¢') exp %s [¢(t)] (I1.2.80)

onde
/ 1
S:/Ldt’ e L = iqu ~V(q)
0
No limite & — 0 o integrando oscila rapidamente fazendo com que a contribuigao dominante para a integral venha
dos pontos (caminhos) estacionarios da agao.

Expandindo S [¢] em torno de ¢, (¢') temos

t
oL d oL
_ / / - =
sl = shad+ [wsa) {5 - 55}
0
1 [ 0*L d [ 0°L d 0’L\ d
< ! gt nN)Y e oy 4 roy % O LN @ e 7
+2//dtdt 6q(t){8q26(t ) - = (aqaq>6(t ) - - Kaq2>dt,6(t t)}}dq(t)
0 0
+... (IL2.81)

s
dq

oL
qc aq

4, -
0 N0/,

temos mg. + V' (¢.) = 0 que é a equagao obedecida pela trajetoria classica. No nosso caso particular temos
0?L 0?L 0’L
CL=Vg), —=0 e SF=m,
9q* 9q9q 9¢*

o que nos leva a reescrever (1.2.81) como

t

/dt’dq ) {—md‘fj2 + V" (qc)} Sq(t')+ ...

0

Slg) =Sl +

[N

Mas, como d¢ (t') = 0 se t' = 0 ou t podemos escrever
dq (t') = Z cnpn (1)
n

onde ¢, (t) = ¢, (0) = 0. Desta forma,
¢
/ ! d2 1" !
dt'oq (') § =mom + V7 (ge)  0q (t)

0

N | =

Sld = Sl +

d2

Slad + 3 Y emer / o () { = 4V @) o 1),
nm 0

Se escolhermos ¢, (¢') tal que

d280n t/ , , )
&) v (0 g (#) = A (¢)

teremos

Sl =Slad + 3 e



pois
t

/ on (1) m (') At = 5y

0

Entao,

K (x,t;2',0)

Q

- Sla.] & 2
erSla / / deydes . . .eprH;)\ncn

1

= hm[ (2mih)> ] e Slael,
n—>00 V/det [-md? + V" (q.)]

onde J é o Jacobiano da transformagao dq(t') — dc, e N o fator de normalizagao.
Baseados nos resultados das integrais quadraticas podemos reduzir todo o pré-fator na seguinte expressao

m

2mihf (t)

pré-fator =
onde
—+4+c(t)f(t)=0 (11.2.82)
com f(0)=0e %0:1.
Uma outra forma de se escrever o pré-fator é baseada no raciocinio desenvolvido abaixo.

Consideremos todas as trajetorias extremas que saem de ' em ¢ = 0 com diferentes momentos; z (p,t) tal que

Seja J (p,t) = 0z (p,t) /Op, entao
d (9L

Como = (E) gg =0ex=x(p,t) podemos tomar a% da equagao de movimento que resulta em

d (9L . d 9L 9L
at (axz*f) + th (axag-c) - axz] J=0,

dz(p,0) __
TT;—Oe

com as condigoes de contorno J (p,0) =

8x(p, )7 1op 1

o que nos permite identificar mJ = f em (I1.2.82). Mas, usando que S[q.] = S.(z,2’,t) temos

: ) 2s, L
p=p(0)=—-5%% =1 =9 __ 05 ;que implica em
K (z,t;2',0) = mexp L8, (z,2')
que pode ser generalizada para (I1.2.83)

K(x,t;x’,O)—\/ dt(azaz)exphS (x,x)



