viii) Invariancia de Gauge
Na eletrodinamica, o importante é conhecermos os campos elétrico E (r,¢) e magnético B (r, ), dados por

E(r,t) = -VU (r,t) — %%—‘:‘ (r,t)

B (I', t) =V x A (I‘, t) (11284)

Com essas relagoes vemos que E e B ficam inalterados se substituirmos U e A por

U'(r,t) = U (r,t) — 12 (r,1)

¢ 11.2.85
A'(r,t) = A(r,t)+ Vx (r,t) ( )
que é a chamada tranformagao de gauge (ou calibre) pois
, 10
VxVx=0 e VU =VU---—-Vx.
cot
Na formulagao newtoniana da mecanica classica
F=g¢q (E + A B)
c
© 2
d’r
2o _F
e
é um invariante de gauge. Ja no formalismo hamiltoniano temos
L(r,t,t) L2 v-t.a
r, 1 = —mi* — -
K Y 2 q c
e p = %—f =mr + IA
c

é o momento canonicamente conjugado a r. Usando que H = p - I — L podemos escrever

1 q  \2
H(r,pt)=— (p— fA) +qU
2m c
de onde podemos definir
N q
T=mr=p—-A
c
como o momento mecanico da particula. As equagoes de Hamilton séo
r = VpH
p = —-V.H

que necessitam da escolha de um dado gauge devido a forma de H. Assim, temos no gauge J a escolha
{U (r,t), A (r,t)} enquanto que no J' temos {U’ (r,t),A’ (r,t)}. A invaridncia de gauge da equagdo classica de
movimento requer r’ (¢) =r (¢) e i’ (t) = I (¢) o que implica em 7’ (t) = 7 (t). Entdo podemos escrever

p-Ia=p-Ia=p=p+ivy,
C C C

Entaor' =re q
p=p+-Vyx. (11.2.86)
c

Podemos, entao, definir as grandezas fisicas como aquelas independentes da escolha da gauge. Portanto, r é fisica
e p é nao fisica.

Uma fungdo cuja forma independe do gauge é nao-fisica porque p’ # p. Assim sendo, uma fungao G (r,p,t) é
fisica quando a sua forma depende do gauge

G(r,p,t) =G (r',p',t) = G (r,p,t) =G’ (r, p+ %nyt)



Como exemplo temos

™ (I‘, P, t) = b—- =A
c
' (r,p,t) = p-— dpr
c
Entao,
7’ (r,p—l—ng,t) = p—|—gVX—gA—gVX
c c c c
c
= = (r,p,t)
Em geral,

G(r,p,t)=F (r,p— %A,t)

Vamos agora analisar as tranformagoes de gauge em mecénica quéantica. Aqui, devemos ter os operadores R e P
preservando as relagoes de comutagao candnicas.

Entao R = R’ e P = P’ de tal forma que [R;, Pj] = ihd;; e P = —ihV. Portanto, como Il =P — ZA(R) e
II' =P — 2A'(R’) temos IT" = IT — £Vx 0 que nos leva a

H = iﬁ@—%gwa
H = % (P . %A’) +qU’

Definimos a transformagao de gauge através de relagoes com os operadores quanticos. Entao devemos descobrir
uma transformacao unitaria que execute esta operac¢ao no estado fisico |¢)).

Como no caso classico tivemos
{r,p} = {r',p'},

devemos introduzir uma tranformacao |¢') = Ty |¢) tal que

WIRIY) = (BR])
WIPL) = (WP + qvyly)  TL28T)

de acordo com a (I11.2.86). Como [¢)) = Ty |[¢)) temos pela (IL.2.87) TVRT, = R e T{PT = P + £Vy.

Entao, ‘
RT, = T,R = T, = F'®

Usando que
[P, T,] =hVF (R)T)

€ a expressao para T;PTX concluimos que

hVEF = %VX:> F(R)=Fy(t) + %X

1 ;
T () = exp 1ox (R ) = o/ (1,8) = eFX00y (1)

Esta tranformacao deixa a dindmica do sistema inalterada pois

. d|7/Jl> = A
ih pral H'|Y")
dado que
Ldly)
=gy = Hlv)



Demonstragao:

L djwh . d
h = ih—{T:
? dt g dt{ X|w>}
_dT. L d)
= jh—=x AT, ——
ih=g V) + iD=y,
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= —qq——=T T H
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onde H = TXHT;.
Como . )
~ _ L ~ _ g ~ ~
f{_inF’ CAGLQ} +qU(R¢)
e
R = T,RT{ =R
= q
P = QR@:P—EVX
temos 1 )
g — [p_95_14
IJ_Qm[P ‘A Cvﬂ +qU (R, 1)
mas
! _ i _ g li 4
H = %nh> CA}+qU(R¢)
_ 1%
c Ot
que levada em (II1.2.88) nos da
dt

Os observéveis se transformam sob T da seguinte maneira

K =T KT}
eportanto R=ReP =P — 4V x. Logo
m = p-Ia
c
= p-Iygy_Ia
c c
- TI-— QVX
c
= Ir

= R=R e I=1II
Para observaveis associados a grandezas fisicas existe G tal que G=0a.
Para mostrar esse resultado devemos lembrar que, classicamente,
g@mi%zg<np+%V%O
entao, usando a correspondéncia classica

gaLRﬂzg%RP+%V%Q



0 que implica em

~ . = g
G(R,P,t) = g(R,P+CVX,t)
_ crpol
- g (R,P+CVX,t)
= ¢ (R,P,t)
=GR, P,1) = G (R,P,1)

Exemplos:

112 1 2
= SF TLEED
2m 2m c

é um observavel fisico mas H nao o é pois H # H'. S6 quando %—’t‘ = 0 H representa a energia do sistema.

Medidas de observaveis fisicos
Seja G|¢n) = gnlen), onde G é fisico, e p, = |{¢n|V)|%
Sob a transformacao |¢),) = Ty|pn) temos
T\GTiT|pn) = gnTylen) = Gle,) = gnle),)
= G'l¢y,) = gnlen)

e o espectro de G fica inalterado. Como (¢!, |1") = (p,|1h) teremos as mesmas probabilidades de medida de g,.

Densidades de probabilidade e corrente

Como ja vimos anteriormente

p(ra t) - W) (I‘,t) |2

I (1) = %Re {w* [—ihv - ?A} 1/;}

C

Como 1) = e'™/"*4)) teremos

e
J(r,t) = %Re {ei —5xe * {_mv _ %A'} eiqx/hcw}
= %Re {w [—mv - %A’ + %Vx} qp}
= J(r,t)

pois A’ = A 4+ V.

O potencial vetor em mecéanica quantica (o efeito Aharonov-Bohm)

Vamos estudar agora o problema do movimento de particulas carregadas em torno de um solendéide infinito (visto
de cima) como na figura abaixo.

B=0 q(t)



A funcgao de onda v (x,t) é dada por

¥ (x,t) = /K(x,t;x’,O)z/) (x',0)d*x’
onde

K (x,1:x,0) = / Da () exp 1 §[a(t)
Na presenca do potencial vetor A tal que V x A = B como mostrado na figura a agao muda para
t d x
s—>50+/9A-ﬁ:so+/fA.dq
c dt c
0 x/

Convém notar que, apesar de B = 0 fora do solenoide, A # 0 em todo o espago.

Como o propagador envolve todos os caminhos geométricos que contornam o solenoide entre x’ e x podemos
separar as suas contribuigoes em

/Dq(*) = /Dq(*)(por cima)+/ Dq (%) (por baixo)
~ facwisiiden s 4 da+fDaon s den s f4-d
= qexp o [a] exp - a aexp 7o [a] exp - q

As integrais de A ao longo dos caminhos por cima ou por baixo do solenéide puderam ser fatoradas das integrais
por serem independentes dos respectivos caminhos. As integrais f ou f s6 contém caminhos ao longo dos quais
B = 0. Assumindo que ¢ (x’,0) = 6 (x’ — xg) teremos

e e
P (x,t) = Kj (X,t;XO,O)exp—/A-dq—l—KU (x,t;%0,0) exp — A -dq
he I he Ir
= wl (Xa t) + 7/}[[ (Xa t)
onde I e IT denotam, respectivamente, as regioes por cima ou por baixo do solendide.
Se quisermos estudar a figura de interferéncia resultante em x devemos analisar
[ (6, 0) 2 = [r* + [11]” + 2Rewr iy,

Com relac¢ao a um problema de interferéncia de ¥ e ;7 com B = 0 no interior do solenoide (apenas uma regiao
impenetravel no espago) o novo problema (B # 0) adquire uma fase adicional no altimo termo da equagdo acima

que é dado por
ie e
exp — /A-dq—/A~dq :exp—¢A~dq,
he I II he

cujo expoente nada mais é (Teorema de Stokes) que

%A-dqz/VxB-dSqu
S

o fluxo de B no interior do solendide. Entao a fase adicional é dada por

eite = /%

onde ¢y = QWTFC = 4.135 x 1077 Gauss-cm? é o chamado quantum de fluxo. Portanto, monitorando o fluxo no
interior do solendide teremos uma variacao nas franjas de interferéncia. Este efeito foi observado através da
medida da resisténcia de anéis metalicos com a seguinte montagem:



W

¢

H4 uma contribuigdo para a resisténcia que oscila com uma pequena amplitude e periodo hc/e.

O monopolo magnético

Vamos supor que exista na natureza uma carga magnética eps. Desta forma teriamos de modificar a equagao

V -B =0 para
V-B=4an:>B:%%
Como B =V x A temos
A_eM(l—COSG)A

rsin 6
que é singular para § = w. Na realidade, A deve ser sempre singular pois sendo, como V - (V x A) = 0, teriamos

7§B~ds:/de-(VxA):O,
ao invés de 4mepy.

Duas possiveis opgoes para A sao (B = co no interior dos solenéides)
solendide semi-infinito

B=VxA®

L BowvxAUD

solendide semi-infinito

ey (1 —cosf) |
A _ e (1= cosb)

- para 0 < m —e€
rsinf

atn _ Zemd4cost) ot
rsinf
See<f<m—e¢
AUD _ A _ _ 2em
rsinf

A equacao acima implica que A e AUD s30 relacionados por uma transformacao de gauge, o que é facilmente
constatado se fizermos x = —2epr¢ em (I1.2.85), pois

_0x 6 0 $ Ox  2enm .
VX_T8T+7‘89+Tsin93<p_ rsng”

Sabemos ainda que numa transformagao de gauge

W = exp 2oy
he



e, portanto,
D) = gm2ieene/ney ()

Como D e (1) sao funcdes uniformes devemos exigir que

2ee s
he

he N [ he 137
eM_N26_2(62)6_N<26)

Portanto, se existisse carga magnética ela deveria ser 137/2 vezes a carga eletronica. Mais ainda, os seus valores
possiveis seriam quantizados em multiplos desta carga magnética elementar, o quantum de carga magnética.
Assim sendo, a mecénica quéintica prevé, naturalmente, que a existéncia de um tipo de carga implica na
quantizacao da outra. Note, porém, que a reciproca nao é verdadeira pois mesmo sem a existéncia da carga
magnética, a carga elétrica apresenta-se quantizada na natureza.

=+N

0 que implica em



