V) Métodos de Aproximagao

Até o presente momento s6 tratamos de problemas exatamente soluveis, exceto pela aproximagao semi-classica,
ou seja, pelo método WKB. Como vimos, as simetrias do problema sao fundamentais na determinacao dos seus
autoestados e autovalores de energia.

Entretanto, o que ocorre na esmagadora maioria dos sistemas fisicos é que nao sabemos como resolver exatamente
o problema de evolugao temporal de |4 (t))

o d
ih— v (@) =H@®)[¢ (@) (V.1)
ou ainda, caso H # H (t) (estados estacionarios), o problema de auto valores

Hly) = Ely) (V.2)

mesmo apos termos levado em consideragao as simetrias do problema.

Nosso objetivo nesta 2% parte do nosso curso é desenvolver algumas técnicas para que possamos resolver (V.1) ou
(V.2) em algumas circunstancias particulares.

Os métodos que pretendemos abordar no que segue sao; a teoria das perturbagoes independentes e dependentes do
tempo, o método variacional e a correcao ao teorema adiabatico. A aproximagao WKB ja foi vista no 1° curso e
nao sera repetida nesta segunda parte do curso de mecénica quéntica.

V.1) Teoria da perturbagao independente do tempo:
Caso nao-degenerado

O primeiro tipo de problema que estaremos interessados consiste em uma hamiltoniana que pode ser escrita como
H=Hy+\W (Vl.l)

onde Hy é uma hamiltoniana cujos autoestados e autoenergias correspondentes sao conhecidos, W é uma parte da
hamiltoniana que nao sabemos tratar e A é um parametro adimensional tal que A < 1. Um exemplo é o 4tomo
de hidrogénio quando levamos em conta a interagao spin-orbita. Neste caso Hy é a hamiltoniana usual do atomo,

enquanto que W = £(r)L-Se A (62 / hc)z. A esta particular combinagao de pardAmetros da-se o nome de constante
de estrutura fina que é denotada por o = e?/hc e cujo valor numérico é a ~ 1/137. Entdo, A o o? < 1.

Nosso problema é, entao, determinar os autoestados de H assim como suas autoenergias

H|¢n> = En|1/}n> (V1-2)

quando sabemos que
Holpn) = €nlpn) (V1.3)

onde |¢n) e €, sdo conhecidos.

Como |[¢,) = [¢n, (N)) e E, = E,, (A) devemos tentar uma solugdo da forma

) = lon) + Ap) + N2 [p@) + ... (V1.4)

E,=e, +AELM + N2E@ 4+ (V1.5)

para, entdo, determinar |1/17(11)>, |¢£L2)> etc. e E,(LI), EP ete. Aqui, estamos assumindo que os estados |p,) sdo
nao-degenerados. O caso degenerado seré tratado mais tarde.



Vamos assumir que os estados |¢,,) sejam normalizados, ou seja, (¢, |@n) = 1 € que 0s |1,) sejam escolhidos com a
normalizac¢ao (¢, |1,) =1 o que implica imediatamente em

(@nltn) = (enlen) + Z/\k<<pn|¢r(zk)> =1 (V1.6)
k=1

u (o) =0V k.

Poderiamos, equivalentemente, ter escolhido a normalizacdo (i, |1,) = 1 fixando a fase de (¢, |1y, ) como um nimero
real. A tnica diferenga é que ao final dos nossos calculos, deveremos normalizar convenientemente o estado |¢,,).

Substituindo a (V1.4) e (V1.5) em (V1.2) temos

(Ho+ W) (1) + M) + 02@) + -+ ) = (60 + AED + B + ) () + Mo+ X2Jpi®) +...) - (VL7)

Igualando os dois lados de (V1.7) ordem a ordem em \ teremos:

Termo independente de A: Hylp) = €n|on) (V1.8)
Termo de 12 ordem em \: Holp$) + W) = en|bD) + BV 0,) (V1.9)
Termo de 2% ordem em A: H0|¢7(L2)) + W|¢$L1)> = en|wé2)> + ES)W})) + E,(f)\gon) (V1.10)
Termo de k-ésima ordem em A:  Holp$?) + WplF~) = |¢<’“>> ENpENY 4+ EP |, (V111)

A informagao trazida por (V1.8) é trivial, ou seja, é a propria equagdo (V1.3) (A=0). Ja a (V1.9) pode ser
multiplicada & esquerda por (¢,| dando

€n<§0n‘¢7(11)> <§0n|W‘90n> = €n<§0n‘¢7(11)> + Eﬁbl) (V1'12)

que devido & ortogonalidade decorrente de (V1.6) reduz-se a

ED = (pnWlpn) (V1.13)
Reescrevendo a (V1.9) com o auxilio da (V1.13) e de > |om){¢m| = 1 temos

(Ho—en) ) = (ED = W) fen)

{(@nWlon)on) — leam {(em!Wlpn)

—Z(%\Wlwnwm) (V1.14)

m#n

Aplicando o operador (Hy — €,)” " em ambos os lados de (V1.14) teremos:

|w’§11)> = - Z <<p7n‘W|90n> (HO - 671)_1 |§0m>
m#n
(omWlpn)
+3° ﬁ' ©m)  (V1.15)
m#n
Entao até 12 ordem em ) temos
E, = e +XNeaWlen) (V1.16)
Y| Won
Un) = len)+A D %Iw) (V1.17)
m#n n m



A estratégia usada para a determinagao de Er(Ll) e |w7(,1)> pode ser também usada para os termos de ordem k em A.
Vamos reescrever a (V1.11) como

(Ho — en) ) = (B = W) [p =) + BEQ ) .+ BEWgn)  (V118)

Multiplicando & esquerda por (p,| e usando as relagdes de ortogonalidade decorrentes de (V1.6) temos

EW = (p,|WpF=)  (V1.19)

Portanto, conhecendo a contribuigao \ql)y(lk_l)> para |1, ) podemos determinar E,Sk) através de (V1.19).

Agora, escrevendo ES) como em (V1.19) e W\w(k Yy como Wiy = > lm ) (pm \W|1/J (k= 1)> (V1.20)
m/

podemos reescrever a (V1.18) como

(Ho = en) [07) = = > {pmr WK ome) + EM9SED) 4.+ BE D) (V1.21)
m’#n

Multiplicando (V1.21) & esquerda por {p,,| teremos (para m # n)
1

€n — €m

(eml$) = {(omIW &™) = B (oo ) — ... = BE D (onlp) ] (V1.22)

Por outro lado, sabemos que

[0 = > (omlv ) lom)  (V1.23)

m#n

onde m # n em decorréncia de (V1.6). Entao, por (V1.22) e (V1.23) podemos escrever |w§1k)> em fungao dos |pm,)’s
uma vez conhecidos \¢£Ll)> |¢(2)> . |w(k 2 ) que, por sua vez também podem ser escritos em func¢ao dos |, )’s.

Como exemplo vamos calcular EP e |1/J7(12)>. Com o auxilio da (V1.19) e da (V1.15) temos

EP = (pnW]eD)
w
= <4pn|W‘ Z MKOW»
men n m

Z <90n|W|"/JM><90m|W|S0n> (V1.24)

€p — €
m#n n m

Por outro lado, se k =2 a (V1.22) nos da

(om0} = —— {{om WD) ~ ED(envi) ) paranzm (V1.25)

Usando, entao, (V1.13) e (V1.14) em (V1.25) temos pela (V1.23)

) =3 % ¢m|W|Wk><@k|W|@n>|(pm> -y <<Pm\W|<pn><s0n|W|gan>|(pm> (V1.26)

men kn 671 - 6’rn) (6 - €k) mn (En — Em)2

Agora, que ja somos capazes de escrever as corregdes a €, € |p,) em qualquer ordem no acoplamento A, vamos
tratar da normalizacao de |¢,,). Queremos encontrar a constante de normaliza¢ao que nos leve a (1, |¢,,) = 1, onde

) = Z7n)  (V1.27)



Entao, Z deve ser tal que o
(Vb)) = Z<wn|wn> =1

ou
Z = (ulthn)™" (V1.28)

Multiplicando os dois lados de (V1.27) por (¢,| temos

(Pnlthn) = 27> (V1.29)

Vamos calcular Z até 22 ordem em \. Usando a expansio de |1,,) em (V1.28) podemos reescrevé-la como

Z

[t + M0 1+ X20021] [lon) + M) + X2}

(14 X2 PO+ ] T (vi.30)

Usando a (V1.15)
-1

2 : Pm W Pn
(6 Gm)
m#n n

1-A2 Y e Wlen)l® (V1.31)

2
m#n, (en — €m

Q

Mas, esta expansao pode ainda ser escrita como

B) | W o) 2
Z m o= entA(oaWlen) +27 ) onWhom) |
aen men (en - EnL)
OE,
= 1.32
Dc. (V1.32)

Este resultado, apesar de ter sido mostrado apenas até O ()\2), é, na verdade, valido em todas as ordens do paradmetro
perturbativo.

Entdo, a probabilidade de observarmos o estado normalizado [1,,) no estado |p,) é dada por

— 2
|<90n|"/)n>| = Z
ok,
= V1.33
dc, ( )
Exemplos
i) Oscilador harmoénico perturbado por uma forga constante
2
p 1 2 2
H=—+—- —F
om M T
entao



onde qp = /h/mw (meia largura do estado fundamental 1y (z)) e pg = Vmhw. A condi¢do de validade
da teoria de perturbagao é Fqo/hw << 1 Escrevendo q e p em termos dos operadores de criacao e

destruicao, a = fqo + 7170 eal = f 5 %0 € + fq , temos
— T
a 2mw (a ta )
e
mhw
= — _qf
p ) 2 (a a )
e, portanto:

1 h
=(afa+ = — t V1
H (aa+2)hw F\/2 w(a—i—a) (V1.35)

Os tnicos elementos de V' nao nulos, sao:

h

(n|Vin+1) = —F{/— <n|a|n+1>+<n\aT|n+1>
2mw ~——

=0
_ h(n+1)]7
e

Vin-1) = —Fy/ " tnjaln — 1) + (nlatn — 1)

2mw | ———

=0

/2
hn
-F [QWJ (V1.37)

o que implica que, em 1% ordem na perturbacao,
BN = (nfgln) = .

A correcao em 2% ordem nos da,

V|k

E® _ |(n|

" Z €n, — €k

(lVin+ D [nlVin = 1P
—hw hw

F?n F?(n+1)

2muw? 2muw?
2

F
= —5— (V13§)

independente de n e os demais termos irao se anular.
Na verdade este problema é um caso muito particular de um problema exatamente soltvel. Podemos
reescrever (V1.34) como

2 2 2
o1, F F
H=—+- -— - V1.39

2m * 9 ( mwQ) 2mw? ( )

onde o ultimo termo nada mais é que a corre¢do (V1.38). Portanto, todos os niveis ¢, sdo corrigidos
por um fator constante —F?/2mw?.

Os auto estados corrigidos também podem ser encontrados exatamente através de uma translagao de ¢
por F/mw?. Entao;

[¢,,) = exp 3 [n) (V1.40)



ii)

que ja estao obviamente normalizados. Esta mesma expressao pode ser obtida através de teoria de
perturbagoes (equagoes (V1.22) e (V1.23)) que nos da

‘ >_ hmw2|n>7 W}n >_ (hmw2)2|n>7 etc. (V141)

ou seja, os termos resultantes da expansao da exponencial (V1.40) em séries de poténcias.

Polarizacao eletrostatica e o momento de dipolo elétrico
Vamos considerar um elétron ligado num atomo sujeito a um campo elétrico externo E (|E| = constante =
E). A energia potencial eletrostatica devida & presenga de E é

V(r)=—eE-r. (V1.42) (e=—|e|)

A energia deste elétron até 2* ordem em teoria de perturbagao é

E 1) (E- T
En:en—eE-rnn+e2Z( Fu) (B Thn) 7y 4
ktn €n — €k

onde rp; = (pp|r|pr) € 0s |p,) sdo os auto estados atomicos (E = 0). Obviamente esta expansao so
é valida quando a energia potencial eletrostatica devida a E é muito menor que a energia potencial
eletrostatica interna do atomo. Como o campo no interior do atomo é da ordem de €/ |e|a ~ 101°
volts/metro, esta condigdo é sempre satisfeita.

Devido a r ser um operador com paridade bem definida, 7rm = —r, o termo de 1% ordem se anula sempre
que |¢y,,) tenha também paridade definida. No caso do potencial Coulombiano, os estados excitados sdo
degenerados e esta degenerescéncia nos permite criar combinacoes lineares que nao tenham paridade
bem definida. Neste caso, como veremos mais tarde (teoria da perturbagdo degenerada), podem existir
efeitos de 12 ordem. A correcao aos niveis de energia num campo externo é chamada de efeito Stark.
No caso nao-degenerado temos apenas o chamado efeito Stark quadrdtico.

Tomando E = EZ podemos reescrever a (V1.43) como

2
Eymey+ B2y Azl (V1.44)
k#n €n ~ €k

Outra grandeza que a teoria de perturbagao nos permite calcular é o momento de dipolo elétrico do
atomo. Como sabemos o momento de dipolo é dado por p = er. Entao, em um estado estacionério
temos em ordem mais baixa na perturbagao o momento de dipolo estético dado por

P = Do
Erpn

= e/d37“r|<pn (r)]*  (V1.45)

que obviamente se anula quando ¢, (r) tem paridade bem definida. A aproximacao pode ser melhorada
se substituirmos ¢y, (r) — ¥, (r) dado por

Un(r) = (r) + 9 (r)
= ¥n (r)izi@kler'EIwm% (r) (V1.46)

ktn €n — €
ou E
(S VRS §79)
U (1) % on (1) = Y —— 0 (r)
€n — €k
k#n
Assim, teremos
* E- Trin E- Ten &
[onl? > onl? = houl® = et () 37 =2 0 () — e (1) 3 = i (1) VLAT)

k#n



que implica em

oLl TinTnk
p:p0_€22 (TnkThn + TknTnk) E, (V148)
ktn €n — €k
ou ainda
P = Po + P1,
onde
pi=‘a E
sendo

(a> = 62 Z rnkThn + Cenlnk (V149)
€k — €n
k#n

o tensor de polarizabilidade do estado n. Em particular, a energia corrigida do estado ¥, (r) (V1.45)

pode ser escrita como

1
En:en—E-po—gE-ﬁ~E. (V1.50)

Entao, para que possamos, finalmente, calcular F, ou & precisamos efetuar o somatorio sobre estados
intermediéarios,

2

z

> L™ (V1.51)
Jitn €n — €k

Vamos resolver o exemplo explicito do estado fundamental do atomo de hidrogénio, n = 0. Vamos

assumir que o resultado da operagao z|0) possa ser escrito como

z|0) = FHy — HoF|0)
_ [F}IO] |o;) } (V1.52)

Entao,
zro = (k[2]0)
= (k|FHo — HoF'|0)
= (€0 —ex) (k[F|0) (V1.53)
(§

Szl S gy k1F10)

k0
= (0]2F|0) — (0]2]0) (0| F|0)  (V1.54)

Assumindo que F' = F'(r) podemos encontrar a equagao diferencial obedecida por esta funcdo se escre-
vermos a (V1.52) na representagao de coordenadas. A solucao desta equagao é

ma (r
Fr) = -2 (§ n a) 2, (V1.55)
onde a é o raio de Bohr. Agora, usando a (V1.54) e lembrando que (0]z|0) = 0, teremos

2
) Jzoel” _ _ma g, (5+a)220) (V1.56)
€0 — €k h? 2
k0

Podemos, agora, usar que dado f (r) qualquer, onde r = |r|, temos
(O1f (r) 210y = (0l f (r)y*|0)
= (0[f (r)2?|0)
= %<O|f (r)r?l0) (V1.57)



iii)

que quando aplicada em (V1.56) resulta em

O A FNONI(ON EED

ko 0Tk
Mas,
1 e 2
(o = —3 dQ/ "2 exp ~Lar
T™a Q 0 a
- 2:+1 (n+2)! (V1.59)
que implica finalmente em (lembrando que ¢y = —%)
e2 9 39
By - — 2a'E® (VL60)

Interagao de Van der Waals
Vamos agora calcular a energia de interagao entre dois dtomos separados por uma distancia R.

r ro

@ ®

R

Neste caso o potencial eletrostatico é dado por

1 n 1 1 1
R |R+I‘2*I‘1| ‘R+I‘2| |R*I‘1‘

V =é? [ ] (V1.61)

onde assumimos que os atomos sdo representados por um carogo (elétrons das camadas internas +
nucleo) de carga positiva efetiva |e| e um elétron adicional (carga negativa e). As posigoes dos elétrons
relativas aos seus nicleos sdo ry e rg, respectivamente. Quando R >> a (raio de Bohr) podemos expandir
(V1.61) em poténcias de r1/R e ro/R. O primeiro termo ndo nulo é de 2* ordem

1
V o~ —€*(r;-V)(ry-V)—=

R
o frirry 3(ri-R)(r2-R)
= |2 - 5 . (V1.62)

que é exatamente a interacao entre dois dipolos separados por uma distancia R. Tomando R na diregao

Z teremos )

e
V =~ ﬁ (1‘1CE2 + Y1y2 — 22122) . (V163)

Suponhamos que na auséncia de interagao o atomo 1 esteja no estado [n1) e o a&tomo 2 no estado |ng). A
energia do sistema nao perturbado é, entdao, E (R) = €,, + €,,. Em 1* ordem no potencial dipolo-dipolo
(V1.62) teremos
E (R) = €n, + €ny + <TL1TL2|V|TL17L2>
2
e
= en +eny + g [(nal21]na) (n2faalng) + (ralyiln) + (nalyzlnz) — 2 (nfz1lna) (n2lz2ln2)] (V1.64)

Novamente, se |n1) e [n2) tém paridades definidas a corregao de 1* ordem ¢é nula. Em 2? ordem teremos

4 2
E@ (R) = c Z [(nina|z122 + y1y2 — 2z122|mamy)| (V1.65)

RS € €no — €Em; — €
mima#ning m + n2 mi m2



Daqui, vemos que se |n1) e |ng) sdo os estados fundamentais de 1 e 2 a (V1.65) é negativa. Definindo,

entao,
i Z [(nina|zi2e + Y192 — 22122\mlmz>|2

5
€ + € € €
mims mi mo ni na

¢ (V1.66)

S]

teremos ) .
e a
B(R) % ey, + €0, = — <E) ¢ (VL67)

O calculo detelhado de € se |ny) e |n2) sdo estados fundamentais nos da € ~ 6.5 (no caso do atomo de
hidrogénio).

Caso degenerado

Como vimos anteriormente, a teoria de perturbagao é, essenciamente, uma expansdo em termos que dependem de
e{om|Wleon) /(én — €m). Quando W, # 0, mas €, = €, a expansao nio converge. Temos, entdo, que generalizar
0 processo para o caso degenerado.

Suponha que temos estados |n;) tais que
H0|nl> = €n|nz> = 1,...,gn (V168)

onde g, é o grau de degenerescéncia do subespago correspondente a €,. Neste caso, se (n;|W|n;) = Wi(;l) #0a

expansao perturbativa nao converge pois W(n) # 0 mas egf ) = 655' )= ¢

Entretanto, podemos formar combinagoes lineares dos estados |n;), que denotamos por

i) = D ng) (nslie) = DU Ing) - (V1.69)

J

(™)

tais que W( ") = = (ny|W|n;) =0 (i # j) e ainda € &) = &) Neste caso tanto o numerador W;;" como o denominador

&) = &7 anulam-se. Entdo a nova base (ortonormal) {|n;)} diagonaliza a hamlltomana de interagdo W. Para
mostrar este resultado devemos construir a matriz
(niWin1) — (mi|[Wina) -+ (ma[W]ng,)
Wi = : : . (V.1.70)
(ng, IWln1) (ng,[Wina) - (ng,[W]ng,)

Suponha que os Ui(j") sao tais que
S WUk = BULY, (v
J

(n)

onde os £} (n)

sao os autovalores do problema e U~ sao tais que

2
Sl -

1. (V.1.72)

Multiplicando a (V.1.71) por U{"* e somando em i temos
— EM&y  (V.1.73)

porque 0s Ui(,? ) sdo componentes dos autovetores de uma matriz hermitiana g, X gy.



Entéo os estados |7;) =Y U;?)|nj> sao tais que
i

(Rs|W|n;) = EM™6;;  (V.1.74)

o que implica em EZ-(n) = (n;|W1n;).

Desta forma os estados |71;), quando sujeitos a uma perturbagdo AW evoluem para |N;) que , até 1* ordem em A,
sao dados por

N DAY m m|W|”1>, (V.1.75)
m#n

enquanto que as energias perturbadas sao, até 2% ordem em A, dadas por

Exemplos

i)

EM = e + M7 WAz + A [miWias) [ (V.1.76)

€n — €
m#n n m

Efeito Stark linear

Vamos considerar o efeito de um campo elétrico aplicado a um atomo de hidrogénio nos estados de
n = 2. Como sabemos, esses estados tém degenerescéncia go = 4 se desprezarmos o spin. Os quatro
estados de n = 2 sado

‘2SO>, |2P1>, ‘2P0>, and ‘2P_1>7 (Vl??)

e tomando o campo elétrico na direcao z temos A\W = eFEz. Convém notar que neste exemplo conside-
raremos e = |e| e |E| =

Esta forma da hamiltoniana de interagao nos da diretamente que os elementos de matriz de AW entre
estados de diferentes componentes de L, devem se anular. Isto é devido ao fato de que [z,L.] =0, o
que implica em

0= (m|[eEz, L,]|n) = eE{m|zL,|n) — eE(m|L.z|n). (V.1.78)

Entao, se |n) e |m) sdo autoestados de L, tais que L.|m) = mh|lm) e L,|n) = nh|n), e m # n temos;
n{m|z|n) — m{m|z|n) = 0= (m|zjn) =0, (V.1.79)

e os elementos de matriz nao nulos de eEz sao apenas aqueles entre estados de mesma projecao do
momento angular na dire¢ao z. Por outro lado, devido a z ser um operador impar por paridade, os
elementos de matriz (nlm|z|nlm) = 0 e, portanto, os inicos elementos de matriz que nos interessam sao

0 <2P()|€EZ|2SO>

(2S0|eEz|2Py) 0 ] . (V.1.80)

Na representagao de coordenadas temos

si =m0 -7 (3)” -Den(5)

a7
0 1 82y T
(r|]2Py) = Roi(r)Y7(0,0) = iz \ 2a (a) cost exp (—%> )
0 que nos da
2P0|€EZ|250> <250|8EZ|2P0>
= eE///zR21 (0, 9) Rao(r)YO(8, ) r? sin@dr df dp = —3a, (V.1.81)

10
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onde a é o raio de Bohr. Diagonalizando a (V1.80) temos os seguintes autovalores e autoestados:

[P1) = % (12S0) + 12Py)) & Ey = —3aekE
(V.1.82)
|1a) = % (12S0) — |2F0)) &  E3 = 3aeE

Assim, ao medirmos a energia de um atomo originalmente preparado no estado |2Sy) teremos como
resultado ) ) ) 5
e (1 ©6Fa e (1 6Fa
— | = -—— | -= V.1.83
2a (4 + e ) ou 2a (4 e ) ( )

com iguais probabilidades pois [25) = (|11) + [¥2))/V/2.

Portanto, apesar do estado ndo degenerado |15p) apresentar o efeito Stark apenas em 2* ordem, o efeito
nos estados degenerados pode ser ainda de 1* ordem.

Interagao spin-6rbita

Como ja vimos antes, a hamiltoniana de um elétron no atomo de hidrogénio é dada por

v eve) 2 0us] (V) =B (1), (s

2m I o o

onde V(1) é o potencial coulombiano e W (r) = 2,4V

T 4Am?2c2r dr
. _ ("
Os spinores |¢)) = ¥
2

) sdo, desprezando L - S, da forma
(r[yp) = Ru(r)Y,™ (0, 0)a, (V.1.85)

1 0 . ~ . . ~
onde o« = (0 ou 1 . Se quisermos Computar as Ccorregoes aos nivels de energla do atomo nao

perturbado, rapidamente iremos notar que este se trata de um problema altamente degenerado. Por
outro lado, sabemos que estados da forma |I, 1/2, j, m) diagonalizam a hamiltoniana L - S. Entao,

1
Er(LO)a l7 5? j7 m>

1 1
AE h<E7(L°), l, 573', m’W(r)(J?—L2 - 5%

- [j(j +1)—1(1+1) - ﬂ h f R2(r) W (r) r* dr,

0
0 que implica em

[e e}

AE_{_(llfl)h}/Ril(r)W(T)r?dr se {?jfig (V.1.86)
0

quando [ # 0. Se [ = 0, AFE é indeterminado.

A integral em (V.1.86) é basicamente (W) que pode ainda ser escrita como

w Lzez L . (V.1.87
w) (%) s

4m?2c? r3

e o valor de (1/r®) pode ser aproximado na n-ésima 6rbita (I = n — 1) por

1N\ VA B Ze2m\°
r3/ " n3ad | nh? '
Entao, (W) ~ Z?2 (e?/hc)? \ET(LO) |/n. A razdo (e?/hc) é a constante de estrutura fina , a. Assim, temos

AEZ+1 2 — AElfl 2 (ZO[)2
/ = /2 ~ . (V.1.88)
by, n

A conclusdo que podemos chegar é que, para um dado n, o acoplamento spin-6rbita quebra a degene-
rescéncia dos estados de diferentes j’s. Seja, por exemplo, n =2 = [ = 0oul.
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|2SO>a |2P0>’ |2P1>’ |2P—1> L-S |251/2>

Neste caso, |25 /2) e |2P;/2) ainda continuam degenerados, como veremos mais tarde com a equagao de
Dirac. Apenas efeitos de flutuagdo da energia de ponto zero do campo eletromagnético quebram esta
degenerescéncia (Lamb shift).

Caso quase degenerado

Vamos agora considerar como devemos proceder quando quaremos aplicar a teoria de perturbagoes a um sistema
descrito por H = Hy + V onde Hy é tal que Hy|n) = €,|n) e existem estados, por exemplo |n) e |m), tais que
€n & €. Neste caso devemos agir de forma semelhante ao caso degenerado. Para tal, vamos expandir o termo de
perturbagao como

V= Z [0) @17l (V1.89)
para, entao, separa-lo em V = V; 4+ V5 onde j
Vi = ) (n]V |} {n] + [m) (m|V|m) (m] + [n) (m|VIn) (n] + [m) (m{VIn)(n] e Va= S [Vl (V1.90)
ij#nm
Queremos encontrar os auto estados e auto valores de energia de
Hy =Ho+ Vi, (V1.91)

e tratar V5 perturbativamente. Isto é possivel devido a (n|Va|n) = (m|Va|lm) = (n|Va|m) = (m|Vz|n) = 0. Por outro
lado, devemos apenas diagonalizar a parte correspondente ao subespago gerado por |n), |m).

Desta forma devemos encontrar ae 3 tais que
Hy(aln) + Blm)) = E(aln) + Blm)), (V1.92)
Mas,

Hiln) = E{D|n) + (m|V|n)|m)
Him) = EW|m)+ (n|V|m)n), (V1.93)

onde B = ¢, + (n|V|n) e EWY = e, + (m|V|m). Entdo, o e B sao tais que

<<m]?§in> <nf|E‘j§,71|,;n>> (5)=2(5) oo

as solugoes deste sistema sao (a menos da constante de normalizacao)

a = (n|Vim) (V1.95)
@ € OO
By = 5 + ( 5 >+|<an|m>l27 (V1.96)

correspondendo aos autovalores

2
By + B ER — B
B = R > +n[VIm)2,  (V1.97)
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Exemplo:

Particula em um potencial periédico.

Consideremos uma particula movendo-se em um potencial unidimensional tal que V(z) = V(x +d). As-
sumindo que o sistema (uma rede unidimensional) tenha comprimento L = Nd e aplicando as condigoes
de contorno periédicas temos:

(z) =@+ L). (V1.98)

As fungoes de onda nao perturbadas sdo dadas por

_ Leikz
@k(x) - \/Z ’ (V199)

onde k = 2n7/L, e as energias niao perturbadas por ¢, = h2k?/2m.

Como V (z) é periddico podemos escrever
V()= Vpe™ " (V1.100)

onde K = 2x/d.

Os tnicos elementos de matriz ndo nulos de V(x) sao

(k+nK|V|k) =V,. (V1.101)

Em geral € e €x1nx sao diferentes, mas, quando k ~ nK/2 temos €, ~ €;_nk, como mostra a figura

abaixo.
€k+2K €k+K €k €k—K €k—2K
| ] ] ] \ ] | ] I I
\ \ \ ] \ 1 \ ] ] I
\ \ \ ] \ ) \ I ] ]
\ \ \ ] \ ] \ I ] I
\ \ \ 1 \ 1 \ I ) ]
\ \ \ "W VI ] I
\ \ I W \I ] ]
\ \ [ [} [
\ \ A 1 n ] ]
\ \ I\ 1 I\ I I
\ \ / \ / \ / \ / /
\ \ / \ / \ / \ / /
. . N N N ,
N . , . Y ,
\\ /.\ .\ /.\ - > //
—2K —-K K K K 2K
2 2
Quando k néao esta proximo de nK/2 e n # 0, as fungdes de onda em primeira ordem sdo:
1 . ei(kan)a: v,
dr(r) = —=e* + ) (V1.102)
\/Z \E €k — €k—nK
n#0
e as energias até segunda ordem sao:
Vol
Ep=¢+Vo+ E ——— (V1.103)
€k — €k—nK

n#0

Ja quando k ~ nK/2 as fungoes de onda 9y () e r_nx () se acoplam fortemente. Temos, entdo, que
diagnalizar a matriz

e, + Vo %
" 1.104
que tem como autovalores
€ t+ € € — € 2
Epry = Vot 2 2’“*"’( + < b 2’“”{) + Va2, (V1.105)
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Para valores de k ~ nK/2 temos €, ~ ex_pnx €
By = €uiy2 £ [Va|,  (V1.106)

que apresentam "gaps'"no espectro de energia, assim como no modelo de Kronig - Penney.

en(k) 1
/—\LM

/\ 2Vi|

0

N—o

K
2
Teoria de perturbagoes de Wigner-Brillouin (WB)

O método perturbativo que vimos até agora é devido a Rayleigh-Schrédinger. Este método apresenta o inconve-
niente de produzir expressoes extremamente complicadas para os estados perturbados além da segunda ordem na
perturbacao. O método WB consiste no seguinte: a equagao de Schrodinger que queremos resolver pode ser escrita
como

(E,, — Hg)|N) = AW|N). (V1.107)
Multiplicando-a & esquerda por (m| temos
(B, — €m){m|N) = X(m|W|N). (V1.108)
onde usamos que Hy|lm) = €,,|m). Escolhendo a normalizagdo (n|N) = 1, temos, para |m) = |n),
Ep — en = Mn|W|N). (V1.109)

Se escrevermos
IN) =) Im)(m|N) = [n)(n|N) + Y [m)(m|N) (V1.110)

m#n
e dividirmos ambos os lados de (V1.108) por (E, — €,,) teremos
1
N) = —Am|W|N) (V1.111
) =1+ 32 ) AN (V1LY

que podemos resolver iterativamente. Entretanto, convém notar que a expansao resultante é escrita em termos da
energia ja perturbada FE,,. Iterando teremos,

<j|W|m>E;<m|W|n>+O(/\3) (V1.112)

n — €m

1 2 .
M) =) 42 3 g — W) 437 3 Wb —

~! em poténcias de ) teremos a expansao de Rayleigh-Schrédinger para |N).

Se agora expandirmos (E,, — €y,)
Apesar da expansdo WB ser complicada para se desenvolver (por ser escrita em fungdo de E, ao invés de €,)
podemos obter solugbes mais precisas até uma dada ordem em A através de equagoes nao-lineares para F,. Por

exemplo
2
E, = €, + Mn|W|n) + A2 Z @M

— €
m#£n n m

(V1.113)
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V.2) Método variacional

Queremos, como sempre, resolver o problema de autovalores
R ()
2m  dx?

+V(x)p(z) = E(z), (V2.1)
ou o seu equivalente em 2 ou 3-d.

Podemos encarar a questdo como um problema variacional tipico, ou seja; existe um funcional Q[¢] tal que
R ()
2m  dz?

para ¥ (z) = 1g(x). Veremos abaixo como construir Q[¢].

QY] =0 +V(z)Y(z) = Ed(x), (V22)

O espirito da aproximagcao é estabelecer uma forma funcional para ¥ (z) deixando alguns parametros livres. Em
outras palavras, sabendo que ¢ (z) € F, estamos interessados em aproximar v (z) por ¢(z) € F "onde F' C F.
Desta forma,

Qlo(a,b,c...)] = q(a,b,c...) (V2.3)
e a extremizagdo de Q[¢] torna-se um simples problema de extremizacao da funcao ¢(a,b,c,...). Assim, se §Q =0
para a = ag,b = by, c = cg, ..., teremos ¢(x) = ¢o(x).

A diferenca Q[vo] — Q[¢o] é de 22 ordem na variagdo d = ¢o(x) — Yo(x). Isto é facil de ver ja que dQ[yp] = 0.

Assim,

o 1 o°Q doda
(m(x)w(f”)df”g//www(x)aw(z Vdwdr' + ... (V2.4)
——

=0

5Qo(2)] = Qlio(x) + 6 (x)] — Qlyo(x)] = /

Teorema: Seja H a hamiltoniana de um sistema quantico e E[¢] o valor médio de sua energia no estado 9 (x),
portanto, um funcional de ¥ (z),
(Y| H]Y)

B0 ="y

(V2.5)
Entdo, 6E[)] =0 < H|y) = E[) .

(=) Fazendo a variacao de (Y[¢)E = (Y|H[¢) temos (0Y[Y)E + (Y[0Y)E + (Y[)0E = (6¢|H[¢) + (Y[H|d1)),
o que nos leva a (Y|Y)0E = (0v|H — E|) + (Y|H — E|6v).

Como 0F = 0 temos (§¢|H — El) + (Y|H — E|6¢) = 0.

Facamos (H — E)|1) = |¢). Entéo, pela expressao acima, (§|p) + (p|dy) = 0.

Como esta relagao é vélida V|0y) podemos escolher |d1)) = dA|¢) onde 6A € R. Isto implica em dA(p|p) = 0, ou
seja, [¢) = 0= H|y) = E[y).

(<) Se H|¢p) = Elt) temos (Y|H|¢p) = E(y[¢). Entao,

GIHY WIHWY
Wlgy T T constante = ‘5<<w|w>> =0

Lema: E[¢] > Ey (energia do estado fundamental do sistema) V|¢)).

Seja H|n) = Ep|tn);  Eo < E1 < Ea...e P, = |1,){¢y|. Entao,
(|H — EolY)) (| Pyltb)
E] — By = W2 200 NN g ) nlY)
W= Fo= gy = 2B — B0 s
Como

(1P| 0) - [(nl )2 >0 e E,—Ey>0 temos E[]> Ey.

(V1) [l1[?
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Exemplos:

1) O atomo de hidrogénio.
Conhecendo-se os parametros
h? B 1/e2\? 5 r
a=—:" =—| =) mc; = -
me?t 779\ he F=3

vamos usar fungoes tentativa da forma

o0 2
Ju*(p) (jl? - iy %) u(p)dp
0

T u(o) 2dp
0

Limitando-nos aos estados [ = m = 0, tentemos as formas

p

- . _ 2 b
—m7 uz(p) = pe .

ui(p) = pe~" ; uz(p)

Vamos definir N2 = (¢|¢);  bumin como o valor de b tal que dE(b)/dbly,... =0 e FEyaw = E(byin). A
medida da diferenca entre [1) e [1var) é dada por € = 1 — [(¥g|thvar)|? € (ol1b0) = (Vvar|tvar) = 1.

Podemos, entao, montar a seguinte tabela:

u(p,b) = ui(p,b) uz(p, b) us(p,b)
N2 = 1/ 7/4b 3/4b°
E(B)/Eg = b2 —2b (7 —8b)/27b? (b2/3) — b
bimin = 1 /4 3/2
Ewe = —FEgy —0.81Ey —0.75Ey

(W/N)var = 2pe”  pl(n/4)> +p*]7" (9V2/4)p*e %/
(rYvar = 1.5a 00 1.66a
¢ = 0 0.21 0.05
u(p) | u
— Uy
ZCT VO \, N — us3
_____ /;
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O resultado acima nos mostra que a fungdo tentativa u; é, de fato, a parte radial da fungdo de onda
exata do estado fundamental do &tomo. Por outro lado, us é uma fungéo cujo comportamento na origem
é 0 mesmo que a fungao exata, mas decai muito lentamente para grandes distancias. Ja ug difere da
funcao exata proximo da origem, mas, assim como ela, também decai exponencialmente para grandes
valores de p.

O comportamento de us na origem explica a razao da melhor concordancia dos valores da energia
variacional com o valor exato, jA que a contribuicao de pequenas distancias é dominante no calculo
da energia do estado fundamental do sistema. Entretanto, o valor médio (r)y, diverge devido ao
lento decaimento desta funcao para grandes distancias. Da mesma forma o comportamento de uz para
pequenas e longas distancias explica a pior concordancia da sua energia variacional com a energia exata
e a melhor concordancia de (7)., com o valor exato do raio médio.

O oscilador harmoénico duplo.

V(z) |

—a a z

Considere uma particula movendo-se em um potencial unidimensional como mostrado na figura acima
e que pode ser descrito pela fungao

V(z) = %mw%(m —a)?0(z) + %mw%(m +a)?0(—x).

Vamos tentar como solugao para o n—ésimo autoestado do sistema a fungao variacional da forma
P(x) = apn(z — a) + B (x + a)

onde todos os ¥'s, a e B € R e

C2mda? ' 2 2

{ B +1mw(2)(xa)2}1/)n(xa) (n+1) hooton(z —a)

2 2
{ W d —|—1mw3(m+a)2}d)n(m+a)

1
“md® 2 ("+2) o (@ +a)

O funcional de energia a ser extremizado é dado por

(Y|H|Y)  o?A, +2a8B, + %A,

W) a2+ B2+ 2080,
onde
+00 +oo
A, = /¢n(x—a)Hwn(x—a)dx: /wn(ax—ka)H@bn(x—Fa)dx,
o e
B, = /wn(xfa)Hwn(era)d:c: /wn(era)Hi/Jn(x—a)dx,

C, = / Yn(x — a)hp(z + a)dz.
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As integrais B, e C,, sdo conhecidas, respectivamente, como integrais de ressondncia e de overlap. Desta
forma podemos escrever
o(H) _ 9(H)

e a3 0 = « g = a=4p.

Normalizando a fungao de onda temos:

+00 +o0 +o0 too
/ ¢2(x)dx = a? / ¢,21(x —a)dx + 52 / z/JfL(acha)dx + 2a3 / Up(x — a)b,(x + a)dx =

= o’ + 3% +2aBC, =1

que para o = =0 nos da

20%(1+Cy) =1 = o1
201+ Cy)
Assim chegamos a
A, + B,
H)y=———.
(H) 1+£C,

Resta-nos, entao, calcular as integrais A,, B, e C}, o que fazemos em seguida. Estas integrais foram
definidas acima como

+00 +oo
A = [ -aie= [ - - - ods

+0o0 +oo
+ / 1/)721(x —a)[V(z+a)—V(z—a)lf(—z)dx = <n + ;) hwg + / 2mw§ axwi(:ﬂ —a)f(—x)dx

+o0o +oco
B, = / (2 + a)Hy(x — a)dr = / Yoz + a)H(z — a)pp(z — a)dx

+o0
+ / Yn(z+a)[V(z+a) — V(e —a),(x —a)d(—z)dz

+oo
1
= (n + 2) hwoCy, + / 2mwi a x P, (x — a) ¥, (z + a) O(—z)dx
onde usamos que 8(—z) = 1—0(z) e que H(x —a) ¢ a hamiltoniana de um oscilador harménico centrado
em r = a.

Portanto, temos que investigar as seguintes integrais:
0 0 ) 0
2mw3 a / Y2 (x—a) xdz, 2mw}a / Yp(x—a) Y, (x+a)xde e (n + 2) hwo / Up(x—a) Y, (x+a) de.

Vamos tratar o caso particular do estado fundamental dos osciladores, n = 0. Como ja é de nosso
conhecimento o estado fundamental de um oscilador centrado em = = 0 é dado por
1 ey h

wo(l‘) = W@ onde o = 2mw0

Definindo A = (202)~! teremos:

0 0 )

A 22?2 —2a? 1 e R

Yol —a)Yo(z+a)xde =/ = [ we e de = —\| ———
T A 2
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0 0 )
by —Aa
/ wo(x — a) wo(x _|_ a) dw = \/7 e—A$2e_)\a,2 dx _ (& 2
™
—00 —o0

onde Uy = mwia?/2 ¢ a barreira de potencial em x = 0. Entao, como B,, pode ser escrito como

0
B, = (2n + 1)hwoC), + 2mwi a / Yn(x —a)p(x + a) x dx

— 00

teremos para n = 0 o seguinte resultado,

2
vV V' hwo

hwo
BO _ e—QUg/ﬁwo

= 1—
2

Convém notar que a expressao acima é negativa se Uy/eg 2 m/4 que é uma condigdo sempre satisfeita
dentro da aproximacao que estamos trabalhando. Na realidade nossa aproximagao melhora a medida
que Uy > hwp/2 e é valida para os niveis n tais que Uy > fwp(2n + 1) /2.
Como B,, < 0 temos
An + |B7L|

1+C,

0 que é compativel com o fato de o estado @ = 8 (estado simétrico) ter energia mais baixa que o de
a = —f (estado antissimétrico).

<H>n =

Para finalizar podemos ainda investigar a correcao devida aos A,, & energia do estado fundamental. Esta
corregao ¢ dada por 2mwial onde, se n = 0,

0

0
A

I= /Zbg(w—a)xdx:\/f/e”\("’;’afxdx,
T

que, além de ser também exponencialmente pequena, tem o mesmo sinal para o = +0 e, portanto, nao
contribui para a quebra de degenerescéncia dos niveis n. Para os dois estados de mais baixa energia

teremos eg(i)) — eES_)) ~ 2| By| se considerarmos apenas a contribuicao O(e2Vo/m0) « 1.
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