V.3) Teoria das perturbagoes dependentes do tempo

Vamos supor que a hamiltoniana de nosso sistema seja agora dada por

H(t) = Ho+V(t)

= Hy+ \W (t)

onde A < 1.
Vamos ainda supor que V (¢t) = 0 (t — to) V (¢).

Queremos resolver

[ (t) = [0 (to))
= e M (0)

Holy @ (0))

= Eolv @ (0))

(V.3.1)

Como ja vimos anteriormente, a evolugao temporal do estado |9 (t)) é dada por

[ () = U (t,t0) v (to)) (V.3.2)
que quando substituido na equagao de Schrodinger nos leva a
m% CHOU (Lty) (V.33)
com U (tg,t0) = 1.
As propriedades de U (t,tg) s@o
i) U= (t,to) = U (to, t)
ii) U~ (t,to) = UT (t, to)
iii) U (t1,t2) = U (t1,t0) U (tot2)
A equagao (V.3.3) é equivalente a
U (t,to) _1+—/H Ut to)dt' (V.3.4)

que, se iterada, resulta em

t t1
e’} 1 n
U(tvto)z<m> /dtl/dtg...
n=0 to fo

que, por sua vez, pode ainda ser reescrita como

t t
1 1\"
U(tvto):ZTﬁ(ih) //dtl
n=0 to fo

tn—1

/ dtnH (t1)... H(t,) (V.3.5)

to

dt,T[H (1) ...

H (tn)]

(V.3.6)



onde

T[H (t1) ... H (tn)]

> H(ta,) H (tay) .- H (ta,) 0 (ta, = tay) 0 (tay —tay) -0 (ta,_, —ta,) (V.3.7)
arFasF. Fay

Quando H (t) = constante, U (t,ty) = exp — £ H (t — to)

Apesar de termos uma expressao formal para U (,tg) poucos s@o os casos onde (V.3.6) é operacionalmente simples
de se aplicar. Entretanto, seria desejavel conseguirmos uma expansao do tipo (V.3.6) em fungao de V' (¢) pois nesse
caso poderiamos expandir U (t,tg) em poténcias de A < 1. Para isso, vamos precisar usar a chamada versio de
interacdo que definiremos a seguir.

Até agora usamos

i) Versao de Schrédinger
Seja H # H (t). Entao,

[ (1)) = e H )|y (1)), (V.3.8)

e os observaveis O independem do tempo, salvo por dependéncia temporal explicita.

ii) Versao de Heisenberg
Seja ainda H # H (t). Definindo
i1Ht
i) =" (1))

OH (t) = eth/hOe—th/h,

podemos mostrar que
,dOg .00y
h—— =ith—— H 3.
ih— ih—, + [On,H], (V.3.9)
onde

8OH _ e+th/h aﬁe_th/h
ot ot ’
Além disso, d|yy)/dt = 0.

As versoes s@o completamente equivalentes pois (¥|O¢) = (Yu|Only).
iii) Versao de interagao

Seja agora H = H (t) com H (t) = Ho + V (1).

Vamos definir

[ (8)) = ™y (1)) (V.3.10)

Op (t) = e Oe 0" (V.3.11)
E simples mostrar que
dOy 007

Zh? = Zhw + [O[,HO} , (V312)

ou seja, os operadores na versao de interagao tém dependéncia temporal simples, ditada apenas por Hy.
Ja os estados |¢r) tém dependéncia temporal mais complexa, como veremos a seguir.

d d iHot/p
ih—‘:liﬁ = iho {e M () }

= —Hoe' ™" (1)) + ™ "iR
[4r1)
= —Holyr) + ™" Hol) + &7V () [3)
_H0|'¢I> +eiHOt/hHoe_iHot/heiHot/h|,(/)> +eiHOt,/ﬁV (t) e_iHot/heiHot/h|,(/J>
—— ——

[1) 1)

di¥)
dt

= IV (e ),

Vi (t)




ou
dlr)
dt

Podemos entao definir Uy (¢,ty) como

o1 (8)) = Ur (t,t0) [¢1 (to))  (V.3.14)

ih

= Vi (®) |41 (8))  (V.3.13)

que obedece a equagao
. hdUI (t,t0)
ip— L\ 0)

o = ViU (tto),  (V.3.15)

com Uy (to, tg) = 1.
Esta ¢ idéntica a equagao para U (t,tg) (V.3.3) com V7 (t) no lugar de H (t). Entao

Uy (¢ o) :2;' (;)n/t/z’[vl (t1).. Vi (t)] dtr ...t (V.3.16)

que é a expansao que buscavamos.
Convém notar que as 3 representagoes sao equivalentes pois

(WOI) = WulOulvm) = (Yr|Orlr)  (V.3.17)
e ainda O (0) = O (0) = Or(0) e [ (0)) = |[¥u) = [¢1 (0)) (V.3.18)

Transicoes entre diferentes auto estados

Vamos supor que antes de t = tg o sistema encontrava-se num estado |n;) de Hy. Entao
H0|1’L1> = ei|ni>
90 (0)) = [n3) = [ (to)) = e~ "|n;)  (V.3.19)

No instante ¢t = tg, ligamos V (t) e queremos saber qual a probabilidade de o sistema ser encontrado num estado
|ng) # |n;) ap6s um intervalo de tempo t — ¢y. Ora, queremos entéo

[(ng | () = leas (8)]7

ou seja,
i t 2 ie gt 2
(g e wr )] = e (i (tt0) 101 to))| (V:3.20)
mas ) ) )
i (to)) = €™/ b (t0)) = €™ M ) = |ny).
Entao

(gl (D)7 = [(nglUs (t,t0) [na)|* = Pig (£), (V3.21)
que pode ser calculada na ordem desejada no parametro A < 1. Assim
2

Py (t) = ;}il(i;)n//dtl...dtn (ng|T (Vi (t1) ... Vi (b)) Ins)| . (V.3.22)

to to

Em 12 ordem temos

¢ 2

Py ®) = |5 [ Vi (@) 1ns)| (V329

ja que (n;|ns) = 0.



Perturbacgao contante em 12 ordem

Seja V (t) = VO (t) (to = 0). Entao,

2

t
1 i(ep—e;)t’ 2
Pr@) = g |f e g ivin)
0
1 |eiles—et’/h _ 1 ’ Vin )2
T Rz 1(61‘_—61)/5 (g [V |ni)|
1 sin? (e — €;)t/2h 2
= 51 (g [Vina) .

W2 ((ef — ei) /2h)°

Definindo w;y = (e — €;) /R
Pis (t) = [(ng|VIn)|* f (t,wig),  (V.3.24)

onde
sin® w; rt/2
ftwiy) = 5—1
h? (wif /2)
tem o comportamento mostrado na figura abaixo.
~ 2

Podemos concluir que:
i) Para tempos curtos, Pi (t) ~ 2V |ng) # |n;).

ii) Para tempos longos a transi¢ao principal ocorrera para estados tal que

27h
|€f - 6i| < T7

ou seja, estados com energia sob o pico principal da funcao f (w;¢,t).
iii) A incerteza Ae na energia do sistema ¢, entao, tal que AeAt 2 27h onde At é o tempo de atuacao de V (t).
iv) Ha conservagao de energia com erro Ae = 27hi/t.

v) Para estados degenerados, P;s (t) ~ t? = para tempos muito longos devemos considerar ordens mais altas na
teoria de perturbagées pois P;s (t) > 1 é absurdo.



Outro resultado importante relativo & fungdo f é que sua integral é proporcional a t. Vamos calcular

T2 .2
/d651n et/22h _ Q/Ed (et) sin et/22h
K (€/2) h\2h/ (et/2h)

o0 2
2t / d sin® x
= — X
h 2

27t
= — (V.3.25
w )
ou equivalentemente
in®et/2h  2mt
lm% T =560 (V3.26)
S (¢/2)

Vamos usar este resultado para calcular a probabilidade de transi¢ao para um grupo de estados em torno do estado
|ng). Este procedimento é util quando ha um continuo de estados com energias € ~ €;. Em geral devemos fixar o
intervalo de energia Ae sobre o que iremos somar as energias.

Queremos
> Pis(t) (V.3.27)

onde |ef — €| < Ae.

Esta soma pode ser aproximada por

€Ef — €
Zsz ~ [(ng|V|ni)? /defp ef)f<t fh ) (V.3.28)

onde assumimos que |[(n f|V|n,-)|2 nao varia muito no intervalo |e; — ¢;| < Ae. No limite de tempos longos,

2mwh

t>
Ae

(V.3.29)

—€;

todos os estados com (ef —¢€;) < Ae estardo debaixo do pico principal de f (t, = - ) e, portanto, a contribuicao

para a integral em (V.3.28) vira de €5 ~ ¢; (ver (V.3.26)) e entao
Zsz |<”f|V|”z>| pef)le, =t (V..3.30)

ou seja

> Py(t)=Tt (V.3.31)

nf
onde ,
T
I'=- [(ng|VIna) P p(e)  (V.3.32)

é a probabilidade de transicao por unidade de tempo, a conhecida regra de ouro de Fermi. No caso de niveis
discretos

2m
Lif = T [(ns|VIn) > 6 (ef —e;)  (V.3.33)
I = Z Ly (V.3.34)
Validade de (V.3.32):

i) t> % para que todos os estados de interesse estejam debaixo do pico central.

i) t < Q”FL onde de é o espacamento de niveis, para que a aproximagao do continuo de niveis faca sentido.



Ligacao lenta em 12 ordem

Nesta segdo estamos interessados em estudar V (¢) da forma V (t) = €V onde n — 0, tg — —oo e queremos a
probabilidade de transicao P;s (t) para tempos —oo < t < 0.

Esta situacao é mais realista que a da ligagao rapida pois, em geral, o tempo gasto para o sistema fisico em questao
comecar a sentir a perturbagao externa é muito longo quando comparado com as suas escalas naturais de tempo.

Entao,
: 2
1 ’ . ’
Py = s / dt' et giles—ei)t'/n (ns|Vng)
’ . ’ 2
_ lndVingP | e
h? n+i(ef —e€)/h .
_ lndVingl® | et
h? 7 [(ey =€) —inh]
eZnt
= n;|Vn V.3.35
(Vi) o (V389
Ja, T'yy = dP,y/dt é dado por
2 2nt
Tip = Ll Ving) P —
(ef — )" h*n
2r 1 hne?nt
= (i Vng)? == e (V.3.36)

W (e — e + e
que no limite n — 0 torna-se

2w
Tif ~ = [(na|VIng) 26 (ef —e), (V..3.37)

ou ainda 5
7T
> Tis = T |nilVing) P p(e)  (V.3.38)

nf

para um continuo de niveis de energia. Novamente a regra de ouro de Fermi é obedecida.

Perturbagao harmoénica em 12 ordem

Seja agora
V() = Vcoswte™
Vo ,
= (e e e, (V.3.39)
onde, outra vez, tg = —oc0 e —oo K t < 0. Entao,

2

t
1 V ; A ’ ’ A ’ ’
Pif (t) — ﬁ / M |:eu,ut ez(ef—ei)t /hent + e—iwt ez(ef—e,;)t /hent dt/ , (V340)



e efetuando as integrais temos,

2
P (t) _ i |<nZ|V|’ﬂf>‘2 eiwtei(effei)t/hent efiwtei(qfei)t/hent
if - h? 4 z[w—|— (efféi):| + ’LI:—UJ‘i‘ (Effei):| +
h n i n
[l Ving) P e?nt N o2t .,
4 [hw + (e — e))* + 12n%  [(ef — &) — hw]” + 22

{(hﬁ)2 =+ (Ef — EZ—)Q _ (M)Q o 2’Lh2’l7 (Ef _ EZ)} 62iwt62nt

" {(fm)2 + (€5 — € — hw)z] [(7“7)2 +(ef—e+ hwﬂ

(V.3.41)

Entao, no limite 7 — 0, podemos escrever

dP;
g = dtf
o |(n; 2
— %W[é(q—Gi—m)+5(€f—€i+hw)], (V.3.42)

ja que o termo de interferéncia em (V.3.41) (Re(...)) tem média temporal nula quando w # 0. Entdo, esquemati-
camente, as possiveis transicoes sao

- Ing) m;)
fiww Fiw
NN\ < NN\
) N In’f)
6f:€i+ﬁb.) ff:&,j—hw
Transicoes de 22 ordem
Pela (V.3.22) sabemos que
o 1 /1" t ¢
Up (t,to) = ZE (m) /.../dt1...dtnT[VI(tl)...VI(tn)]
n=0 " to to

1+ UM (4, t0) + UP (L o) + ...

= Pir(t) = |(ng|Us(tt0) [na)*s  Ing) # Ina)
ou )
Py (t) = ‘<nf\U,<1> (t, to) |ni> ¥ <nf|U,<2> (t, to) |ni> ¥ ‘

Se <nf ‘Ul(l) (t, to)’ nz> = 0, a contribui¢@o principal sera

P (0) = [{nglU® (tt0) In)[ (V3.4




ou
2

1 t t1
R0 = | / s / dt (gl Vi (4) Vi (82) )
t t1 2
_ };/dtl/dtgzk]nﬂv, (t2) i) (na Vi (t2) [ns)

2

t ty1
1 ; ; A
= | [t [ e S e e I (1) ) (] (82) )
to to k

Seja, por exemplo, V (t) = Ve onde ty = —0co e —oo < t < 0.

Entao,

t t1
1 X ]
Py(t) = |55 [ dnemetereanin [ttt | jny) (o Vi)
k —00

— 00

2nty ei(ﬁffek)tl/hei(ek7€i)t1

t
_ Z nf|V|nk nk|V|n¢> /dt16
k

— 00

,L'(ekgsi) 4+

= Z nf|V|nk ’/lk|V|n ) etler—ei)t/n2nt
|47 illen —e) —im) i(ef — &) — il

2
Z ”f\V\nk (g |V|ni)
(i —€5) +2znh (ei — ex) +ihn

— e*i(eifef)t/ﬁ

2
it (ng|Vng) (ng|V|n;)

(e; — ex) +ihn

€

S (V.3.44)
(€; —€f)” + 4h2n?

Assim,
— Leélntl 2h77
2hn T (€; — ef)2 + 4h2n2

5= Vi) Vi [

(i — ex) + ihn

Entao,

Py
dt

. (V.3.46)

que quando n — 0 tende a

2T
Lip = *5( €f —€)

5 {nelVlm) (el Vi) ’

o)+ i (V.3.47)

Vemos, entdo, que se (ng|V|n;) # 0 temos

quando n — 0. (V.3.48)

(ngVini) + Z (s V) ;”k|V|ni>
k

2
Tir=—06(¢ — i
f h (ei =€) (e; — ex) +ihn




Interpretacao grafica do termo de ordem n de (ns|U (t,to) [n;):

1 n t tn to
to to to

« (ng ]e”%tnv (tn) e F Ut )Y (1, ) e HOM =t (1)) =i R

- <m) /dt /dtn . /dt1 Z (ng |0t )

kil
il V- () [1n) (o
< ‘ —i 80 (4, 1 —tn_2)

(haV (1) 1) (I

)

he—z#(tn—tn_l)

k"_1> (Fna|V (tn-1) lln-1)
kn72> <kn72|v (tn72) |ln72> <l2 ‘e—i%(tz—tl)

n> (V.3.49)

k1>>k

. H
eizTOtl

2
= U (t,t) ( ) / i, / s [t Y V() 1)
i kilkal,

el (2= tl)/h512k1 <k2|V (tg) ‘12> e ko (ta—t2) /R <k‘3|V (tg) |l3> Olgky -+ *
we bt n=tn0)/hg, W (e |V () L) €T RS (V.3.50)

Entao,

Uf (tst0) = (n) / din / dt—1.. / dty Z e“ft"/h<nf|vun>|kn71>e*“kn—1“n*t"*l)/h*

k1,ka2,...

* (n_1|V(n_l)\kn_2>e_“’“n—2(t"‘1 tn—2>/h...e*i€k1<t2*t1>/h<k1|v(tl)|ni>e*i€itl/h, (V.3.51)

que pode ser representado graficamente por

— A
ng) = |kn)
V(tn) AAAAA, tn
V(tn—l)NWV\.T tn—1
U(n)(t to) = V(tn—Z)/W\:/\/\- ln—2
V(tz)/\/\/\'/\/\. ----- to

Esta representacao grafica nos permite estabelecer o seguinte conjunto de regras:
i) 3 n vértices com a topologia da figura acima;

ii) A cada vértice da forma



associamos o termo (k;|V (¢;) |ki—1) ei(s"i_e’”*l)ti/n;

ili) Soma-se sobre todos os k;’s intermediarios (# |n;) ou |ny));

t tn to
iv) Integra-se o termo resultante através de (%)n [dt, [dt,_1...[dt.
to to to

Decaimento do estado inicial

Até agora analisamos a probabilidade de transicao P;f (t) que é dada por

Pig (t) = |{ng|Us (t.to) Ina)[*. (V.3.52)

Queremos agora, estudar
Py (t) = [(ni|Us (t,t0) |ni)[*,  (V.3.53)

que basicamente representa a probabilidade que o sistema permaneca em um determinado estado depois de decorrido
um certo intervalo de tempo.

Como vimos, a equagao geral para Uy (t,10) é

AU (t,to)

ih dt = V[ (t) U[ (t, to) 5 (V354)

que nos permite escrever a equagao para o elemento de matriz (k|U; (¢,%o) |n;) como

S (R[U (1 10) Ine) = 7 (KIVE (8)lm) (m|Us (0, t0) ) (V3.55)

m

Mas, como (k|U;r (t,t0) |n:) = cx () <|’t/)] (1)) = zk:ck (t) |k)> temos

dey _

ih dt

> Vi () erm e, (1), (V.3.56)

com as condigdes iniciais ¢; (0) = 1 e ¢, (0) = 0 (|k) # |é)) pois |7 (0)) = |¢ (0)) = |n;) ou, simplesmente, |3).
Considerando ty = 0, a solugdo geral para ¢ (t) é

t
1 ) /
ek (t) = (0) + o / > Vi () elrmem e, (1), (V.3.57)
2
0 m

que para k # i é, como ja vimos antes,
. t
ex (1) = — / D Vi () etk Re, ()t (V.3.58)
0 m

10



Assumindo que a contribuigdo principal para a soma acima venha de ¢, (t') = ¢; (t') teremos

t

1 / Vii (t) eer—<d¥/he ¢y ae' . (V.3.59)

Cl (t) = i

0

Por outro lado, para k =i a (V.3.56) fica

de; (es—
it = Vig () e (1) + Y Vi (1) /6= ey (1) (V.3.60)

dt Py
Substituindo a (V.3.59) em (V.3.60) temos:
¢
de; pilei—en)t/n L N ilen—et' [, (41N 147
Zﬁa = Vi + Z ‘/zk Tk E Vii (t ) et Ci (t ) dt (V361)
k#i 0

Se V # V (t) temos

dC' . ’
i z : i(ep—e;)(t'—t) /R .
dt hV“CZ T2 k;ﬁz|‘/1k| / e (=) hey (¢ d - (V.3.62)
Fazendo
/f(w)efi‘”tdw
1 [ twt
= f(w) = o | c (t)e™*dt  (V.3.63)
T
0

onde impomos que ¢; (t) =0 se t <0 e ¢; (0) = 1. Multiplicando a (V.3.62) por ¢! e integrando de t =0 a t = oo

obtemos

2 f (w) 2mi
omiwf (w Vi —+—V“f( ) (V.3.64)
2 ; +w)+n

onde wi, =¢; — e /hen— 0.

Podemos escrever ainda ainda

-1

. 1 |Vk2
fw) =5 AL Z 7 o o) T (V.3.65)

que quando substituirmos em (V.3.63) para ¢; (t) e integrarmos por residuos nos da

i 1 Viil?
i (1) = —— | Vii + = E - t. (V.3.66
¢ () exp h +hk¢i wik + 1 ( )

Entao usando que
1 _p 1

Wik 41N Wik

—ind (wi)  (V.3.67)

Temos para t > 0,
' It
¢ (t) = exp —%AEit exp— (V.3.68)

11



onde

27
r=> T Vik|* 6 (e; — &), (V.3.70)
ki

= ¢; (t) decai exponencialmente com a taxa de decaimento dada pela regra de ouro de Fermi e

Pit)=le; 0P =¢ . (V.3.71)

Como |9y (1)) = Xk: ¢k (t) |k, temos

W®) = > ex(t)e H k)
k
=i () e = o (1)
i I't
= exp—u (ei + AE;)t exp 5 (V.3.72)
onde )
ik~ _

ki

que é a energia do estado inicial corrigida até segunda ordem pela interagao V.

Usando (V.3.68) em (V.3.59) teremos para k # i

91 —2e7 T2 cos (B; — ) t/h+e 1

2
ck (t :Vi
ek (D)7 = Vil e B 1 T2

(V.3.74)

Quando t — oo,
2
ek (00)? = Vil (vas)
(e, — E;)" + h2T2/4

Note que
Sl P =1 e () =1-e,  (V.3.76)
ki
e entdo, se t < 1, teremos Y. | (1) = Tt = P;# (t) como vimos anteriormente.
ki 7

A expressao (V.3.75) nos diz que a interagdo V faz com que o estado inicial (autoestado de Hyp) se transforme em

um estado que decai no tempo cuja probabilidade, p(E)dFE, de ter energia entre E e FE + dE é dada por
1 r
p(E)YdE = —————dFE
") 2r (B - E)* +

O decaimento exponencial que observamos no nosso exemplo pressupoe que o sistema, uma vez perturbado por
V, ndo sofre nenhuma outra interferéncia em uma escala de tempo i/AE. Por outro lado, se efetuarmos medidas
frequentes (em intervalos de tempo At < h/AFE ) a fim de determinar se o sistema decaiu ou nao, o resultado
anterior serd fundamentalmente diferente.

Vamos supor que o estado inicial do sistema |¢)(0)), que evolui para [¢(t)) sob a agdo de uma hamiltoniana H,
esteja sujeito a medidas frequentes para determinarmos se ele decaiu ou ndo. Ou seja, aplicamos o operador de

12



projegao Py = |1(0)){(¢(0)| periodicamente no sistema e o resultado de cada etapa da operagao é obviamente 0 ou 1,
correspondendo respectivamente ao estado ter decaido ou nao. Caso a resposta seja 1, o sistema ainda se encontra
em [1(0)) e podemos repetir o processo da mesma maneira. Assim, a probabilidade de que o sistema néo tenha
decaido apos N etapas sera

Py(t) = [(@(0)[(t/N)
= [{@O)[UT(t/N,0)[(0){(0)|U /N, 0)[ (). (V.3.77)

Como estamos interessados no limite N — oo devemos expandir o operador U(t/N,0) como

it 1/t .,

que levado em (V.3.77) nos da

Py(t) =~ |1+<w(0)IHIw(0)>2(t/Nﬁ)2*<¢(0)IH2|w(0)>(t/Nh)2|N
2,271/N
[1—(AH)3(¢/Nh)2}NN—> [exp—(A?Ot] . (V.3.78)

— 00

Entdo, quando N — oo temos Py (t) = 1, ou seja, sob frequentes observagdes o sistema nunca decai. Este é o
chamado paradoxo de Zenao da mecanica quantica. Convém notar que o resultado acima foi deduzido sem o uso
de teoria de perturbagoes.

V.4) Transigoes entre estados adiabaticos

Até o presente momento tratamos de sistemas cujas hamiltonianas sao descritas por uma parte que sabemos resolver
acrescida de uma perturbacao dependente ou independente do tempo. Em ambos os casos era fundamental a
existéncia de um pardmetro A < 1 na parte perturbativa. Nesta se¢ao, nossa intencao é introduzir um novo tipo
de aproximac¢ao em mecénica quintica.

Consideremos um sistema descrito por uma hamiltoniana H que dependa explicitamente do tempo, ou seja, H =
H (t). Mais ainda, vamos assumir que essa dependéncia temporal seja lenta, isto ¢, a variagdo temporal explicita
ocorre numa escala de tempo muito maior que a escala de tempo natural do sistema, caso H # H (t).

Vamos comegar a investigar esse problema relembrando o conceito de base instantanea. Essa base é definida através
da diagonalizagdo H (t) |¢n (1)) = En (t) |@m (t)) com (o, (t) |@n (t)) = dmn. Note que aqui, t é encarado como um
mero parametro.

O que queremos resolver é

D — o) 0,
dado que |¢ (0)) = Zn:Cn (0) |¢on (0)).

Vamos expandir |9 (£)) como |9 (t)) =D ¢, (t) |¢n () € tentar encontrar os ¢,’s.

Substituindo esta combinagao linear na equagdo de Schrédinger temos

S22 i )+ 0 e ) gl () = X ) H (0 0.

Multiplicando por (@, (t)| temos

ihacgt(t) — By (t) = —thcn < ‘gt‘@n( )>. (V.4.1)
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Queremos entao calcular (¢, (t) |% lon ().

Se k = n, temos (v, (t) |k (t)) = 1. Entao,

& (on () or (1) =0,

5o @loc®) = | Ston@)1] o )+ ex 0] | lon 0)]
= 2Re<<P1c % 90k>>
ou seja, 5
(o) 5| ox ) =iant0), (Va2

onde a4, (t) € R.

Ja para k # n podemos derivar H () |¢n, (1)) = Ep (t) |on (t)) com relagdo ao tempo, o que resulta em

O o 6+ H 6) arlion () = “5 i () + B (1) 222,

Multiplicando por (@ (t) | temos

<<Pk (t) ‘881;{ 0

on(®)) = 2 rdon) + B 0 (0|5

en () + B0 (90 0| 5

Assim,
i (1) |H| ¢n (1)
<80k (t) ‘58’15 Pn (t)> - < EI; (t)’ — B (t) > (V.4.3)
Substituindo (V.4.3) e (V.4.2) em (V.4.1) temos
er i ox () [H| ¢n ()
% + 5 (B (8) + haw ()] e (t) = g;l < ij (t)‘— B (1) >Cn (t).-
Vamos definir
() = enpyer s
St = ae O
Entao,
Ck ~® t k 7 “® t k 7 —% [ <k wr(t) | H ¢"(t) “n t
% L mawe T L mame - <E’1(t)‘_En (t)>e ye
06 ()~ (P O en ®) 4 fin)-nepar
ot ; Ev (D) — B, (t) © e (1)

fnl0).



Definindo

[Pn () =€ lon (1)) (V.4.5)
temos:
8ck()_ < t)‘H‘L/Bn( >~
T A N R N I () (V.46)
cuja solucao geral é t
@
e (t) = ¢, (0) + / Ekk T >5n ) dt (V.4.7)
0

Assumindo que a variagao temporal explicita seja muito lenta, ou seja, (H Vin/ (Ex — Eyp) < 1 teremos

a) em ordem zero em H

& () ~ &, (0)  (V.4.8)

b) em 12 ordem em H

! kt’ H‘% t’>
o e
G (1) ~ G ( / B E gy (O
0

n

& (t) ~ ¢ (0)  (ordem zero em H) (viii)

)+ Z O/<Ek ") B @) >dt' cn (0)  (V.4.9)

n#k

Finalmente, como
() = ch ) n (t
= ch(t)l%(t»

n

podemos calcular &, (t) em todas as ordens em H, ou seja, |1 (t)) pode ser expandido na base adiabética
et g, (1) (V.4.10)

A fase 7, (t) é chamada fase de Berry que ja analisamos anteriormente. Note que em ordem zero em H , um sistema
inicialmente preparado em |¢,,) evolui no tempo como um auto estado instantaneo de H (t) multiplicado por uma
fase, como em (V.4.10) (estados adiabéticos). As transigoes entre diferentes estados adiabaticos s6 ocorrerao em 1#
ordem em H.
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Exemplo:

Deslocamento lento da origem de um oscilador harménico.
Aqui consideramos o sistema descrito pela hamitoniana

P’ 1 2 2
H =5+ gmwp lg—qo(t)]
onde ¢qq (t) = goat.

A base instantanea é tal que ¢, (z,t) = 907(1) (x —qo (t)) onde <p£LO) (z) é a n-ésima autofuncdo de um

oscilador centrado na origem. Entao,

(1o (1) = 60 (2 — go)e 4"

Por outro lado E,, (t') = E,, pois as autoenergias nao variam com a origem do oscilador

= @n (@,t) = ) (x — qo (1)) e~ Fnt/0

Usando (V.4.9) teremos

mas H = mw? [¢ — qo ()] qox ¢ E,, (t') = E,,. Entao,

e = 0+ 3 0 ) ) mebamla i Olen ) isnerir
0

ntk Ek - En
ou
t
~ ah et (Br=En)t!
c(t) = )+ Z en ( mwo o~ n 3
n#k (Ek - En) 0
- sin[(Ey — En)t/2h]
= (t) = )+ cn (0) 2hamw? qo Grn e (Bu—En)t
( ) T; 0 (Ek - En)2

. 1 sek=p
seja i (0) = {O se k #p

Entao, se k # p

i w i k—p)t/2
Fr (t) ~ 2hamw2q0 A </€|CLT + a|p> elTo(k'*p)t SIH[WO( p) / ]
0 2mw0 —_——

2,2 2
h2wi (k —p)
Ok, p+1VPH1+0k p—14/D

~ ” sin(wot/2
Gpa (t) = %Oémwo%\/ \/PJr et/ hZE;/ !

C iw sin(wot/2
p—1 (1) 2hozmw0q0\/7\[ ot/2 ;23/ )

%
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