VI.2) Ondas parciais e “phase shifts”

Vamos agora estudar o problema do continuo em potenciais esfericamente simétricos. Em particular, estaremos
interessados em potenciais do tipo
Vo ser<a
Vir)= {

0 ser>a

Neste caso, a equagao de Schrédinger radial escreve-se como

K1 d? L1+ 1) B2

~5m gz TR + =5 s Ry (r) + V (r) Ru(r) = ERi (1),

cuja solucao geral é i i
Ry (r) = Ayji (kr) + By (kr),  (VL.2.1)

onde k = v2mE/h e jj(kr) e n;(kr) sdo, respectivamente, as fungoes de Bessel e Neumann esféricas. Uma outra
alternativa é escrever (VI.2.1) como

R; (7“) = Al (k‘?“) + Blhzk (k"l‘) s (VI.2.2)
onde hy (kr) = j; (kr) + ing (kr).

No caso da particula livre, V = 0, 4, = B, = C;/2 e R; (r) = Cyj; (kr) = A; = C; e B; = 0, mas, no caso geral,
devemos ter

Ry (r) o< hy (kr) + Sy (k) hy (kr) ,
onde S; (k) = A;/B;.

Por outro lado, devido ao fato do potencial nao criar nem absorver particulas, J,. = 0, ou seja,

A
Jr_2mz' {R dr dr }_0’

de onde, usando a (VI.2.2) e a definigdo de S; acima, temos

dhy . dhy e
JTO(<hldr _hdr)(l SlSl)—O

=SS =1oulS> =1
= 8 (k) = e ®) (VI1.2.3)

Desta forma,
Ri (1) o< i (k) + Sy (k) hu (k) = i (kr) [14+ €8 | —img (k) [1.= €]
ou seja,
1 . 67,(91(]6)

Rl (T) X (k?") — Zm

ny (kr) = j; (kr) — tan @ ny (kr) o< cosdy (k) ji (kr) —sind; (k) ng (kr), (V1.2.4)

onde §; (k) = 6; (k) /2. Assintoticamente temos

sin (kr — I7/2) +sing, cos (kr — I7/2) _ sin (kr —im/2 4+ §))

By (r) ~ cos kr kr kr

(V1.2.5)

e, portanto, a fun¢ao radial fica apenas defasada do comportamento assintotico da fungao livre, j; (kr), por um
fator d; (k) que é o chamado deslocamento de fase ou phase shift.



A solucao geral da equacao de Schrédinger, 1(<+) (r), pode ser expandida como
Zal )P, (cos@) Ry (r) (V1.2.6)

que assintoticamente comporta-se como

) ~

i k) P, (cos0) [h} (kr) + e*thy (kr)]

DO | =

I
Mx

a; (k) Py (cos ) g, (kr) + Zal ) P, (cos 0) [ 20 _ 1} hy(kr),

=

[}

que, por sua vez, deve ser igual a
ikr

) (1) ~ e g () (VL2.7)

Daqui, podemos indentificar a; (k) = i* (21 + 1) pois % = 3! (20 4+ 1) P, (cos §) j; (kr). Entdo,
=0

) z(krfj
,(j) (r) ~ e*r 4 it (21 4 1) P, (cos 0) € sin 517, (V.2.8)
ikr

N =
[M]8

l

I
=)

onde usamos que hy (kr) ~ e!®r=0072) jpp — (—i) ¢k Jikr . Portanto,

](:r)( _ 1kr {

de onde finalmente identificamos

ikr

(20+1)
l + "t sin 6, P, (cos 9)} c ,

r

ng

(21 4+ 1) €' sin &, Py (cos ). (VI.2.9)

k‘\»ﬂ

n-3

=0

Concluimos, entao, que a amplitude de espalhamento fica determinada se conhecermos os phase shifts das ondas
parciais de todos os I’s.

Consequentemente,
do 5
R — 9
1 )
= ﬁ Z (2l + 1) (Zl/ + 1) 61(&_51’) sin d; sin &y P (COS 0) Py (COS 9) ,
w
e
o / —dQ
- (20 +1) (2 + 1) €' =%") sin & sin &y 20
kQ w 20+ 1
4 &
-0 = 12 (20 + 1)sin §; = Zgh
1=0
onde
47
01 = 15 (2l +1)sin 26, (V1.2.10)

é a secao de choque total da onda parcial de momento angular [.



Esta expressao de fi (f) ainda nos permite demonstrar o chamado teorema dtico que nos diz que

o= Timf (0). (VI2.11)

k
Usando a (VI.2.9) para § = 0 temos
1 ,
fi(0) =2 > (2 +1)e sing,
1=0
pois P, (1) = 1. Entéo,
1 oo
mf(0) = > (2 +1)sin’ 6,
1=0
ok
T 4nm
4
=0 = %Im £ (0)

A interpretagao deste resultado é que a corrente total espalhada deve ser igual & que foi retirada do feixe inicial
devido & presenga do centro espalhador. Esta reducao resulta da interferéncia do feixe inicial com a onda espalhada
que é, entao, proporcional a amplitude de espalhamento na diregao frontal.

Interpretagao dos phase shifts.

V=0 V<0 V>0

v
v
v

(i) (ii)

(i) V “puxa’ a fungdo para dentro do pogo = §; > 0.
(ii) V “empurra’ a fungdo para fora do pogo = §; < 0.
Determinagao dos phase shifts

Os phase shifts podem ser determinados pelas condi¢bes de contorno na descontinuidade do potencial V (r) em
r = a. Entdo, ao encontrarmos as soluges internas e externas a 7 = a devemos exigir a continuidade de R; (a) e

dR;/dr|,_,, ou seja, a continuidade da derivada logaritmica
a de
=— — VI.2.12
hi Ry(a) dr|,_, ( )



Como sabemos

1 )
Ri(r) = 5[h (kr) + €t hy (kr)]
h/* +€2i51h/
= kad -t — L VI.2.1
wh = ke (viaay

onde hy = dhy (kr) /d (kr)|,_, e i = hi (ka).

Entao, desta expressao para [3;, podemos escrever
2101 Bihi — kahy*
kah; — 51}11

W {5; — ka (h"/h7) }
hl Bl — ka (h;/hl) ’

ou ainda, definindo o
Iz i (yp9.14)

h gt

¢ n §+in
ka—l = kau = Al -+ iSl, (V1215)

hl J1t+ny

temos, finalmente,
2000 _ 26 [ﬁl — A +is

S (V216
B — A — ZSJ ( )

que é equivalente a

iS5 . T i Si
€ sin §; = ' sin +e¥— (V1217
B — Ay —is ( )
Os pardmetros A; e s; podem ser facilmente determinados
-/ s !
A +isp = kaj,l + Z_nl
Ji
o U+ i) Gi = i)
it +ni
. ! / . / -/
+nn . n; — 5n
= ka {JIJ_ZZ l2 l] + ika [jl 2l ]l2 l} .
Ji Jitny

Mas, devido a j; e n; serem solugoes degeneradas da equagao de Schrédinger, podemos mostrar que obedecem a

h
5=V [0V, — 1y Vo] = 0

e, consequentemente, usando o teorema de Gauss, temos

- li -/ 1

Jing — jyny = const.——.

(ka)

Usando as formas assintoticas de j; e n; pode-se mostrar que a constante acima é igual a 1 e, entao,
A li
Ju + iy

4 } (V1.2.18)

A =ka -
: [ i+ ni

1 1
=— | 5——=]|. (VIL.2.19
P B

Assim, todos os parametros &, A; e s; sdo conhecidos porque sao definidos em funcgao de j;, n; e suas derivadas em
r = a.



No caso 3, — oo devemos ter R;(ka) = 0 que significa termos uma esfera dura. Neste caso os phase shifts se

reduzem a
20 = B8 = 5, = ¢

Como
e2i6 — _ (ji — i)
Ji +ing
temos
2 .2 ..
n; — + 2u51n,
cos20; +1cos20; = ( L ‘gll 5 Ji
Jr Ty
= cos?d; —sin? 8, + 24 sin &) cos d;.
Entao,
n
Cos 0] = ——
Vit +ni
e .
sind; = Jt

Vii +n}

= cotd; = L. (VI.2.20)
J

Quando [ = 0 temos

cotdyg = @
Jo
B coska
o sin ka
—cot ka
=0 = —ka.
A
V =00
<> -
a

Podemos ainda investigar o comportamento dos phase shifts para baixas energias no caso da esfera dura. Quando



E—0,k—0eka<1, temos

(20 — 1!
(ka)l+1
(ka)'
20+ 1N
ny (ka)
jl (k:a)
20—+
(ka)2l+1

= tand, ~ sind; o (ka)* .

n; (ka)

jl (ka) ~

= cotd, =

Q

o0
Como o = (47/k?) 3" (21 + 1) sin? §; vemos que a componente dominante para o serd [ = 0 (para baixas energias)

[=)

47

=0=13 (ka)® = 4ma?,

que ¢é 4 vezes maior que a se¢ao de choque cléssica. Isto se deve ao fato do espalhamento ser em onda s para F — 0.

Vamos agora considerar o caso V (r) = —Vp. Entao, ik’ = \/2m (E+V,) e 5 = (K'a)j] (K'a) /ji (K'a). Quando
I = 0 podemos calcular &, Ag, sp e Bo, que valem, respectivamente, —ka, —1, ka, e K'acotk’a — 1. Entao a
amplitude de espalhamento em onda s é

1.
fo = %e“so sin dg
6—2ika k -
= — e sinka ) .
k (k/cotk’a—ik © oo a)

, 2
Quando E — 0 temos o9 — 4ma? tankod _ 1)" onde k) = 2mVy /h?.
kla 0
0

Os phase shifts sdo determinados a menos de multiplos de m. Podemos escolhé-los univocamente exigindo que
01 (E) = 0se E — oo.

Abaixo esbogamos o comportamento de &y, 41 e do para uma cavidade da raio a e ka’ = 6.2.

A

do

v

ka

Como os parametros &, A; e s; referem-se & fungao de onda externa ao pogo sao certamentes funcoes suaves da
energia. Entao, o comportamento de §; (E) acima deve-se ao fato de 8 (E) variar bruscamente com a energia para



determinados valores de E. Como §; (F) é uma fungdo monotonicamente decrescente da energia (consequéncia
imediata da equagio de Schrédinger) podemos aproximé-la por §; (E) = cl(") + bl(")E onde bl(n) < 0 nas regioes de
variacao rapida de 8. Entao,
c(n) + VWE A +is
2iti—&) _ O l l !
Cl(n) + bl(n)E — A; — sy
E—E™ —ir™/2)

- . . (VL.2.21)
E—E™ +i(r"/2)
onde El(n) = (A — cl(n))/bl(n) e Fl(n) = 7251/131(”)
F(”)
= tan (5{”) _ §l> = ——— (vi22)
2(E" - B)

. n ~ A . ’ . N ’ . A . .
As energias Ez( ) sdo as ressonancias do problema e o indice n refere-se & possivel existéncia de mais de uma

ressonancia para um dado [. 4

Ve (T)

>
>

r

Entao 55") varia abruptamente em torno da n-ésima ressonancia e a amplitude de espalhamento nesta vizinhanga
é dada, de acordo com (VI.2.9), (VI1.2.17) e (V1.2.21), por

_ 241 o " /2
k B - E-i(r{"/2)

£ 4o Gsing| P (cosf). (V12.23)

Quando os §’s sao despreziveis (baixas energias ou [ > 1) a (VI.2.23) juntamente com o teorema otico (VI.2.11)
nos fornecem a se¢ao de choque total no canal [ como

n 4 n
oM = k—Z(Zl—I—l)SiDQ(Sl( )

dm (20 +1) (Fz(”))Q
By (£- E{”))2 + (Fl(”))z'

ol (E) A

.

ED £® B

2 2 .1 . . +
Este problema é anélogo ao caso unidimensional. Se construirmos pacotes com w,(c ) (r) que levem em conta o
(n) 0 3 .
comportamento ressonante em fk (0) teremos os mesmos casos que anteriormente:



i) Atraso da funcao espalhada quando a ressonancia é larga;

ii) Decaimento exponencial da funcdo espalhada quando a ressonincia é estreita, com o tempo de vida
(n) _ _(n) . :
h/T)" =1, que é o caso aqui tratado.

Finalmente podemos ainda estudar as ressonincias e estados ligados do nosso problema a partir do conhecimento
da estrutura analitica da fungdo S (E) = €2*%(®) (matriz de espalhamento). Os estados ligados sdo, como em 1-D,
os polos de S (E) ao longo do eixo real negativo (1% superficie de Riemann) enquanto que as ressonancias estao
situadas na 2% superficie de Riemann logo abaixo do eixo real.



