VI.3) Espalhamento como perturbagao do continuo

Até o momento atacamos o problema do espalhamento de 2 formas: determinagdo da amplitude de espalhamento via
a equacao integral envolvendo a fungao de Green ou a determinagao dos phase shifts para potenciais seccionalmente
constantes. Vamos agora desenvolver um novo método que nos permite calcular os phase shifts para potenciais mais
gerais e que, além disso, nos apresenta uma maneira direta de tratar os estados ligados do problema.

O nosso ponto de partida é a relagao entre os phase shifts e a energia.

Consideremos uma particula num potencial V (r), tal que lim, o, 7V (r) = 0, sujeita as condi¢bes de contorno
impostas por uma esfera de raio R (— 00).

A solugao do problema é
1
Y (r) Y™ (0,¢) ~ - sin (k:r - —+ (5;) Y, (0,¢), (VL3.1)
ese V=0

¢l(0) (r)Y;™(0,p) ~ %sin (kr — lﬂ) Y (0,0). (VI13.2)

As condigoes de contorno nos dois casos implicam em
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d)l( ) (R)=0 = kl(ﬂzR —In/2=nr (VL.3.3)
wl(R)ZO = kl,nR—lﬂ'/Q—l—(sl:nﬂ

onde kflog e ky, sao tais que
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Para que E, ; — Efgl) quando V' — 0 devemos ter ¢; (E) = 0se V — 0.

Quando R — oo, k;fg)_l — ]%(10) =0 (%) para um dado [. Temos ainda, para um dado I,

h2k7(lo) h2k7(10)
= (kfﬁjl - k;())) - 7%. (VL3.4)
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Por outro lado, podemos definir
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5 (kn+kn )R’ (VL.3.5)

onde subtraimos a 2* da 1* em (VI.3.3). Como k,, = Y+ o (1/R) temos

SE, 1
! =——0/(B). (VL3.6)

(0E =variacao de energia — 0 se R — 00)



De posse deste resultado podemos desenvolver a chamada teoria de Fredholm para o espalhamento.

Consideremos o seguinte problema: Como calcular D (z) definido como

det (z — H)
D(z)=——-=%
(2) det (z — Hp)’
onde H=Ho+V e D(z) =limg_o Dgr(2)?
Como sabemos,
det (E — H)
Dr(E) = ———=
r (E) det (E — Hy)
o 2041
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(VL3.7)

Entao, considerando apenas um canal [ temos:

DY (2) = 11 (1 - Z(S_E”’(O)) (VL.3.8)

n nl

Como dF ~ O (1/R) espera-se que [] convirja se Imz # 0. Vemos, entéo, que D%) (z) é uma fungao analitica de z

exceto por polos (auto valores de Hy) no eixo real. D%) (z) possui também zeros (auto valores de H) no eixo real
que podem distar O (1/R) de um polo ou ser negativos.

Quando R — o0, zeros e polos coalescem dando origem a um corte no plano E-complexo. Zeros ao longo do eixo

real negativo sao os estados ligados do problema.

Para H = Hy + gH; pode-se mostrar que D%) (z) existe e & uma fungdo inteira de g se lir% r?V(r) =0 e
r—

lim rV (r) = 0.

r—00

Omitindo o indice [, podemos escrever

Dr(z) = ﬂ(z—zEb>eXp{iln<l—%)}4—0(1/1@
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exp — 0228 Ap L L O1/R), (VI3.9
b_1< 1) exp {ZN e (1/R). (VI3.9)

onde assumimos que
i) H tenha N estados ligados Ep, b=1,..., N.

ii) estes estados ligados sdo obtidos, um a um, aumentando-se |g| (para R fixo — 00) a partir de Hy. Assim todos
estes estados originam-se dos estados de mais baixa energia (E,(zo), n=1...N) de Hy que, quando R — o0, sao
todos praticamente nulos.

Entao, quando R — oo,

N [ee]
B z+ By 1 [§(E)dE
z) = bli[l ( . >exp 7T/ — (- (VI3.10)
- 0



Usando que

z—)xize ™

b
f da: _P f)ds

temos (z = E + i€)

e = (V1.3.12)
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Entéo, usando a (VI.3.12) na (VI.3.10) e omitindo o subscrito oo de Do, de agora em diante, temos

E+E 5 (E')dE'
D(Eize)—eﬂ‘“E)H(J“”) 779/ o flE,, (VL.3.13)

ou ainda D(E +ic)
+ 1€ —2i5(E)
—_— = . (VL.3.14
D(E —ie) ¢ ( )
Assim, quando R — oo, Dg (z) apresenta um salto no eixo R™, ou seja, D (z) é analitica no plano z exceto por um
corte ao longo de RT. Além disso, como

D (z) / §(E)dE S, (VI.3.15)

\|—>oo
D(z) = 1se |z| = 0.

Pela formula de Cauchy, sabemos que

1 D(z') -1

/

— dZ =D (2)—1
27 2 —z (2)
ao longo de qualquer caminho C que contenha z no seu interior. Podemos, entao, deformé-lo como na figura abaixo
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e assim o
_ 1 D(E —ie)—1 1 D(E +ie) —1
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ou ainda -
A(E)dE
D(z)=1+ / % (V1.3.17)
”—

0



onde
1

A(E) = Tm[D(E—ie)—D(E—Fie)]

1 .
= —D(E+ie)e®Psing (F). (VI.3.18)
m

Como D* (z) = D (2*), A(FE) (chamado de peso espectral) € R. Usando z = E + ie em (VI1.3.17) temos

[ A(E')dE'
D(E+ie)=1—1inA(FE) + 73/ g/ ,  (VL3.19)
0
que combinada com (VI.3.18) nos da
rAE
TA(E)cotd (E) =1 +7>/ E(_E),dE’, (VL3.20)
0

uma equagao integral para A (E) em fungao de § (E).

Do ponto de vista pratico as vantagens de (VI.3.20) sao:

i) A(F) é uma funcao inteira de g que esperamos poder representar por poucos termos.

ii) o lado direito de (VI.3.20) pode ser aproximado por um polindmio em E quando F — 0.

iii) os estados ligados podem ser tratados como raizes de

! dE/
/ E/+Eb =1. (VL3.21)

que é obtida de D (—Ej) = 0.

Nosso proximo passo seré, entdo, descrever A (E) como série de poténcias em g. Como H = Hy + gH; temos

gH
z—Hy

D (2) = det [1 - ] . (VL3.21)

Usando que det A = exp {trln A} teremos
D (z) =exp {tr In (1 —gG (2) H1> } . (VL.3.22)
onde G (2) = (z — Hy)~'. Entdo,
g2 2 2
D(2) =1 - gtuG () Hy — - { [m«G@) (2) Hl} —tr [G<0> (2) Hl] } +..., (VL3.23)

onde os tragos podem ser calculados na base {|n)} tal que Hy|n) = Eflo)|n>.

Quando R < o0

e = (25)

No limite R — oo passamos ao continuo e

Z|n><n:ZAEn\/%\/<AnT—>/dEE><E




onde definimos

By = Jim
R—o00 AEn

e como AFE,, = hk,m/mR, temos,

m /2
<r|E):<2:h2> i (kr).  (VL.3.24)

Portanto,
w0y = [ I,
0
2 > 7T dEdE’ E|\H.|E) (E|H,|E'
trG© (2) Hl} —tr {G(O) (2) Hl} = 2// C_F) ‘<<E’||H11|E>> <<E’||Hll‘|E’>> ...ete.
00

Assim usando a (VI1.3.17) podemos concluir que

[ dE, |(E|H\|E) (E|H\|E:)
A(E) = fg<E|H1|E>+92/E_E1 (E\|H,|E) (E\|H|E)Y| T
0
o (E|H{|E) ... (E|Hy|E,)
(7g)n+1 dEl . dEn . .
G : : +... (VL3.25)

onde

g(E|H,|E") = (i;’;) \/W/dmﬂjl (kr) 1 (K'r) V (r).
0

A relagao entre o método de Fredholm e a série de Born pode ser obtida através de (VI.3.18),

TA(E)

W8
0= ————
€'’ sin DE+id)’

expandindo-se [D (E + i€)] ™" em série de poténcias de g, mas este procedimento falha se D (E + i€) possui zeros.
Note que se § - 0 e D — 1, o que significa energias muito altas, podemos reescrever o resultado de Born como

51 (k) = =225 [ G (o) v () e

0

A grande vantagem do método de Fredholm, contido na equagao (VI.3.20) é o de podermos estudar o problema
para baixas energias. Consideremos o comportamento de A() (E) quando E — 0. O elemento de matriz é dado por

o0

2m _ 1/2
g (EIIE) o 2 (0 DU ) [ (1) ar
0

Assumindo que V (r) seja exponencialmente decrescente (potencial de alcance finito), o elemento de matriz convege
para todos os I’s. Assim, a expansao (VI1.3.25) tem a forma

AV(BE) = B (1 + B+ coE* +...), (VL1.3.26)



que implica que A® (E) possui um ponto de ramificacio em F = 0. Portanto, devemos fazer o prolongamento
analitico de (VI.3.20) como

[ AD (E)
nA Geons (o) = 1+ [ ST m +ina® ), (visn
-
0

pois se E + e = z recuperamos a (VI.3.20). Nenhum dos dois termos néo constantes do lado direito de (VI.3.27)
sao analiticos, mas a sua soma o é pois

‘1(1) (E/) / ‘1(l ( ) /
S — . A— f— , (l)
/ e dE" — / e dE" = =2ir A" (F),
0 0

e por (VI.3.26) se z varia entre E e Ee?>™, AV (E) — —AW (E) e os dois saltos se cancelam. Entao, expandindo o
lado direito de (VI.3.27) em torno de z = 0 e usando (V1.3.26) temos

AW (B E

" dE 4+ — E? 1.3.2
¢ +Wl+0( ), (VL3.28)
0

TeoETE cot 5 (B) =1 —

que implica em

11
EHlcot s, — —— + =mk?  (VL.3.29)
k=0 ay 2

e, portanto, a amplitude de espalhamento f; é dada por

1 . k2l
Ee“sl sind; —
{*a% + %’l‘lk&} — k241

. (VL3.30)

que pode variar rapidamente quando k£ — 0 para %aka ~ 1.

No caso de onda s a (V1.3.29) torna-se
kcot sy — —iJr}r k%, (V1.3.31)
“%s0 ap 2007 o

onde agora tanto ag quanto ry tém dimensao de comprimento e sao chamados de comprimento de espalhamento e
alcance efetivo, respectivamente. A amplitude de espalhamento é, entao,

1
—% + %'I"()kz — Zk

1 .
Ee“so sin 6 = (V1.3.32)

No caso de estados ligados, como D (z) possui zeros no eixo real negativo, a amplitude de espalhamento admite
polos complexos e, portanto, se ha estados ligados em onda s devemos ter um polo em k = i em (VI.3.32). Neste
caso, B, = —R%« 2 /2m e « é solugao de @ = = =+ roa Esta equagao deve ter solugoes positivas para que haja

estado ligado, o que é o caso quando ag > 0 e ao — 00 pois assim a — 01. Esta analise s6 é valida para estados
fracamente ligados.

Relagao com a densidade de estados

A densidade de estados de uma dada hamiltoniana pode ser escrita para um dado [ como

> 6(E - Ey)

1 1
= _7 - (VI333
p mzn:E—En+ie ( )

p(E)



pois

1 1
E—En—H'e_P(E—En

Como
1 ¢ 1
) S
E—FE, +ic EG) —H|’
onde E(T) = F + je, temos,
p(E) = *;Im tr{E(+) —H}
1 0
- _= — (+) _
—lm tro - In {E H}
1 0
- " Im— (+) _
7TIInaEtr ln{E H}

™

Como H = Hy + V temos

1. 0
——Im - Indet {E<+) — Hy+ Hy — H}

b o (5 1) V)

[1 - (E<+> - H0> B v} }

p(E)

—fImi Indet
T

1

{
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{

™

1 0
—;ImaiEhl det

Como o 1° termo do tltimo passo de (V1.3.35) é p(®)(E) temos

E&) —H
p(E)—p (B) = flmaaE In det [

ou seja,

0
(V) _Z
p(E)—p"(E) = Ima In D(E + ie).

Integrando esta expressao com relagao a energia temos,

) —ind (E—E,).

1.0
T Tm— GO vV
Ima In det {E H} (VI.3.34)

B — } - lIma% In det {1 - (EH) -
T

B — i,

(V1.3.36)

Ho)il V} . (VL3.35)
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N (0) / r_ - / . /
/ [p(E) oV (E )} dE' = / Im6 In D(E" + i) dE,

que por sua vez, se ha N, estados ligados, resulta em

E

N, +/ {p (E') — p© (E’)} dE' = —%Im{lnD(E +i€e) —In D(—oo +i€)}. (VI.3.37)

0

Entao , por (V1.3.15), vemos que se |z| = oo, D(z) — 1 e assim,

E

Ny + / [p (E") — p© (E’)} dE' = —%Im{lnD(E—kie)}. (V1.3.38)

0



Agora, usando a (V.3.19), podemos escrever

A(E
Im {In D(E + i€)} = —tan™! WOO ( +2nm, (VI.3.39)
1+P [ 250 dE
0
e tomando tan dos dois lados de (VI.3.38) tem-se
’ A(E
tan ¢ Npm + 7r/ [p (E") — p(O) (El)} dE’ WOO( ) =tand(F), (VI.3.40)
J 1P T A
0

onde a ultima igualdade segue de (VI.3.20). Portanto,

E
J(E) = Nyr + 7 / [p (E') — p© (E')] dE'. (V1.3.41)
0

Quando E — 0, e nao hé estados ligados com F = 0, podemos escrever que
0(0) = Ny, (VI1.3.42)

que é o chamado teorema de Levinson. Por outro lado, derivando-se a (VI.3.41) com respeito a E temos

ds(E)
JE Ap(E),

3|

onde Ap(E) = p(E) — pO (E).

Como na realidade In D = In[[ DY, onde g é a degenerescéncia do subespaco considerado (por exemplo, g = 21 + 1

9
no caso de V(r) = V(r)), temos

Ap(E) = 1 > s dé;’EEE). (V1.3.43)

S

Podemos ainda estudar o que ocorre na vizinhanga de uma ressonancia. Como ja vimos anteriormente em (VI1.2.22),
quando ¢; varia rapidamente através de um mualtiplo impar de 7/2, ocorre uma ressonancia. Como a (VI1.3.40) pode
ser reescrita como

ImD,(E)
(F) = ———~—~ 1.3.44
tan d5(F) ReD.(E)’ (VI.3.44)
podemos dizer que esta variagdo rapida ocorrera quando ReD(Es) = 0, o que implica em
dReD,(FE
ReD,(E) ~ (E — B,) TeDs(E) (VL3.45)
dE B—E,
Como, em geral, ImD(E) # 0 temos
tan d,(E) Ls (VL3.46)
n o = 3.
2(Es — E)
onde definimos TD.(E
T, = mD () (V1.3.47)

(dReDs(E))/dE|p_p,



A equagdo (VI.3.46) nos mostra que o phase shift varia de 7/2 quando E passa por Es de F < Ey para E > E;.
Desta forma derivando a (VI.3.46) com relagdo a energia e sustituindo na (VI1.3.43) teremos

_ s d(E) L, ! (VI1.3.48)

A S E S __ 9
pelE) dE 21 (E — E,)* +12/4

o que nos mostra que I'y é a largura da ressonéncia que esta ligada ao inverso do tempo de vida do estado como ja
vimos anteriormente.

Antes de finalizar esta segdo é importante notar que a passagem de (VI.3.41) para (VI.3.42) nem sempre é da forma
aqui mencionada. Para problemas em dimensoes espaciais D > 2 o procedimento é valido. Entretanto , se D =1,
pode haver estados ligados de energia nula, o que faria com que a integral na variacao da densidade de estados
contribuisse com “metade" de uma fungao delta para o teorema de Levinson.

No caso de potenciais simétricos em 1 — D as solugoes estacionarias sao pares ou impares e o teorema de Levinson

é nestes casos
1

5.(0) = (Nﬁ - 2) e 6,(0)=7N  (VI.3.49)
onde d.(0) e §,(0) sdo os phase shifts pares e impares enquanto que Née) eNéO) sa0, respectivamente, o nimero de
estados ligados pares e impares do potencial em questdao. Portanto, a aplicacdo desta formulagao para problemas
unidimensionais requer cuidado especial.



