VI.4) Teoria Formal do Espalhamento

A motivagao principal para o desenvolvimento de uma teoria mais geral (formal) para o espalhamento é dupla:
i) Simplifica¢do da abordagem mateméatica anterior que foi baseada na evolugdo temporal de pacotes de onda.
ii) Formulagao mais geral capaz de abordar problemas mais complexos.

Vamos comecar com um caso simples de uma Hamiltoniana
H=Hy+V, (VI4.1)
que tratamos segundo a teoria de perturbagoes dependentes do tempo. Portanto, queremos resolver

WSl = H|y),  (V14.2)

dfy)
dt

onde

Usando, entao, que |9 (t)) pode ser escrito como

(@) =D en(Bye™”

podemos substitui-la na (VI1.4.2) e obter

Yn), (VI4.3)

; dcn 1Wnmt
zhE:ZVnme Cm, (VL4.4)

m

onde wy,, = £= hEm e Vim = (Un|V ) com (¥ |[thm) = Omn. No caso continuo devemos ter (14 [1)q) = 6 (a — o).

As condigoes iniciais do nosso problema séo ¢; (—o0) =1 e ¢, (—00) = 0 se r # s. Assim a (VI.4.4) pode ser escrita
na forma integral como

¢
cn (t) = ¢y (—o0) — %Z / Vime“rmte,, (') dt',  (V1.4.5)

que como Vyp, # Vi (t) pode, em 12 ordem em V', ser escrita como

t

cn (t) = ¢y (—0) — % Z Vom / et dt'c,, (—o0),  (VLA.6)

—00

ou ainda

Q

t
Cn (t) Ons — %Z OmsVam / eiwnmt/dtl
m —0

t
= (Sns - %Vns / €iwnst/dt/. (VI47)

— 00

A integral acima nao converge com este limite inferior de integragdo. Para contornar esse problema devemos nos
lembrar que se incidirmos sobre V' um pacote de ondas muito largo, a particlula s6 sente a interagao quando o
pacote atinge o alcance do potencial, o que é equivalente a manter um autoestado |1)s) inicial e ligar lentamente o
potencial V.



Para tgp < t < 0 onde tg — —oo podemos escrever V (t) = Vel onde ty <« i Lt = tg - —o0 e a— 0, nesta
ordem, para que at — 0, ou seja, se a|t| < 1 = [¢t| < L.
Entao, podemos escrever a (V1.4.7) como

t
Cn (t) ~ 5”3 _ %Vns / eiwmt,eat/dt/-

to——o0

Podemos ainda transformar ~ em = através da expressao

t
Cn (t) == 5ns - 7Tns / eiwnstleat/dtl, (VI48)

to——o0

que passa a ser a definicdo da chamada matriz de transicao T,!

e (VI1.4.8) temos trivialmente

O = 6, ip, T !
Cn - ns — z4dns T,
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ou ainda p ) 5
2 « 20t 2
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que, quando o — 0, nos fornece

dlen (O _ 2 )
—— = —0(E, — E)|T,s|". I1.4.11
L =S85 (B = B [Tl (VL4

Usando a (VI.4.9) podemos escrever
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que levada em (VI.4.4) nos da

Vanmé
Ths = Vins (V1412
+ Z h(—wms + i) ( )

relacionando assim T;,, com o elemento de matriz V,,;. Se fizermos
Tlpn) = VIUSH),  (V14.13)
ou seja, definirmos [1)(*)) através de (VI.4.13), teremos,

Wm|T|n) = (| VIYST),  (VIA14)



que se usada em (VI.4.12) nos leva a

V[ (0| V[5)
FE, — E,, +iah

WalVIEEH) = (VI + 3 2

implicando em

m) (Y |V [9E7
) = )+ 3 e

1
= )+ mwm><¢m|v|¢g+)>
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= [ Y - — v 1Y S ) 1.4.1
|wb>+Es_H0+mavws ), (VI4.15)

que é a chamada equacdo de Lippmann-Schwinger.

Uma outra forma de se obter (VI.4.15) é através de H = Hy + V e Hy) = E|v), sabendo-se que Hy|p) = Eq|p).
Portanto,

(E—Ho)lyp) = V)
= |¢) (E— Ho) ' Vo). (VL4.16)

Como (E — Hy) |¢) = (E — Ey) |¢) + (Eo — Hp) |¢) = AE|¢), onde AE = E — Ey, temos, se H e Hy admitem o
mesmo espectro continuo, AE — 0. Entao podemos adicionar |¢) & (VI.4.16) e escrever

¥) = l¢) +

1

que &, novamente, a (VI.4.15). O chamado resolvente de Hy, 1/(E — Hp), é definido convencionalmente como
1/ (E — Hy + iha) onde [4(T)) é a solucio para G =1/ (E — Hy + iha),

= [p)) = |¢) + GHV )| que é a mesma equacio que (VI.4.15) para G+ acima definido.

Para fazermos um paralelo com o que ja v1mos no Come(;o deste capitulo, vamos estudar a representacao de coor-
denadas desta equagao. Lembrando que (r |1/1 > P (r) temos, multiplicando a (VI.4.15) a esquerda por (r| e
rotulando s por k (o vetor de onda da particula a ser espalhada pelo potencial V (r)), a seguinte equagao:

1
(2m)*?

1

(+)
FE — Hy + iha Vitr)-

P (1) = T 4 (x|

Usando agora que
o) = [[] dpdpdn el el ') 516,

teremos
expik’ - (r —r’)

) = o J] T 0 R

( 3/ 2 (27)?
que integrada em d®k’ (apos a substituicio k2 + ic — (k + ic) ) nos leva a (VI.1.16).

Usando os contornos de integragao (a),(b) e (c) da se¢ao (VI.1) podemos gerar diferentes fungdes de Green (repre-
sentagdo de coordenadas do resolvente) do problema:

1
GH = —— — G =
E—Hy+ic © E — Hy—ie’



ou ainda

1
E - Hy

Gy =

N | =

[G(+) + G(*)} =P [ ] — ondas estacionarias.

Dentro da presente formulagdo podemos ainda deduzir a amplitude de espalhamento de uma forma alternativa.
Como vimos antes, a (V1.4.11) nos da a probabilidade de transigdo por unidade de tempo para um estado final que
rotulamos por n. Caso n seja degenerado ou quase degenerado devemos somar sobre os valores possiveis de n. Em
particular, no problema de espalhamento (n — k'), somamos sobre os vetores de onda em um dado angulo solido
dQ). Entao, pela (VI.4.11)

Z d len ()] = Z—(S By — By) |Tiae >, (VL4.17)

Mas,

(5(Ek—Ek/) = (5(;;1 (k2_k/2)>
= k), (VIAIS)

e a soma em (VI.4.17) pode ser transformada em

or L3
dk'k?dO— —— |T; Sk —k 1.4.1
/ s el g (=), (VL419)

Ik d3k’, ou seja, assumimos que o sistema encontra-se em uma caixa de volume L3 onde

onde usamos que »_ — (2 )3
k/

L — co. Assim, integrando em &’ obtém-se a seguinte forma para (VI1.4.17):

2 2 kaS 2
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Desta expansao podemos escrever
di _ kaS |Tkk’|
dQ (2m)? B3 (v/1°)
ng 2 2
= — ) T VI.4.18
(35 ) Miacl®. (VL4129

onde v = hk/m ¢é a velocidade das particulas incidentes no alvo e entdo,

2l S5h (), (VL419)

Ty = —
que relaciona a matriz de transi¢cao com a amplitude de espalhamento.

Vamos agora demonstrar algumas propriedades dos estados de espalhamento. Como vimos em (VI1.4.15),

1

. S VAITIC D)
E57H0+Z‘h04 W)S >,

[0) = [s) +
que se operada a esquerda por (Es — Hy + ihia) nos da

(Es — Ho + iha) [pD) = (By — Ho + iha) [s) + V) + (V]gs) — VIws),

ou ainda

(Bs — H +iha) [{)) = (Bs — H + iha) [s) + Vi),



que nos fornece

(H)y = v
[Wet) = lvs) + ey v (VI420)
ou ainda,
@l VIRET) = (@r|Tebs)
1

que seria outra forma de se computar 7T,; em funcdo de V,.;. Mas, a exemplo do que ja acontecia na teoria de
perturbagoes de Wigner-Brillouin, a (VI.4.21) depende da aplicagdo de H em [t¢)5), 0 que envolve as aproximagoes
apropriadas. Apesar de ser apenas uma expressao formal, a (VI.4.20) pode ser ttil para demostrar a ortogonalidade
dos estados de espalhamento como vemos a seguir:

(H)[p(H)y = - - (+)
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Entao, assim como [¢,.) e |is), |1/)£+)> e |1/1§+)> também sdo ortogonais e, da mesma forma, pode-se mostrar que

W) = 6,

Assim, {|w£+)>} e {|’l/)£+)>} estdo relacionados por uma transformagao unitéria,

W) =" S, (VI4.22)
q

onde Sy = (wé_)|w£+)) é a chamada matriz de espalhamento.

Vamos relacionar a matriz S com a matriz de transigao 7T

Escrevendo 1
(H)y — - (+)
[¥9) = 1) + T V)
€
I T P ]| ——
a 1 q Eq — Ho + i€
1
= (gl + <¢q|vm7



onde usamos a (VI.4.20), temos:

1

W) = )+ WV g )
= W)+ alV )
= ot e V) VIV
Usando, entéo, que 1 (E +ie) = P (4) F imd (E) podemos escrever
WOWS) = b — 2mid (By — ;) Ty

Sgr. (V1.4.23)

Comparando com a teoria de perturbagoes temos

2mi
cr (00) = Orq — 7Trq5 (wqf’)

= Spq = ¢ (00) = Spq = (p|U (00, —00) [¢hg).  (VI.4.24)

Unitariedade da matriz S.

Para demonstrar a unitariedade de S precisamos mostrar que

STS=8S"=1 ouainda » S;Sk =Y SiSp =0
k k

A relagdo STS = 1 segue diretamente de (V.4.22) e das relagdes de ortogonalidade (1/)§+) |wj(.+)> = <w§_)|¢§_)> =
pois
W) =3 S Sl Ty = 3 Sk Sk = G
Kl k
Por outro lado, para demonstrar que SStT = 1 devemos aplicar a definicdo de S a cada termo do produto, o que
resulta em
D Sin i = DT (g k) = D@ ) (e 7). (V14.25)

Esta expressao nos sugere usar o projetor » |1/)7(L+)> (¢ (+)| como decomposicao da unidade, o que nao pode ser feito

n
haja vista que na definigao de S apenas estados de espalhamento de H sao considerados. Ou seja, este procedimento
s0 seria valido caso nao existissem estados ligados do potencial V. Entretanto, mesmo que haja N estados ligados

N
|¢,(Cb)> no espectro de H podemos, impunemente, adicionar |¢,(f)>< (b)| ao projetor acima definido porque os

estados ligados sao ortogonais a todos os estados de espalhamento, o que nos permite reescrever a (VI.4.25) como

N
S @) W)+ 3w ) () = @[l = 6y,
k=1

n

completando assim a nossa demonstragao.
O teorema dtico
Usando a expressao (V1.4.23) e a unitariedade de S podemos escrever

0ij = Y [0 — 2mid(E; — Ex) T] [0 + 2mid(E; — Ey) Th],
k



0 que implica em

i0(E; — Ej)Ty; — i6(B; — E;)T}; = QWZ §(Bi — Ex) 6(Ej — Ey) Tig Ty,
k

ou ainda
i(Ti; — Tj) =2m Y 6(E; — Ey) T T},
k

que é outra forma de se escrever o teorema 6tico que demonstramos na secao de ondas parciais. Isso pode ser
facilmente constatado se usarmos a (VI.4.19) para expressar a matriz de transicdo em funcdo da amplitude de
espalhamento que resulta em

2rh? L3
gt =
mL3 (2m)3

[ ) Rl i 80" ) k42" = i o () — £ ()]
ou ainda A A
o ~ (k) — f* k/
/ o (K fiE (K" dQ" = 4% [fie( >2ifk( i

Finalmente, fazendo k = k', que significa que estamos estudando o espalhamento para 6 = 0, temos

o= [P d = 5 (k)

Invariancia rotacional e a matriz S
Vamos agora analisar as propriedades de S resultantes da invariancia rotacional do espalhamento por V(r).

Quando assumimos que
(K'|S|k) = (UrkK'|S|URK),

0 que é o caso para potenciais centrais V (r), podemos escrever

(K'[S|k) =0 (k— k)Y F (k) Pi(k-k'), (VL.4.26)
l

pois o elemento Syi s6 pode depender da orientagao relativa entre k e k’. Assim, usando a expressdo acima e o
teorema da adigao de harmonicos esféricos podemos escrever a unitariedade de S como

Y (kISK)K"ISTK) = & (k—K)
T

= Ko(k—-k)) 2;41 o |F (k)] P(k-K'). (V14.27)

l

Por outro lado sabemos que

5 (k—
k2

5(k—LK') = by (254:: Upk-k), (via2s)
l

que levada em (VI.4.27) nos permite escrever

_ 24 i

(k) =0 . (V1.4.29)

ou ainda o1 41
(K'[S|k) =6 (k— k) ﬁe%a(f{ k). (VI1.4.30)

l

Assumindo a normalizagdo (k|k’) = ¢ (k — k) devemos substituir L — 27 em (VI.4.19) para, entdo, reescrever Sk
em (VI.4.23) como

7

Ske =6 (k — k) {Z QL%P;(E K+ 57 i (k’)} ., (VL4.31)
l



que nos leva imediatamente a identificar

1 , o
%Z (20 +1) e sing P(k- k'), (V1.4.32)
l

como ja haviamos deduzido em (VI.2.9).

Usando a (VI.4.29) em (VI.4.26) temos

(K'|S|k) =& (k — k') }: @m2 %%H&-EL (V1.4.33)
=0

que, com o auxilio da representagdo de momentos de |I, m),

(k|tm) = 'Y (k)
se reduz a
SO K Um ) (m|S|im) (Im]k) =
i mm’
S(k—Fk) [20+1
= v VY™ (0, ) (I'm!|S|1
3P IR( (0.) (| S|im) === | =
_ L 2l+1 2251
=0 (k k)l;Mz Z\/ Y,
ou ainda,

(&I'm!|S|odm) = Saer 611 Ommre?®.  (V1.4.34)
Assim, voltando & expressao de fi (0) (VI.2.9) temos
fr (0 :l 204 1) € siné, P, (cos ),
k
1

ou
2261

T Pl (COS@) y

@)=Y @)
l

que implica em
27.& -1 Sl -1
2ik 2ik

= f,. (VL4.35)

Inversao temporal e a matriz S

Vamos, finalmente, investigar a simetria por inversdo temporal em um problema de espalhamento. A operagao de
inversao temporal é tal que

Ohk) = [—x)-

Portanto,
1

-1 -1 (+)
7Ek—H0+i6@ eove O, ").

O™y = [ x) +©

Por outro lado, sabe-se que @00~ = O, 0 que nos leva a

1 ) 1

OO0 =
Eka0+Z'€ Eka()*Zf’



e se V & invariante por inversio temporal, ou seja, OVO~! =V, temos

1

P — T (+) 14
EkaoiiGV@‘wk )y, (V1.4.36)

Ol = [vi) +
que quando comparada a [¢)(7)) implica em

elue) = [w ). (VI4.37)

Usando a definigdo da matriz S em (VI.4.22) temos

K|Sk) = (@ [wl")
= (Oyg[ey)
= (WD)
= 0SS
= <_k|S|_k/>7

ou seja
Sk = S_w,-x
= fik) = foa(-k). (VL4.38)

A relagao entre as amplitudes de espalhamento expressa a igualdade dos dois processos de espalhamento obtidos ao
se reverter o momento linear da particula e é conhecida como relagao de reciprocidade.

Vimos nesta ultima segao que toda a fisica envolvida no processo de espalhamento pode ser reobtida através do
desenvolvimento de uma teoria mais formal partindo da teoria de perturbacoes dependentes do tempo. A teoria via
fungao de Green e o método de ondas parciais surgiu naturalmente através do desenvolvimento desta teoria assim
como do uso de simetrias nas grandezas dela decorrentes. Como ja mencionamos no inicio desta se¢ao esta abordagem
tem uma aplicabilidade bem maior que a formulagao anterior (que é aplicada exclusivamente a particulas defletidas
por um centro espalhador) por termos conseguido conecta-la a outros objetos conhecidos como, por exemplo, o
operador unitario U (oo, —00).



