VII.3) Quantizacao de Campos
i) O campo de Schrédinger

Se encararmos a equagao de movimento para o operador de campo @Z (x,t) de um sistema de particulas sujeitas a
um potencial externo U (x),
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como a versao quantica de uma equacao de movimento cléssica, podemos imagini-la como sendo derivada de
uma hamiltoniana deste campo classico 9 (x,t) e, consequentemente, quantiza-la segundo as relagoes candnicas de
quantizagdo. Convém notar que nesta abordagem v (x, ) é um campo classico complexo ao invés da representagao
de coordenadas do estado fisico [¢)). As equagdes dinAmicas que regem as duas grandezas sdo as mesmas apenas no
caso de sistemas nao interagentes como ficard mais claro adiante.

Para tal, vamos expandir este campo cléssico, ¥ (x,t), numa base ortogonal {py (x)},
G (x,t) = o (1) i (%)
Kk

e, entao,
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Assim, escolhendo a base {px (x)} tal que 7%V2<pk + Uy = e, teremos
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As equagbes para ox (t) e o (t) podem ainda ser reescritas como
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onde H =3 exafak. Ou ainda,
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0 que nos permite identificar gx = ax (t) e px = thaj como variaveis canonicamente conjugadas e H como a
hamiltoniana classica do sistema considerado.

O processo de quantizacao candnica nos diz que devemos promover g e px a operadores e impor a regra de comutagao
[qx, Px] = ihdki . Desta forma
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onde ax — ax e o — a;r(.

Consequentemente a hamiltoniana do sistema se transforma em H = ) ekaLak cujo espectro pode ser facilmente
Kk

obtido como Y nkex = €p,..n.,, correspondendo aos auto estados
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Se ao invés de relagdes de comutagao impusermos relagoes de anticomutagdo obteremos um espectro de férmions
onde n; = 0 ou 1.

Assim, concluimos que o espectro da hamiltoniana quantica equivalente aquela classica que gera a equagao de
movimento (Schrédinger) do campo classico ¥ (x,t), é composto de bosons ou férmions no potencial externo U (x).
Esta é a origem do termo “2% quantizacao” ja que estamos tratando de uma equacdo de movimento que carrega 7
como uma equag¢ao de movimento de um campo classico.

ii) O campo escalar

Seguindo o exemplo anterior, vamos quantizar o campo escalar que tem como equagdo de movimento
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que representa a dindmica do “deslocamento” ¢ (t) na posi¢do x (limite continuo de um solido isotrépico).

Expandindo ¢ (x,t) em ondas planas
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onde wy = k¢, que é a equacao de movimento da “coodenada” de um oscilador harménico que rotulamos pelo vetor
de onda k. Esta equagao é equivalente ao par de equagoes de Hamilton

Por outro lado, como ¢ (x,t) € R devemos ter
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Desta forma podemos gerar as equagoes de Hamilton derivando
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com respeito a ¢_x ou p_x, ou seja,
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e assim, Pk e p_k sao canonicamente conjugadas.

Entao, podemos passar diretamente para o caso quantico onde agora

¢ um operador e [p_y, Pk] =

ak

Assim,
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—ih, ou melhor, [Pk, px] = 1hdw —k. Vamos, entdo, definir o operador
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As relacoes de comutacao [ak, aL,] podem ser obtidas através de
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e, obviamente, [ax, ax/] = [aL,aL,} =0.
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Em termos de ax e a podemos escrever H como

hw
H = Z Tk (akak + akaL)
k
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Como os auto estados de aLak sao da forma |nyx) tal que aLak\nk) = nx|nk), vemos que o espectro de H &
> hwgng+Y . % Este 22 termo é infinito pois representa a soma das energias de ponto zero de infinitos osciladores.
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Entao, se postularmos a energia do vacuo |0) como nula, teremos

H|7’Lk1 nkx> = (nklhwkl —&—nkzhwkz + ) |7’Lk1 ...nkw>

nk, quanta com energia fwy,
— ! nx, quanta com energia hwg,

Para dar a estes quanta a interpretagao corpuscular devemos estudar outro operador importante do sistema; o

momentum total P.



Como sabemos, P é o gerador das transformagoes espaciais

e+iP.a/h<p (X) efiPa/h ) (X + a)

(¢ & o operador de campo)
= [P,p] = —ihVyp

como o = Y Gre’™®* temos —ihVy = > @rhke™ ™ onde @y é agora um operador. Assim, devemos ter [P, @y] =
K K

hk@yk. Escrevendo @i em termos de ax e aI{ podemos facilmente constatar que este operador, P, é dado por

P= Z hkalzak + constante
k

onde o termo constante é o momentum total de |0) que também postulamos como nulo.
Entao os nx quanta em |ny) também transportam momentum linear nyfik. Assim, podemos encarar cada quantum
de energia fuwy e momentum fik como uma particula (energia e momentum bem definidos) e os auto estados de H

e P sdo dados por |nk, , ik, - .., Nk ) Ou seja:

nk, particulas com energia hwy, e momentum fk; etc. Neste caso particular, estas particulas sd@o chamadas de
bosons escalares, por exemplo, fonons em um solido isotrépico (limite continuo).

A decomposigao p (x,t) = % 3" ok (t) e%* fica entdo
Kk

o(x,t) = % Z (ak (t) + aik (t)) %eik'x
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A evolugao temporal de ay(t) é trivial; ayx(t) = axe ***, o que nos leva a

§ : i(k-x—wit) T —i(k-x—wgt)
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que no limite V — oo transforma-se em
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Podemos interpretar a combinagao +/f/2Vwy e!lex—wit) oy sua versdo continua, como a funcéo de onda do boson
escalar aqui introduzido, apesar de esta interpretagao nao estar completamente livre de criticas.

iii) O campo eletromagnético (gauge de Coulomb)

Como ja é do nosso conhecimento, as equagbes para os potenciais escalar, ¢(x,t), e vetor, A(x,t), sdo escritas no
gauge de Coulomb como,

V3 (x,t) = 4np(x,t) e

1 D?A(x,t)
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onde p (x,t) e J| (x,t) sdo, respectivamente, a densidade de carga e densidade de corrente transversa. No vacuo,
essas duas quantidades sao nulas e, portanto,

px,t)=0 e
1 9*A(x,1)

R —V2A(x,t) =0,

e toda a dinamica esta contida em A(x,t).

Expandindo A(x,t) em ondas planas temos

Ax, ) = \%} 3 A,

Como V - A =0 temos ik - Ax =0 = Ay = Af(l)flk + A1((2)égk onde £, - €9y = €1y -k = €5 -k = 0. Assim,
A(Xa t) = A(l)(X? t)él + A(2) (Xa t)éZ Onde
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e, entdo, para cada componente AS) (t) e .Al((z) (t) podemos repetir o problema do campo escalar e decompor o campo

eletromagnético como
4mhc? i(kex—w —i(k-x—w F
Axt) = > 4 / Vo (ajke (kxnt) 4 gf itk m) €
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onde j = 1,2. O termo V4mc? surge por questoes dimensionais e as diregdes &) sdo as diregoes de polarizagao do
campo. Portanto, podemos escrever

H= Z hwka;r.kajk e P= tha;kajk
ik jk

onde a;kajk ¢ o ntmero de f6tons com momento linear 1k e energia lwy = hck polarizados na dire¢ao § .

A fim de atribuir uma interpretagao mais precisa para a polariza¢ao no regime quantico do campo eletromagnético
devemos estudar o momento angular total do sistema. Usando que o momento angular total é o gerador das rotagoes
do sistema, ou seja,

LRO/h A (x)e~LRO/h — R(9) A(R™1(0) %),

onde R(0) é a matriz de rotacdo de uma angulo 6 em torno do eixo n em 3 — D, e seguindo o procedimento que
usamos para obter a forma do momento linear total no espaco de Fock podemos mostrar que (n = k)

L = Lobital + Z h(akkaRk - aEkaLk)f(
k

onde . .
a1k + a2k o a1k — a2k

ARk = — /= ark =
V2 V2
sdo, respectivamente, as polarizagoes trigonomeétrica (right-handed) e horaria (left-handed) na diregao de propagagao
do foton. Desta forma vemos que o segundo termo da equacao para L nos permite atribuir ao féton de radiacao
circularmente polarizada um momento angular intrinseco (spin) igual a +h. O fato de o spin do foton ter apenas
dois valores decorre da condigao de transversalidade (V - A = 0) do campo eletromagnético.



iv) Campos intergentes

a) Auto-interacao
Como vimos anteriormente, uma equacao de campo da forma

a Aa ,t h2 N ~
. % = oV (1) + U (1),

é obtida da hamiltoniana
. h2 . R . .
_ 3, ) 1 2 +
H Ea /d r { —Qmwa (r,t) Vg, (r,t) + ! (r,t) U(r), (r,t)} ,

que, por sua vez, representa um sistema de N particulas com H = > [T'(r;) + U(r;)]. Assim sendo, essas particulas
i
nao interagem entre si e ocupam, obedecendo convenientemente a sua estatistica, os estados de 1 corpo solugoes de

_%V%k (r) + U (r) i (r) = eppr (1),

onde k representa o conjunto de ntimeros quanticos compativeis com a estatistica das particulas e com a simetria
do patencial externo U (r).

Entretanto, ao ligarmos o potencial de interacéo entre as N particulas, V = (1/2) 3" V(r;—r;), anossa hamiltoniana
i)

de campo adquire um termo adicional devido a esta auto-interagao que, no espaco de Fock, vimos que pode ser

representado por

V=3 X [ [ il @) Vi e () o
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que se usado na expressao
; h@z/)a (x,1)
ot

nos daria uma contribuigao nao-linear e nao-local na equagao de movimento de v,. Este novo termo resulta da
interacao entre as particulas que antes eram independentes.

= [da x.t). 8],

Entao, a inclusao de termos nao-lineares na equagao de movimento dos campos ou, equivalentemente, termos nao-
quadraticos (1T1111)) na Hamiltoniana nos leva a autointerago entre as particulas do sistema e, consequentemente,
estes entes nao mais representam os autoestados do sistema em questao.

Esta afirmagao ja foi comprovada explicitamente em sistemas de bosons e férmions massivos logo no comecgo do
estudo da representagao de operadores no espago de Fock. Vamos agora ver um outro exemplo de autointeragao no
caso de bdsons nao-massivos.

Foénons, aproximagao harmoénica e termos anarmonicos:

Vamos imaginar um sistema de fons de mesma massa compondo um solido tridimensional. A hamiltoniana do
sistema é dada por

2 1
H:Z:;%JFQZEV(RZ-—RJ-),
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onde R; = RZ(» ) 4 r;, Rg ) éa posicao de equilibrio do ¢—ésimo fon e r; o seu deslocamento relativo a posicao de
equilibrio. Assim, podemos escrever

2
p; 1 (0) (0)
2m+§;V(Rz _Rj +I'i—I‘j).
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Assumindo que ||R£ ) _ Rg- )H > ||r; — er7 ou seja, pequenos deslocamentos idnicos, podemos usar a aproximacgao
harmoénica e escrever
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Como os REO)

Definindo

sdo as posigoes de equilibrio dos fons, os termos envolvendo VV (r) sao nulos se r = RZ(-O) — Rg_o)_

_9V(r)
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podemos escrever
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onde Vj ¢ a energia de equilibrio do solido e Dyg (R(O) (O)) =0;; Z dap(R; R R;CO)) — 0aB (Rgo) - Rg.o)).

Esta hamiltoniana pode ser diagonalizada pela expansao
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onde A =1,2,3 e p; = mr;, o que resulta em

H= Z hwk,\a;r()\am + constante,
kX

—
onde wiy é tal que D - & = mw?3€.

Estes quanta de energia sao os chamados fonons. Entretanto, se levarmos em conta os termos anarmonicos na
expansao do potencial , os féonons nao mais serao particulas nao-interagentes. Por exemplo, se considerarmos o
termo cubico na hamiltoniana inicial teremos uma corregao da forma,
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Expandindo os 7“§ ) em termos de operadores de criagao e aniquilagao como fizemos no caso harmoénico, podemos

escrever o termos acima como

Z Z Mk1k2k3)\1)\2>\3 5(k1 +ko + k3) (a’klAl + aT—kl)\1) (ak2)‘2 + ajr—kz)\z) (ak3)‘3 + ajr—ka)\s) ’
kikoks A1 A3

onde M é o elemento de matriz do processo considerado que ird depender da 32 derivada parcial de V', §(k; +ka+ks)
exprime a conservagao do momento linear total; ky + ko + k3 = 0 e o processo em si é representado por produtos
de a e af. Por exemplo,

i) aT_k1A1 aJr_kQ/\2 aT_ks/\3 corresponde a criagao de 3 fonons,

i) @i,y Gkor, Gksrs COrTesponde & aniquilagao de 3 fonons,

iii) aikl A aikQ A, Ok coOrresponde a aniquilagao de 1 fonon seguida pela criagao de outros dois e

V) ax,x; Gy, a;r(a A, corresponde a aniquilagao de 2 fonons e criagao de um 3°.

Vemos entao que a perturbagao ao deslocamento harménico dos fons provoca uma interagao entre os fénons. Desta
forma seriamos levados a nao tratar os estados excitados deste sistema como um conjunto de fonons nao-interagentes.



Entretanto, se pensarmos em sistemas a temperaturas muito baixas, sabemos que apenas aqueles estados excitados
proximos ao estado fundamental (|0) neste caso) serdo importantes na determinacao das propriedades termodina-
micas do sistema, o que implica na presenca de fénons de baixa energia e em pequeno nimero.

Por outro lado, os processos de interagao entre estas excitagoes elementares sao, ou do tipo decaimento ou do tipo
espalhamento. Os do primeiro tipo sdo importantes para fénons de alta energia enquanto que os do segundo tipo
dependem da presenca de um numero grande de fénons no sistema. Desta forma, para baixas temperaturas, as
propriedades termodindmicas do sistema poderao ainda ser descritas por fénons nao-interagentes.

Naturalmente estas excitagoes elementares nao sao autoestados do sistema, mas sim uma combinacao linear de
alguns deles com uma pequena dispersao em torno do valor médio de energia considerado. Este fato faz com que o
tempo de vida do féonon seja muito longo, o que nos permite encara-lo como uma excitagao elementar.

Esta argumentagao é a base para a teoria de que os estados fracamente excitados de um sistema de muitos corpos
(note que estamos falando de fracamente interagentes) podem ser descritos por uma colecao de "quase-particulas”
ou "excitagOes elementares" com momento p e energia ¢(p) que ndo necessariamente coincide com o espectro €g(p)
das particulas nao-interagentes.

A estatistica obedecida pelas quase-particulas tampouco precisa ser a mesma obedecida pelas particulas originais do
problema. Como vimos anteriormente, os féonons sao bosons enquanto os ions da rede podem ser atomos ionizados
de spin 1/2.

O ponto importante é que estas quase-particulas sdo fracamente interagentes, s6 podendo abandonar o se estado p
por decaimento ou espalhamento. Assim como no presente exemplo, os sistemas, em geral podem ser descritos por
quase-particulas de vida longa.

O conceito de quase-particulas é de fundamental importancia na descrigao fenomenologica que Landau propos para
o liquido de Fermi. Trata-se de um sistema de férmions que interagem fortemente, como é o caso do *He. Landau
propds que a temperaturas abaixo de 100 mK (mas acima de 3 mK) todas as propriedades termodinamicas deste
sistema fossem obtidas através da existéncia de quase-particulas fermi6nicas com espectro da forma €(p) = p*/2m*
onde m* é a massa efetiva dessas quase-particulas. Assim, podemos imaginar um sistema de férmions fortemente
interagentes como uma colecao de quase-particulas fracamente interagentes. Estas particulas s6 tém vida longa na
vizinhanca da superficie de Fermi por serem excitagdes elementares de baixa energia.

b) Interagdo entre campos

Como vimos anteriormente, termos nao-lineares na equagao de movimento de campos representam interagao entre
as particulas do sistema. Entretanto, ha outras formas de acoplamento que podem existir. O exemplo que vamos
estudar é o da interagao entre dois campos distintos.

Eletrodinamica nao-relativistica

O primeiro caso que estudaremos é o da interacdo radiagdo-matéria no limite nao-relativistico. Neste caso,

H= Zz: {2; (pi - ZA(ri))Q +U(Pi)} + %/d% {612 (6%51‘))2 +[V x A(r)|2} =Hp+ Hpu

onde r; e p; sdo as posigoes e momentos das particulas e U(r) é um potencial externo devido, por exemplo, a um
atomo ou uma rede cristalina. Hp refere-se as particulas sujeitas ao campo eletromagnético (EM) e Hgps apenas
ao campo EM. Escrevendo Hp no espaco de Fock temos,

Ho =3 by Ol (b~ SAMm) +U@IY)
AN

= [ @S s i { o (-9 - £AW) - (<t () - EAGIev () + Uleex )}

AN



Escolhendo ¢, (r) como solugao de

h2
— 5, Vo) + UD)@a(x) = expa(r)

temos:
Hp = exb{by + > blba San + D bl ba Dax,

A AN AN

onde -
he

Sav = | d®rei(r) — A(r) - Vo

w = [ i) T AR Vv )
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2
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Dy = [ &ryi(r A2(r)py (r).
) 5 A () (r)
Até o momento estamos considerando o campo EM como classico. Para estudar o problema na sua versao totalmente
quantica devemos usar a expansao do potencial vetor em termos dos operadores de criagao e destruicao de fotons,
ou seja,

47rhc? , ~ N
Alet) = D) (ape ot pa e tenad) €
jk

e substitui-lo nas expressoes para Syy e Dy definidas acima, o que nos levaria a processos do tipo:
i) b];\ by ajx — transicao com absorcao de 1 féton,

ii) bi by a;k — transi¢do com emissao de 1 foton,

iii) b; by ajk ajrw — transicdo com absorgao de 2 fétons,

iv) b; by aj.k a;,k, — transicao com emissao de 2 fétons,

V) bf\ by a;k a;w — espalhamento inelastico de 1 foton.

As simetrias de Hy = p?/2m + U limitam os procesos possiveis e através destes processos podemos aplicar teoria

das perturbagoes em H;py = > b; by Sxv + > b; by D)y para descrever o fendmeno fisico desejado até uma
AN AN
determinada ordem na constante de acoplamento.

Podemos ainda levar em conta efeitos de muitos corpos neste problema se considerarmos a presenca do potencial 1%
de interagao entre as particulas consideradas, o que tornaria o problema bem mais complexo. Neste caso podemos
tratar Ho + V em teoria de perturbagoes em 1% ou, a exemplo do que dissemos antes, considerar este sistema
interagente através das suas quase-particulas.

Interagao elétron-fénon

Outro exemplo muito importante de campos interagentes em fisica nao-relativistica de muitas particulas é o da
interagao elétron-fénon. Consideremos um sistema composto por muitos elétrons em uma rede cristalina. Sua
hamiltoniana é dada por H = H, + H;o,, + Hie, onde H, é a hamiltoniana dos elétrons (interagentes ou nao), H;op,
¢ a hamiltoniana dos ions da rede (para a qual usaremos a aproximagao harménica) e H;. é a interagao elétron-ion.
Como ja vimos acima, as hamiltonianas H, e H;,, podem ser representadas em termos de operadores de criagao e
aniquilacao de elétrons e fénons, respectivamente. Vamos, entao, fazer o mesmo com H,,.

Escrevendo explicitamente a interagao elétron-ion temos

Hie = Z VY(I‘z — R])
ij



onde r; é a coordenada eletronica, R; a do fon e V' o potencial de interagao. Vamos repetir o que fizemos anterior-
mente e analisar apenas pequenos deslocamentos dos fons e escrever

V(i -R;)=V(r; ~RY — Q) = V(r, - R”) - Q; - vV (r; -R\”)

J
onde Q; é o deslocamento do fon de sua posi¢ao de equilibrio R§-O). Assim,

=Y Vi -RY) -3 Q; vv(r, - RY).
©j ij

Como os termos somados em r; sdo operadores eletronicos de 1 corpo, podemos escrever H;. imediatamente em
termos de operadores do campo eletrénico como

Hie ZZ/dBTJJl(P)V( R”) o (r Z/d?’m/ﬁ ) $a(r) Q- VV(r —RY).
jou

No primeiro termo, a soma em j de V(r — Rg-o)) representa o potencial estatico que a rede impoe ao elétron , ou
seja, é o potencial externo U(r). Portanto, podemos escrever H = Hy + Hy + H.y onde H = Hj é a hamiltoniana
eletronica na presenca do potencial externo U, Hy é a hamiltoniana do fénons na aproximacao harmoénica e H.y¢ é
a interacao elétron-fonon que é a segunda parte de H;. onde escrevemos

/ (0)

1 ) (0) 1 .
V(r—RY) VKRR o gy = ST ikv(k)e R ¢ Q= —— 3 Quek R
=) = 5 2V v 2 V) v PIR
0 que nos leva

ZQJ VYV = Z \/> ik - rV ’Lk Qk/ ZN l(k’ R(O)

kk’

. ) ) ) . . . 0
onde o somatoério em j nos da dx/ k+c € G é um vetor da rede reciproca, ou seja, expiG - R;- )= 1. Portanto,

H;. = ef = Zﬁ(k) V(k) ik Qk+G
k

(1) = [ drer S 3 1)

ou seja, a transformada de Fourier da densidade eletronica fi(r).

onde

Usando a expansao de Q; em operadores de fénons temos

S g (i +al ) €
X 2N mwi —kA kA

que levado na expressao de H.y resulta em

X s M@+ G Via+ G)i{(k+ G- €} (san+al )

onde usamos que Nm = pV.

Podemos ainda escrever, em alguns casos particulares, o operador n(q + G) de forma simples, em termos dos
operadores eletronicos. No caso da "rede vazia"(U é apenas uma pequena perturbagio para os elétrons),

(g +G) Z “q'+q+G “d

onde ¢ e ¢! sdo operadores eletronicos.

No caso especifico de G = 0 (12 zona de Brillouin) os processos de interagao entre elétrons e féonons sao da forma:
CL/ +q Ca’ Gqx (grafico da esquerda na figura abaixo) ou CL/ g Ca al o (gréfico da direita na figura abaixo).
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Se usarmos teoria de perturbagdes em 22 ordem no acoplamento e — f teremos processos do tipo

e /
€

f
e

onde a troca de 1 fonon induz uma interacao efetiva entre os elétrons (lembre-se do processo de interagdo em um
gés de elétrons). Esta interacao efetiva pode sob certas condigoes se tornar atrativa, como ocorre em varios metais,
o que nos leva a formagao de pares de Cooper. Estes entes sdo fundamentais para a interpretagdo do fenémeno de
supercondutividade.

A forma especifica da interagao elétron-fonon vai depender muito do sistema fisico em questao e do grau de aproxima-
¢ao em que estivermos interessados. Vérios acoplamentos podem resultar e, para exemplos particulares, sugerimos
consultar o cap. I do livro Many Particle Physics (Mahan).

Como comentério final sobre interagoes é pertinente lembrar que os sistemas fisicos a serem tratados nos levam
naturalmente a vérias aproximagoes, nao s6 as mencionadas no paragrafo anterior, mas também a algumas outras
que resultam em modelos bem conhecidos como os de Hubbard, Anderson, Kondo, Heisenberg, etc. Novamente
sugerimos a referéncia acima para uma breve abordagem sobre a obtencdo das hamiltonianas destes modelos.
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