VII.4) Temperatura finita

Até o momento tratamos dos sistemas de muitas particulas referindo-nos ao seu estado fundamental e estados
excitados. Tudo o que foi visto até o momento, teoria de perturbacoes, espalhamento, etc, pode ser usado conveni-
entemente no caso do espago de Fock ou produto direto de diferentes espacos de Fock.

Entretanto, nem sempre estaremos interessados em experiéncias que nos levem a tratar de processos de transi¢cao
especificos entre diferentes auto estados do sistema nao integrante, via teoria de perturbagoes ou qualquer outro
método de aproximacao especifico.

Sistemas de muitas particulas estdo, em geral, a temperatura finita e, portanto, devemos trabalhar com estes
sistemas em equilibrio termodindmico, o que requer o tratamento especifico do sistema em condigoes particulares.
Por exemplo, devemos especificar o tipo de ensemble apropriado para as condigoes fisicas de interesse. No nosso

caso, em particular, estaremos interessados nos ensembles canonico e gran-candnico.

Antes de elaborar a abordagem microscopica vamos rever algumas propriedades termodindmicas dos sistemas mi-
croscopicos.

Como sabemos, a 12 lei da termodinamica nos diz que
dE =TdS — PdV + pdN, (VIL4.1)

onde F = E(S,V,N) é a energia interna do sistema.
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Assim podemos escrever que

=dE =0 se S,V e N = constante.

Entretanto, na pratica, as experiéncias sado conduzidas a temperatura e nao a entropia constante. A fim de trabalhar
com a fungao termodindmica apropriada podemos definir, através das transformadas de Legendre, outros potenciais
termodinimicos tais como

a) Energia livre de Helmholtz

F(T,V,N)=E-TS = dF=-SdT —PdV 4+ udN (VIL4.3)

b) Energia livre de Gibbs

G(T,V,N)=E-TS+PV = dG=-SdT+VdP+ pdN (VIL4.4)

c¢) Potencial termodinamico

Q(T,V,p)=E—TS—uN = dQ=—8dT — PdV — Ndu  (VIL4.5)

Destas 3 tltimas relagoes podemos constatar, por exemplo, que
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ou ainda
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que serao uteis adiante.

Como a fungdo E = E (S,V, N) depende apenas de variaveis extensivas devemos ter
AE = E(AS,A\V,AN)
que se derivada com respeito a A nos da
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Entao, usando (VI1.4.2,3,4¢e5) temos

Assim, se A =1

= TS—-PV+uN
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= —PV (VIL.4.9)
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Portanto, sabendo-se calcular G podemos obter trivialmente p e o conhecimento de 2 nos da diretamente a equagao
de estado do sistema.

Resta-nos, entao, estabelecer a ponte entre as grandezas termodinamicas e as variaveis (ou estados) microscopicas(os)
do sistema em questao.

Estas relacoes podem ser encontradas em livros de mecénica estatistica e estabelecem que
a) no ensemble canonico (T fixo)

F=—-kpTlnZ (VII.4.10)
b) no ensemble gran-canénico (7 e u fixos)

O=—-kgTlhZs (VIL4.10")

onde Z = S e PFn ¢ Zg =33 e AEn—1N) g30 as fungdes de particio dos referidos ensembles. Aqui definimos
n N n
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B = (kgT) . No nosso caso estaremos particularmente interessados no ensemble gran-canénico.

O operador densidade em equilibrio pode ser deduzido através do principio da entropia maxima aplicado a
S=—kptr[plnpg] (VIL4.11)

sujeito aos vinculos
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onde usamos que o valor médio de qualquer observavel 0 & dado por <é> =trp 0. Assim podemos deduzir que, no
gran-canonico

po = Z5 e PUH-1N) (VI14.13)
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i) O gas ideal

Vamos estudar um gés ideal de particulas idénticas.

A funcao de particao é dada por
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Estudaremos, entao, os casos de bosons e férmions.

Bésons
Neste caso, n; = 0,...,00. Entao
M 1
Zo = 1:[1 IR e} (VIL.4.16)
e
QO (TV, [}J) = 7]€BT1I1 ZG

= —hpTY In(1- e—mfi—“))*l

_ kBTi In (1 - e—ﬁ<6i—ﬂ)) (VIL4.17)

i=1

Usando a (VIL.1.7) temos
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onde definimos o nimero de ocupagao ngo) do i-ésimo nivel de energia. Esta é a distribui¢ao de Bose-Einstein (BE).



Férmions

Ja para os férmions, n; = 0, 1. Entao
Zg = H [1 + eiﬁ(e’*")}
Qo (T, V,u) = —kgTlnZg
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Novamente, usando a (VII.4.7) teremos
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definindo, assim, o nimero de ocupacdo n, ' para férmions. Esta é a distribuicao de Fermi-Dirac (FD).

Vamos agora explorar um pouco mais a termodindmica destes sistemas separadamente.

a) Bosons

@n)? @m)? = o

Podemos transformar a integral em k na integral em € pois

Neste caso, i — ke > — ¥ [Pk = V_4rk?dk deve ser usado pois € = RE pa funcao de partigao (VIL.4.17).
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Entao, assumindo uma degenerescéncia g por nivel
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Podemos ainda, usando a definigdo da distribuigdo BE (VII.4.18) e transformando as somas em integrais como
acima, escrever
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mostrando, entdo, que PV = 2F/3.

De forma analoga temos que
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que pode ser invertida se desejarmos calcular p = p (T, V, N).
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A integral (VII1.4.23) s6 faz sentido se € — p > 0. Em caso contrario n;, ° < 0 para alguns valores de e. Se € — 0,

devemos ter, necessariamente, p < 0.

Por outro lado, no limite classico (T' — oo) as duas estatisticas (BE e FD) coincidem com a de Boltzmann e

N — Z e Bleimn)

se T — 00, 0 que implica em que, neste limite, 4 — —oo. Temos ainda,
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Aproximando a soma por uma integral chega-se a
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que com auxilio da (VIL.4.24) nos da
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que plotamos no grafico abaixo.
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Como vemos na figura, upg = prp = e — —oo quando T' — co. Entretanto, como p < 0se e — 0e u. < 0 se
T — oo vemos que ppg (T) deve ser sempre < 0.

Vamos assumir que existe Ty abaixo da qual ugg — 07. Entao, usando a (VII.4.23) podemos calcular esta
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Em termos de x = ¢/kpTy temos
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onde as fungoes ¢ (z) =

n=1

Invertendo a (VII1.4.28) teremos
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Abaixo de Ty o potencial quimico p ndo muda mas o namero de particulas em um determinado nivel muda com a
temperatura. Entao podemos dizer que, pela (VII1.4.23)
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que integrada entre € > 0 e co nos da a populacao dos niveis se € > 0. Portanto,
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e portanto restam em € =0
N(e=0) N
v

VII.4.31
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Esta é a chamada “condensacgao de Bose-Einstein” que envolve a presenca de um nimero macroscopicamente grande
de particulas ocupando o nivel € = 0.

A partir do raciocinio aqui usado podemos calcular varias propriedades do gas de bosons tais como %, Cy = (a—E) v
e ainda a equagao de estado do sistema (veja, por exemplo, cap II Fetter+Walecka).

Note que g = 1 no caso de bdésons com spin = 0!

b) Férmions

Aqui ainda continuam validas as expressoes (VII.4.21, 22 e 23) com a diferenca que
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e que g = 2 quando temos férmions com s = 1/2.

Entao,
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Note que aqui, n(?) (¢) <1 VT e, quando T — oo, n(9 (¢) — e~ P~ que ¢ a distribuicao de Boltzmann. Se T — 0
constatamos que

n© (¢) = {0 TR _g(u—e) (VIL4.33)
1 see<p

Assim, se T = 0 temos
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Definindo u (T = 0) = ep e invertendo a equagdo acima temos
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onde kp = (67°N/gV) /% como vimos anteriormente no problema do gas de elétrons (VI1.2.13).
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A (VIIL4.32) nos permite ainda calcular
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ou ainda usando a (VIL4.34), £ = 3¢p como também j4 haviamos deduzido anteriormente em (VII.2.14).

A equagao de estado também pode ser obtida da (VIL.4.32) e das equagbes acima como
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Entretanto, se desejarmos estudar a equacao de estado a temperatura finita devemos reescrever a (VI[.4.32) em

termos da nova variavel = (e — ) /kgT que nos leva a
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Se definirmos um novo parametro o = pu/kpT podemos reescrever a integral como
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Trocando x — —x na 12 integral e usando que (1 + e*$)71 =1—(e"+1)"" temos
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No limite T" — 0, ou @ — 00, teremos
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Por outro lado, a mesma aproximacao pode ser usada para N/V em (VI1.4.32) resultando em

-,

3/2 2
gV 2 3 9 T
- 4w2<h2> 3{u/2+(/<;BT) 8M1/2+”}




Reescrevendo N/V em termos de ep usando a (VII.4.34) teremos
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que pode ser resolvida para p em série de poténcias de T? como

p=er {1 o <k3T>2 +} (VIL4.38)
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de onde vemos que baixas temperaturas siginifica kgT < €. Em geral, para sistemas metalicos er/kp ~ 10* K =
temperatura de degenerescéncia é muito alta.

A forma geral de p (T") é tal que a forma da distribuigdo FD deve esquematicamente comportar-se como
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Para o caso de Férmions também podemos calcular as suas fungoes termodinamicas através das relagoes introduzidas

no inicio da sec¢ao. Por exemplo,
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onde usamos (VIL.4.38). Esta relagao, valida para kT < €p, nos permite calcular
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No limite T'— oo (limite classico) , Cy — %NkB. Mais detalhes: cap.Il Fetter +Walecka.



