VII. Particulas Idénticas

Até o momento tratamos do problema de um corpo, ou seja, sistemas cuja funcao de onda ou, mais genericamente,
o estado fisico pode ser descrito por

Y) = d’z¢ (x,0)|x) @ o) (VILI)

onde 0 =71 ou |. Na realidade criamos uma formulagdo capaz de abordar problemas ainda mais gerais onde |o)
pode representar um produto tensorial de outros estados fisicos e x pode ser um vetor em D dimensoes.

Vamos agora comecar a abordar as questoes relativas a sistemas fisicos compostos por varias particulas cuja dindmica
é regida por uma hamiltoniana do tipo

H= 3T @)+ 3 U ) + % SOV (@) (VIL2)

i#]

onde x; = X;,0; et = 1,..., N. Nesta hamiltoniana, T é o operador que representa a energia cinética de cada
particula, U é um potencial externo e V' o potencial de interacao entre as particulas. Em um sélido, por exemplo, x;
¢ a coordenada de cada elétron, o; o seu spin, U (z;) o potencial cristalino e V' (x;,z;) a interacao inter-eletronica.
Obviamente, um raciocinio analogo pode ser desenvolvido no caso de atomos e moléculas. Neste caso, o estado
fisico do sistema é descrito por

Z/ /d3x1 BryY(X1,...,XN,01...0N) [X1,...,XN) @ |o1...on), (VIL3)
~ON 7

ou ainda,

|1,Z)>:/.../dl’l...ded)(a?l,...,xN)|:c1,...,:17N>, (VIL4)

1 N

onde, como definimos acima, z; = (x;,0;) f E [ d¥z;.

Os observéaveis sao, em geral, do tipo

0, = Z O(z;) — operadores de 1 corpo (T e U em (VIL.2))
0, = = Z (x;, ;) — operadores de 2 corpos (V em (VIIL.2))
lséj
03 = Z O(zi, xj, ;) — operadores de 3 corpos
i<j<k

etc. até O, que seria um operador de N corpos.

O que acontece com o sistema de N particulas idénticas é que, diferentemente do que ocorre em mecéanica classica,
nao podemos rotula-las uma a uma. Portanto, a densidade de probabilidade de encontrarmos o sistema em uma

configuragao especifica
|’¢(.’L‘1,...,xi,...,l‘j,...,.ﬁ]\i)|2 (VII5)

é absolutamente indistinguivel da densidade de probabilidade de encontrarmos o sistema na mesma configuracao
que a anterior exceto pela troca da i-ésima pela j-ésima particula, que é descrita por

|’(/J(£C1,...,LL’j7...,ZEi,...,QTN)‘Z. (VII6)

Portanto, a igualdade de (VIL5) e (VIL.6) nos leva a concluir que a aplicacdo de um operador de permutagéo P;;
na funcao ¢¥(z1,...,2;,...,2;,...,xN) € tal que

Pj(z,... Ty Ty, TN) = ew”qp(xl,...,xj,...,xi,...,xN) (VIL.7)



pois | P;9|? = [¢|>. Mas, por outro lado, esperamos que ao se aplicar P;; novamente em (VIL.7) tenhamos
Pfj (T1, ooy Tiye ey Ty ooy TN) = €295 (Ty o Ty Ty ON) = (T1, e Ty T o) (VILS)
o que nos leva a ¢;; = 0 ou 7, ou seja
V(@1 Ty Ty 2N) = E2U(X, 2y, T, ). (VILY)
Convém notar que o resultado (VIL.8) implicar em ¢;; = 0 ou 7 depende da topologia do espaco onde as particulas
se encontram. Em 3-D nao existe nenhum problema de carater topologico que impega esta identificacdo. Entretanto,

em 2-D, estas questoes topolégicas podem gerar a nocao de estatistica generalizada para as aprticulas, o que nao
serd o objetivo deste curso. Portanto, iremos nos restringir a particulas que obedecem a (VIL.9).

Os operadores de N particulas, como A(z1,...,%;,...,%;,...,ZN), S840 tais que

PijA($1,...,in,...,xj,...,Z‘N) :A(xl,...,xj,...,xi,...,xN)Pi‘ (VIIlO)

pois
PijA(I’l,...,l‘i,...,IEj,...71’]\[)’(/)(1‘1,...,IE@...,SC;‘,...,ZL‘]\O =
Axr, ...,z Ty oo eN) Y(T1, -, Ty Ty, TN) =
A($1,...7.’17j,...7$i,...,.’L‘N)Pij’lb(.’lfl,...,$i7...,l'j7...,,CEN)

ou, de forma mais compacta, PA = AP. Se A é simétrico na troca de duas particulas, A = A e
PA= AP = PAP ' =A (VIL11)

onde P é qualquer operador de permutacdo de M < N elementos. Note que F;;.; é tal que j <+ ¢, k <> j e assim
sucessivamente que, por sua vez, pode ainda ser escrito como o produto de operadores de troca de duas particulas.
Exemplo;

Piozp(xy, 20, 23,...,2N8) = (T2, 23, T1,...,TN)
Py Pisyp(xy, 22, 23,...,2N8) = Pia(z3,22,%1,...,2N)
= ,(/)(anx?nxlw")IN)'

Se [¢) é um autoestado de uma hamiltoniana simétrica na troca de particulas, H|¢) = E|¢). Entdo, PH|¢) =
EP|y) e, por (VIL.11), HP|y) = EP|). Portanto , mesmo que P|¢) ndo seja o mesmo estado que |1}, eles sdo
degenerados. Esta ¢ a chamada degenerescéncia de troca. Voltemos agora a eq. (VIL.9).

As particulas cuja fungdo de onda é simétrica com relacdo a troca de i-ésima pela j-ésima entrada (sinal (+) em
(VIL.9)) sdo chamadas de bdsons, enquanto que as antissimétricas (sinal (-) em (VIL.9)) sdo chamadas de férmions.
E um fato experimental que pions, fotons e nicleos de *He sdo bosons enquanto que elétrons, protons e néutrons
sao férmions. Mais ainda, existe um teorema, o teorema do spin e estatistica, que estabelece que particulas de spin
inteiro sao bosons e semi-inteiro sao férmions. Lembre-se que ao trocarmos duas particulas entre si, devemos fazé-lo
através de todos os seus ntimeros quanticos e posigoes.

Antes de prosseguir na analise das fungoes simétricas e antissimétricas, vamos analisar duas questoes importantes
a elas relativas. A 12 diz respeito & condicdo sob a qual este efeito é importante enquanto que a 22 trata do
espalhamento de particulas idénticas.

Vamos supor que queiramos estudar o comportamento de dois elétrons, um na localidade A e outro na B. Vamos,
por comodidade, assumir que o estado de spin do sistema seja um tripleto e, portanto, se descrevermos a fungao de
onda do sistema por

_ It
2

P(x1,01,X2,02) = @(X1,X2)Xs(01,02) onde xs(o1,02) NG . (VIL12)



a sua parte orbital ¢(x;,x2) deve ser antissimétrica, ou seja, p(x1,X2) = —p(xX2,x1). Como cada um dos elétrons
estd em uma localidade diferente, podemos dizer que a funcao orbital é dada por

o(x1,%x2) = \% [pa(x1) pp(x2) —pa(x2) pp(x1)], (VIL.13)

onde as fungdes p4 e pp estdo localizadas (centradas) em A e B, respectivamente. Por exemplo, suponha que este
sistema diga respeito a um elétron de um atomo em Sao Paulo e a um outro elétron de um atomo em Campinas.
A questao é: seria nesta circunstincia importante levarmos a antissimetrizagdo em conta as tltimas consequéncias?
Para responder a esta pergunta vamos estudar a densidade de probabilidade de se encontrar um elétron em x. De
acordo com os postulados da mecéanica quéntica esta probabilidade é dada por

/ P ]p(x, %2) 2.

que representa a densidade de probabilidade do 12 elétron ser encontrado em x independentemente da posi¢ao
ocupada pelo 22, somada a

/ 11, %),

que representa a densidade de probabilidade do 22 elétron ser encontrado em x independentemente da posi¢ao
ocupada pelo 12, Assim,

P(x) :/d3x2|gp(x,x2)|2 + /d3x1|g0(x1,x)|2, (VIL14)

que com o auxilio da (VIL.13) nos da
P& = |oa)P / il op(e) + lon() / Bl o (x2)]? —

~ e {eates () [ Eaipata) st . (VILLS)

Portanto, se nao existir uma sobreposigao (overlap) apreciavel das duas fungbes, ¢4 e pp, o ultimo termo de
(VIL.15) se anula e a antissimetria da fun¢do de onda é irrelevante. Entretanto, se esta sobreposigdo é apreciavel,
este termo de interferéncia se torna fundamental. Sem a interferéncia as particulas sao distinguiveis.

Um problema onde a sobreposi¢ao obviamente ocorre é num proceso de espalhamento entre duas particulas idénticas,
tanto no caso de bosons quanto no de férmions.

12 caso: Vamos considerar o espalhamento de 2 bésons sem spin. Neste caso,
Y(ry,ro) = P ritr2)/h ) - (VIL16)

onde p é o momento linear do centro de massa das particulas e r = r; — ry a sua coordenada relativa. Como a
funcdo v é simétrica sob Pjo, devemos ter

o(r) = p(-1), (VILLT)

o que implica em que os Gnicos possiveis autoestados do momento angular relativo sejam pares, ou seja, p(r) =
F(r)Y;™(f) onde | = 2n (n € N). Sem levar em conta a simetria de ¢(r), deveriamos ter
ikr

e

o) ~ €+ 1(0)—,

que deve ser modificada para

o(r) ~ T L7 KT L [£(9) + f(m—0)] e: (VIL18)




onde usamos que ao trocar as particulas, r - —r = 6 — 7 — 0. Portanto, a amplitude de espalhamento deve ser
substituida pela sua forma simetrizada

f<(0) = £(0) + f(r —0) (VIL19)
e a segao de choque diferencial é agora
ZT(; = fsl> = 1f(O)F +|f(x = 0)]> + 2Ref*(0) f(x — 0), (VIL.20)

que contém no seu 12 termo o espalhamento

no 22 termo o espalhamento

e, finalmente, no seu 32 termo, a interferéncia entre as duas possibilidades acima.
22 caso: Vamos, agora, considerar o espalhamento de 2 férmions de spin s = 1/2.

No caso de termos um singleto de spins (spinor antissimétrico na troca de 1 por 2) a parte orbital da fungéo de
onda é simétrica e, portanto, igual a do sistema de 2 bosons sem spin (12 caso). Assim,

(j(az) = |fP = O +|f(m = )]> + 2Ref*(0) f(x — 0), (VIL21)
singleto

Se por outro lado os spins das particulas estiverem em um estado tripleto (simétrico na troca de 1 por 2) teremos
a parte orbital antissimétrica e entao,

p(x) ~ €T — T L [f(6) = f(m—6)]—, (VIL22)

o que implica em
do
(ﬂJme = |f(0) — f(x =) =
= |fOF + 17 (x—6)P — 2Ref*(B)f (). (VIL23)

Ja no caso de spins nao polarizados a probabilidade de ocorréncia dos processos acima em cada um dos canais
s=0,ms=0o0us=1, ms; =0,+1 sao iguais, o que nos leva a

() () i) -
dQ nao-pol 4\ dQ tripleto 4\ dQ singleto

[F(O)1 + | £ (m = 0)]* = Ref* () f(r — 0). (VIL.24)



VII.1) O espago de Fock

Para descrever um estado de N corpos vamos considerar a base |Eq,...,En) = |E1) ® ... ® |En) onde {E;}
é o conjunto de niuimeros quanticos compativel com as simetrias do problema de 1 corpo. Entao, cada E; =
A1y A2, ..oy Ao Exemplo, E; — k, s, (momento linear e componente z do spin) ou E; — E (energia).

Desta forma temos na representacao de “coordenadas"

Entao,

<E1,,EN|’Q[J(t)> = Z /.../d3x1...dngz/J(ml,...,xNj) <E1|.’E1><EN‘LL‘N> (VIIl2)

Como queremos expandir [¢(t)) na base |Eq,..., Ex) devemos ter

W)= > C(Ey,...,En,t)|Ey,...,Ey). (VILL3)

que comparada com a (VII.1.2) nos da

C(Ey,....En)= ) /.../d3x1...d3a:Nw(x1,...,xN,t)gprl(arl)...@*EN(xN). (VIL1.4)

Tlyeeny ON

Na representacao de coordenadas

Aoo
@y, an,t)= > C(Er,....,En,t)¢p,(11)...0my(xy). (VILL5)

Ei,...En=M\

Entéo, usando a (VIL.9) teremos

> C(Br,....Ei,....Ej,....En,t)op, (1) ... 05, (2:) .. .05, (x;) ... oy (zn) =
Eq,...,En

+ Z C(El,...,Ei,...,Ej,...,EN,t)gOEl(l‘l)...(pEi(Z‘j)...@Ei(l‘j)...QOEN(l‘N):

E1,....ENn
= £ Y. C(Bi,....Ej,....Ei,....En,t) o, (1) ... 05, (%) ... 08, () ... py (xN),
Eq,...EN

pois os indices E; e E; estao somados. Assim, vemos que

C(Ei,...,Ei,...,Ej,...,Ex,t) = +C(Es,...,E},...,E;,...,Ex,t). (VILLG)

Vamos explorar este fato nos casos das particulas serem bosons ou férmions.
i) Bosons
Consideremos um sistema de N boésons tal que

nibosons em A\
nobdsons em Ao

o0
mas E n; = N,
i=1

NoobOsons em Ao



As ) ns

Ag | o N4
A3 oo n3
/\2 Mo
Al|o-0-0 ny

entdo os C(E1,..., E;,...,Ej,...,En,t) sao tais que

C(1,2,1,1,3,3,2,1,1,4,...,t) = C(1,1,1,...,1,2,2,2,...,2,...,t). (VILL6)

ni no

Assim, podemos definir

Cni,..  no,t) =C(1,1,1,...,1,2,2,2,...,2,...,¢). (VILLY)

ni n2

Como o estado |¢)) deve ser normalizado; (1|¢)) = 1. Entéo,

> |C(EL,.. Ex )P =1

Ei,...ENn
= > [Cln,... e, )P > 1=1, (VILLS)
Ni,..., Noo Eq,....En
(g, Noo)
onde > ¢ asoma sobre todos os E, = (A1, ..., ) de tal forma que ny particulas estdo em Aj,ng particulas
FEq,..., En
(nq,..., Neo)

estdo em Ag,...,ni particulas estdo em Ax mas Y n; = N. Consequentemente,

> 1:#. (VIL.1.9)

By oy nilng!. .. ng!
(ny,.--s Noo)
Usando a (VII.1.9) na (VII.1.8) temos
— N!
2 _

N1,y Moo
que pode, através da definigao

N!

H=C W ————
f(nla anoov) (nlv y Moo ) n1!n2!...noo!’

(VIL1.11)

ser reescrita como

S e, )P =1, (VILL12)

ni,...,Noo

0 que nos leva a escrever a fungao de onda 1 como

¢(m17'~~,1’Nat): Z C(Elv"'7EN7t)SDE1(x1)"'§0EN($N):
Er,....En

nilng!. .. ng!
= Z f(nla"-7nooat) TOO Z ¢E1(x1)"'90EN(xN>7
N1y..sNoo ’ El,... EN
(ny,..., Neo)



ou ainda

1/’(9517~-~»$Nat): Z f(nla"'an007t)¢n1,‘..,noo(x17"~uxN)

15---5Mo0
onde
ni!lng!. .. ne!
Gy (T1,. . 2N) = T“’ > e (m1).. oy (zy). (VILL13)
' Ei,...ENn
(N1 Mo0)
Esta fung@o é a representacao de coordenadas de um estado abstrato |nq,...,ns) de nimeros de ocupagao dos

niveis de 1 corpo,
Qijnl,...,noo (.131, . ,Z‘N) = <Z‘1, e ,.13]\/|’I’I,17 e ,’I’LOO>. (V11114)

Exemplo: Vamos escrever a fungao de onda de 3 bosons, estando 2 deles ocupando o estado A1 e o outro em As.
Neste caso temos N = 3, ny = 2 e ng = 1 o que implica em (n;!ng!/N)Y/2 =1//3 e

A2
1
$2,1,0,...(T1, T2, 73) = ﬁ Z ep, (11)¢E, (T2)pE, (13) =
Ev, Bz, E3=X\1
(2,1,0,...)

= % [p1(z1)p1(z2)p2(s) + @1(x1)p2(22)P1(23) + p2(@1)pr(22)p1(2s)],  (VIL1.1E)
que é uma func¢ao de onda totalmente simétrica.
ii) Férmions
Neste caso temos
C(Ey...E;...E;...E,,t)=—-C(E1...E;...E;...En,t), (VIL1.16)
o que implica em que duas particulas quaisquer nao podem ocupar o mesmo estado pois se E; = E; a (VIL.1.16)

diz que ¥ = —1, ou seja, ¢ = 0. Portanto, se pensarmos na ocupacao de um determinado estado A; teremos apenas
duas possibilidades: n; = 0 ou 1.

)\5 I- L ] ns
Aa ! T4
AS [ { ] ng
A2 | ° n2
At L] ni

Vamos definir

C(ni,...,Neo,t) =C(By...< E; <...< E; < En,t). (VIL1.17)

Como (]1)) =1 teremos

Yo 0B En )= Y [Tl )] Y =1,

El...EN ni...Noo Ey...En
(ny...nco)

onde n; =0 ou 1, o que implica em

> 1=NL (VIL1.18)

Ei..En

(n1.--noco0)



Definindo f (n1,...,Me0,t) = C (n1,...,Ne0,t) V N! teremos

S nee )P =1

n1...Noo

blo o) = S f(nl...noo,t)\/% S Ales, (@) om, (@),
ni...Noo " E

1'~~En

(n1.-mnoo)

onde A[*] é uma operagao de antissimetrizac¢do na troca de qualquer i por j (e zero se ¢ = j),

(o) = S f(nl...noot)\/% S FBNop (@) oy (zy)  (VILLIY)
N1...Noo . ENn

(ny...m00)

onde
1 se FEp...EN é uma permutacao par dos estados ocupados entre A1... Ay
efrBv =0 1 se FE,...Ey éuma permutacao impar dos estados ocupados entre Aq ... Ay
0 se Ei = Ej

que, usando a definicdo de determinante, resulta em

Prynoe (T1-..TN) = Z BN op (11) ... pmy (TN)

2

‘" Ei...EN
(ny...nco)
L | (1) - ¢Ey (1)
¢r, (TN) - @By (TN)

que é o conhecido determinante de Slater.

Aqui também

Onyoma (@1 2N) = (X1 .. ZN|NL .. Do)

Y (xy...xN,t) = Z fni.. . neo,t) bnyomo, (T1-..2N),

n1...Noo
ou

W)= > f(n1..net)|n1...nx).

ni...Noo

Entdo podemos concluir que os estados |n;...ns) formam a base do que chamamos de espago do numero de
ocupacao, o espago de Fock. Os estados de N boésons ou férmions podem ser expandidos nesta base com os
coeficientes f (ny...Mneo,t) acima definidos e a representagdo de coordenadas destes estados de base é dada por
(VIIL.1.13) para bosons e (VII.1.20) para férmions e ainda

(nyny ... L1 - Moo) = Opynt Ongnt, -+ - Oy, (VIL1.21)

Z [n1 ... n0) (N1 .. noo| = 1.

ni...Noo

De posse destes resultados podemos optar por trabalhar diretamente no espago de Fock, o que pode ser feito ao
transformarmos todos os operadores para esta representagao. O procedimento é direto, ja que sabemos representar
os estados |n ...ns) em coordenadas assim como os observaveis de N corpos. Apesar de mais direta, esta dedugao
requer uma atengao especial nas passagens algébricas, o que nos leva a optar por um caminho alternativo.



