Operadores no espacgo de Fock

Como os estados no espago de Fock sao rotulados pelos niimeros de ocupacao n) e obedecem a (VII.1.21) podemos
nos valer do conhecimento ja adquirido ao tratar o oscilador harménico algebricamente e definir operadores namero
de tal forma que

a;aﬂnl C M Meo) = Np|NL My ne) (VIT.22)

Entretanto, no caso particular de muitos corpos devemos separar a nossa discussao da criacao destes operadores em
dois casos:

i) Bosons

No caso bosobnico, como ja mencionamos antes, os nimeros de ocupagao sdo quaisquer desde que > ny = N, o
X

nimero total de particulas. Assim, podemos imaginar que aumentar o nimero de ocupacao do estado A seria
analogo a aumentar a energia de um A-ésimo oscilador harménico. Entao a analogia seria entre o ntmero de
ocupagao de um A-ésimo estado de 1 corpo e o niimero de quanta de energia em um oscilador rotulado por A.

Com essa analogia podemos definir operadores by e bf\ tais que

[bx, ba] = 0
[bA,bH — San. (VILL.23)

Com essa &lgebra e o nosso conhecimento prévio da fisica do oscilador harménico podemos mostrar que

blbalna) = nalna)
blna) = viis T Ilna + 1) (VIL1.24)
bA‘nA> = \/ﬁ\n,\ — 1>

ou
b;b,\|n1...n,\...noo> =nxng... Ny Neo)
bilny...mx. . noe) = Vax FI|ny...nx + 1...n00)  (VIL1.25)
balng...nx...Noo) = /NNy ...nx —1...ngo)
e ainda

bi™ b" bl
o) = c.—2210...0). (VIL1.26
e ) = T Vgl e (VL0

VAcuo
ii) Férmions

No caso fermidnico ndo podemos usar a mesma algebra que em (VII.1.23). A razdo é simples; o nimero de ocupagao

ny = 0 ou 1. Vamos, entao, introduzir operadores a) e ai tais que

{ax,a;,} = aAa;, + a;,a)\ = d\n

{anav} = {al,al,} =0, (viL127)

onde {4, B} acima definido é o anticomutador de A com B. Desta forma temos

alay =1—ayal. (VIL1.28)



Como afa = (aTa)T (operador hermitiano), vamos estudar o problema

afala) = ala). (VIL.1.29)

Usando a (VIIL.1.28) podemos escrever

(aTa)2 = aladla
al (1 — aTa) a
= ala—dldlaa
= da'a
= (aTa)2 la) = o?|a)
= afa)
= (a2 — a) la) = 0
=a = 0oul.

Assim, s6 ha 2 auto estados de afa;

a'all) =[1) e a'a|0)=0. (VIL.1.30)

O estado af|0) é tal que

aTa(aT\()}) = (l—aaT)aT|O> = af|0)
=a'l0) = Bl1),
que quando normalizado nos d&
(0laa’0) = 1
=18 = 1
=afl0) = 1), (VIL1.31)

a menos de uma fase que tomamos = 1.

Por outro lado, a|l) é tal que

a'a(all)) = (1-aa')all)
= a|l) —all)
= 0

:>a|1> = 7‘0>7

que quando normalizado nos d&

(1|atall) = 1

=>h* =1

=all) = |0), (VIL.1.32)

a menos de uma fase que tomamos = 1.
Note que a e a' particularizam as férmulas af|n) = v/n +1|n+1) e aln) = /n|n — 1) paran =0, 1.

Assim podemos definir

Ining ... neo) = al™ .. al?>=]0,...0),



nesta ordem por convengdo. Portanto, usando (VII.1.27),
(—)mtretetia gime g al™ L alt=10. .. 0)

(—1)5()‘)\...71)\—1...) seny =1
0 se ny = 0.

axng...nx...Neo) =

Analogamente,

S(X)
_1 1... S :O
ai\nl...nk...nodz{( )7+ ) se my

0 se ny = 1.
Acima definimos S (A\) =nq +na + ... +nx_1.
Portanto, podemos sempre escrever a base do espago de Fock, |n; ...ns), como

fn1 ine tn
™ el cliee

Im o) = o Ul

0...0), (VIL1.33)

onde [Ci,Cj](:F) = [cg,cﬂ - e [ci,cﬂ - di;. O sinal (—) vale para bosons (comutagao, n; € N ) e (+) vale para

férmions (anticomutacdo, n; = 0,1).

Uma outra forma de representar os operadores de criagao e destrui¢ao no espago de Fock é através do conceito de
operador de campo. Estes operadores sao definidos através dos autoestados (fungoes de onda) de 1 corpo como

P (x) = Xk:% (x) ek

B =Yg e, (L
k

onde {c;ﬁci/}( ) = Orr € ©k (x) pode ser um spinor. No caso de k = {k, s,} temos
:F

I i

Pt (x) H + Pxy (%) m

e, portanto, o operador de campo é spinorial

iix) = |91 (%)
D (x) = L/w (X)], (VII.1.35)

co1ml /(ﬁa (X) = Ek: Pka (X) Cka; @ =T ou |.

Pelas relagoes de comutagao ou anticomutagao dos ¢; e ortogonalidade dos auto estados ¢; (x) podemos constatar
que

|:/lz[;04 (X) ) 112;;3’ (y)] T = Z <)Okoz kaﬁ ) |:Cka, CL/B:| +
kk’
= s 2 () () = s () (VILL36)

e [da ()05 ()] _ =[98 )] _ =0

Os operadores de campo podem ser encarados como transformadas de Fourier generalizadas dos operadores de
criagao e destruigao nos autoestados @y, (x) e sua interpretagao é de operadores de cria¢do ou destruicao de particulas



no ponto x. Portanto, o papel de ay e v (x) (ou aL e T (x)) é muito semelhante: ambos destroem (ou criam)
particulas e a unica diferenca estéd na representagao considerada. Se as relagbes de comutag@ao ou anticomutacao
envolvem deltas de Kronecker ou Dirac depende da representagao escolhida ser discreta ou continua.

A representagdo de operadores no espago de Fock, discreta ou continua, pode ser estendida ainda mais. Vamos,
para tanto, analisar o estado de N corpos nas representagoes discreta ou continua.

Como vimos, o estado de N-particulas é, numa versao discreta, escrito como

fna alne

a o0
Won) = Y f(n1...no) lnl!"'\/TTo!lm’ (VIL1.37)

Nn1...Noo

o0
com Y, n; =N (n; =0,1 para férmions).
i=1

Por outro lado também sabemos pela (VII.1.3) que

No limite continuo temos que
[YN) = /.../dE1 ...dENC (Ey...EN)|Ey...EN), (VII.1.38)

com [...[dE;...dEx|C(E;. LEN))? =1 O que queremos ¢é poder escrever (VIL.1.38) de forma andloga a
(VIIL.1.37) o que pode ser feito se encontramos C' (E; ... Ey) tal que

[N :/.../dEl...dENé(El...EN)aT (Ey)...a" (Enx)[0) (VIL1.39)

e os operadores a (E) no continuo sdo tais que

[a(E),a" (E")]_=0(E—E'). (VIL1.40)

:F

Vamos definir os operadores discretos ag, como

1
= E)dE VII.1.41
aEg, \/TE‘O / a( ) ) ( )
AE,
de forma que
1 1
o= dEdE' [a(E),at (EN]_,
[o20: 2k \/mml [ a2 o).l (),
oAE()

que, com o auxilio de (VII.1.40), nos da
[aEO,agOL — Spomy,  (VIL1.42)
que é o resultado desejado no caso discreto.

Normalizando |¢x) em (VIL.1.39) temos

(Un[N) / /dE’ dEN/ /dE1 dENC" (E}...EN)C (E,...Eyn) x
x (Ola(EY)...a(B})al (Ey)...a' (EN)|0) =1. (VIL1.43)



Usando as relacoes de comutagao ou anticomutagao para passar todos os operadores de destruicao para a direita
dos de criagao, pode-se mostrar que esta integral se reduz a

(Wn|¥n) :/.../dEl...dEN [C(Er...Ex)|"N1=1, (VIL1.44)

que comparada & normalizagdo de |1y) em (VII.1.38) nos da

C(E...Ey)

C(Ey...En) = TN

(VIL.1.45)

o que nos permite reescrever (VIL.1.39) como

at (Ey)...at (Ex)
U

|¢N>:/.../dEl...dENC(El...EN) |0)

aT (El) .. .G,T (EN)

VNI

onde introduzimos a notagdo |E; ... En)r para diferenciar este ket de |Ey ... Ey) = |E1) ®...® |Ex). O primeiro
ket carrega na sua defini¢ao as propriedades de simetria (para bosons) ou antissimetria (para férmions) na troca
de E; por L}, ou seja, podemos encard-lo como a representacdo do segundo ket no espago de Fock. Assim sendo,
iremos omitir o subscrito ' de |E; ... En)F e usar a representacdo de |E; ... Ex) de acordo com o espago onde
estivermos trabalhando.

Em termos dos operadores de campo teremos
00 = [dBera(®)
~a(B) = [ )9 6.

ou ainda, pela (VII.1.46),

C(E...Ex)
N

_ /d%l...dSmN% {/dEl...dENC(El...EN)cpEl (x1) ... omy (xN)}1;T (x1)... %" (xx) |0}

Ot (x1) ... (xn)
VNI

[N /dE1 ...dEy /d3x1 o dBPrnop, (x1). .. opy (x8) 0T (x1) ... 0T (xn) |0)

= /dgzl...dgzNz/)(xl...XN) 0),

que nos permite definir

Ot (x1) ... T (xw)
VN1

|x1,X2...XN)F |0) (VIL.1.47)

€ escrever

|1/JN> :/d?’xl...dSINw(Xl...XN)|X1...XN>F.

Convém notar que na expressao acima |X;...Xy)r também carrega na sua definicdo as propriedades de simetria
q

(para bosons) ou antissimetria (para férmions) na troca de x; por x;. Aqui também |x;...Xx)F é a representagéo

de |x1...xn) no espago de Fock o que, seguindo a argumentagio apés (VII.1.46), nos leva a omitir o subscrito F

também neste caso.

A representagio (VII1.1.47) sera de grande utilidade ao descrevermos operadores de muitos corpos no espago de Fock
o que sera feito através do conceito do operador densidade reduzido.

Um conceito muito importante em mecanica quantica e em mecéanica estatistica quantica é o do operador densidade
que é definido como

p= pylt) (W], (VIL1.48)
P



onde p, é uma probabilidade classica de o sistema ser encontrado no estado |¢); > py = 1. No caso de certeza de
»

se encontrar o sistema em um dado |[¢), p = |[¢)(¢| e diz-se que o sistema encontra-se num estado puro. Em caso
contrario temos uma mistura estatistica.

O valor médio de qualquer observavel é dado por

(0) = tr(p0), (VIL.1.49)

que, na representagao de coordenadas e para um estado puro (a generalizagdo para a mistura estatisitica é imediata)
se torna

(0) :/.../dml...de/.../dyl...dyN (@1 ...an]) Wlyr .. yn) (@1 ... zn[Olyr . ..yn)  (VILL.50)

onde definimos (z1...zx|Y) (Y|ly1...yn) =p(x1... TN Y1 ... YN).

Em nossa notagao, [dx; =Y [ dx;.

Vamos considerar os nossos resultados para outros casos.

Se O = Zél = 0;. Temos

K2

(y1-..yn[Olas ... an) = 6 (x1 —y1)...O(ys;2:) 6 (en —yn), (VILL51)

enquanto que se O = % > Oij = 0, temos

A 1
(y1...yn|Olx1 ... 2N) = 3 E d(x1—y1)---OWiyjs i, 25)...0 (en —yn) . (VILL.52)
i#j

Entdo se O = 61
<©1> = Z / .. ./dxl codri_driny .. day /p(xl e X TN Yie e 2N ) O (yi; ) doidy;,  (VIL1.53)
ese 0 =0, a (VIL1.50) e (VIL.1.52) nos dao

- 1
<02> = 52/.../dl’l...dSCZ‘_ldiL’H_l...d.’ﬂj_ldl'j_‘_l...dZL'N
i#]

‘//dxidxjdyidyjp (1. .2y N T Yo Y- 2N) O (v, 55 24, 25) . (VIL1.54)
Como p(z1...2Nn;y1---yn) = Y (21 ...2N8)Y* (Y1 ...yN), & troca de qualquer par (zy,yr) por (Zn,yn) nao ira

alterar o resultado ja que as fungoes de onda sao simétricas ou antissimétricas na troca de 2 particulas. Desta forma
podemos escrever

(01) Z//Pl (zi39:) O (yis i) didy;
// dudypy ()0 (y,2),  (VILLS5)

onde
0/ (z;y) :N/dxg...dmNp(;U,:EQ...xN;y,xg...xN)



é o operador densidade reduzido de I1-particula e

A 1
(Og) = 52////,02 (i 253 i, ¥5) O (yayy; wizy) daidejdy;dy;

i#]

1
5////;32 (z,2";y,9') O (y,y; x,2") dedz’dydy’,  (VIL1.56)

onde

p2 (z,2"59,9") :N(N—1)/d$3...dmNp(a:,x’,m3...ch;y,y’,xg...:vN),

é o operador densidade reduzido de 2-particulas.
Os operadores g1 (2;y) e p2 (z,2';y,y") podem ainda ser representados em termos de operadores de campo.

Usando a (VII.1.47) podemos escrever

prasy) =y [ e den (010 () ()01 (o) 001 (o) . 22) 0 2) )
Of (22) ... 01 (xN)|0><O|7Jﬂ (zn) ... O (a2)
(N =1t (N —1)!

/ dzs . .. den (WOl (1) W () |4)

/d:cz den (@ () |ze . an) @2 | (@) [0)
= (W () (x) ) (VILL5T)

poostiy) = TR Ldng o 010 )0 ()0 (o) /00 (o) - (23) 0 1) 60 )

n h f(x ...Ax
= /dxg...d$N<z/}|z/)T(y)¢T(y/)w(3) ¥ (zn)

- / dzs ... don W @)D @) 123 - an){es .. anld (@) 9 (@) )
= W @)D ) D) D @) ), (VILLS)

o que nos permite reescrever (VIL.1.55) e (VIL.1.56) como

©1) = [[ Wl @)% @) 19)0 (vi) dady
©2) =5 [ 010" )" W) @) ) 130 (0. dd gy

Nestas expressoes para <@1> e <(52> 0s tinicos termos que sao operadores dependem de ¢ e 1. O (z;y) e O (z,2"5y,v)
sao fungoes que representam, em coordenadas, o elemento de matriz para apenas uma ou duas particulas. Todo
o carater da estatistica bosonica ou fermionica esta em (| (%) |¢). Portanto, o termo (x) em (01) ou (Oy) é a
representagao de O; ou 05 no espago de Fock. Assim, podemos escrever de forma bem geral

O =3 //d:‘xld?’yﬂ/}il (1) Oy (X1,¥1) ¥, (y1)  (VIL1.59)

a1B1

~ 1 . ~ ~ ~ N
0, = 3 Z ////d3$1d3$2d3y1d‘3y2¢21 (1) P!, (x2) Oayanifrpe (X1, X23 Y1, Y2) ¥p, (¥2) ¥, (y1).  (VIL1.60)

a1frazfa



Esta representagao pode ser generalizada para um operador de N-corpos como

R 1 ) )
On = Z / /dgxldsm Cand’yn ¥l (x1) .. 0L (xn) %

a1B1...anfN
X Oajas..anififa..fn (X1X2 . . XN;Y1Y2 .- YN) Yy (YN) -+ g, (¥2) g, (y1) . (VIL1.61)

Em geral estaremos interessados em operadores de 1 ou 2 corpos como os que aparecem na hamiltoniana (VII.2).
Neste caso, os operadores de 1 corpo > T (z;) e >, U (z;) sdo diagonais nas coordenadas e no spin, o que nos leva
i i
a (também independente do spin)
Oy (X1,¥1) = 0ay 3,0 (X1 — y1) O (x1)

a (VIL.1.59) tranforma-se em

Z/d?’m/ﬁ (x) 1o (x).  (VIL1.62)

Por outro lado, a energia potencial de interagao entre as particulas é da forma
Oy aaifpa (X1,X25¥1,¥2) = 00y 8,00s8,0 (x1 — X2) 6 (x1 — y1) 0 (x2 — y2)
a (VIL.1.60) pode ser reescrita como

Z / Ol (x1) Dl (x2) O (%1 — X2) ey (x2) Yy (x1) dPz1dzs.  (VIL1.63)

QIQQ

Convém notar que a ordem em que os operadores de campo aparece deve ser preservada na forma que a deduzimos.
A troca da ordem no caso dos bésons é indcua mas ndo no caso dos férmions. Operadores fermionicos anticomutam
e isso causaria uma mudanca de sinal na defini¢ao do operador.

De posse da representagao dos operadores em termos de campos podemos escrevé-la em qualquer outra referente a
estados de 1 corpo, ou seja, se usarmos a defini¢do dos operadores de campo como em (VII.1.34) em (VIL.1.62) e
(VIIL.1.63) teremos

01 = D d'wi (x)0(9 v ()
- >y / i (0) al, O i () ok
o  kk’
= > > al, (k|OK) awq, (VIL1.64)
o  kk/
onde
(k|OK’) = / 2ot (x) 0 (x) prer (%)
‘ 1
02 = § Z aLIO‘aIQﬁ <k1k2|0|k3k4> Ak, BA0kzas
afkikaksky
onde

(kikz|Olksks) = // dad®y o, (%) ¢k, (v) O (x — ¥) oics (¥) pics (%) (VILL65)

De forma geral geral temos

O = ZC ilOlj) ¢

0, = ch (i§|Okl) ciek
zgk)l

03 = Z c c (1jn|Olklm) cpmerck
.zjnklm



etc.

onde os indices 4, j ... representam o conjunto dos nimeros quinticos apropriados do problema de 1 corpo (por
exemplo, i =k, )

Exemplos:
i) Densidade de particulas

No espago de Hilbert usual temos n (x) = > J (x — x;).

Entao, no espago de Fock teremos

7 (x)

S [ il )8 6 %) b )
= ) Ol (%) ¢ (x). (VILL6T)

Portanto, o operador niimero total de particulas é dado por
N / d3zn (x)
> / Pl (x) g (x),  (VIL1.68)

ou ainda, usando a representacao de ondas planas temos pela (VII.1.34)

N =) al axa (VIL1.69)
ak

ii) Densidade de spin

No espago de Hilbert usual temos o5 (x) =Y 0apd (x — x;).
Entao, no espago de Fock teremos
Gon () = [ Sk ) 0t (- x) by () '
af

= Sl () 0asts (x)  (VILLT0)
aB

. B .
Stotal = /de Z wl (X) 50'04,3 ¢/3 (X) )
af
que na representacao de ondas planas se escreve

h
Stotal = »_ af, a8 ais. (VILLTL)
af



