VIII - Mecanica Quantica Relativistica
VIIL.1) Geometria do espago-tempo

Nossa intengao agora é explorar a geometria das transformagoes de Lorentz e do espago - tempo. Vamos comegar
estudando transformagoes lineares em bases nao - ortogonais. Consideremos um vetor |v) = ¢ |e;) (notagdo de
Einstein > ¢" |e;) = ¢ |e;) (VIIL1.1)).
i
Uma tranformagao linear R é definida de forma que
lel) = Ri;le;) (VIIL1.2)

é uma nova base no espaco considerado.

Entao, podemos expandir |v) nesta nova base como

) = 'le)) = "Rile;)

= "R, = ¢;. (VIILL3)

Multiplicando os dois lados de (VIII.1.3) por (R’l)kj teremos

(RY ¢ = ¢ (RY R,
_ clié‘ki

Clk,

ou seja
i —1\¢  j
"= (R 1) ;.
Em notagao matricial,
d =R 'c. (VIIL1.4)

Assim como |v) pode ser descrito pela n-upla (cl,cz, .. .,c") existe um outro conjunto de componentes para

representa-lo. Consideremos o produto escalar (v|e;) representando a nova componente de |v),
(vle;) = (cj)* (ejlei) = ¢ (VIIL1.5)
Portanto dado o conjunto {¢'} podemos encontrar {c;}.

Exemplo:

v




De figura acima vemos que se |e1) L |es) = ¢f = ¢;.

Como se transformam os ¢}s?
o~ -\ k
Pela defini¢do das novas componentes devemos ter ¢; = (c’ﬂ) <e§-|e;> e, portanto,

|€;> = Rji|6j> = <6/i|:<ej|R*ji
:><e;-|e§> = (ek|el>R*ijll-

como ¢ = (R 1 temos ()" = (&) i

== (R0 (euley) R RY,
= 0" RP M (exlep)

Rt (exley)

RpiCp

= cCc; = RjiCj

K3

ou, matricialmente,

& =éR (VIILLG6)

{c¢'} sdo as componentes contravariantes de |v) e {¢;} sdo as componentes covariantes de |v).

Consideremos |a) = a’le;) e [b) = b'le;). O produto a’b; se transforma como a'b; = (R™')" R jaFb;. As combi-
nagoes de variaveis que se transformam como produtos (covariantes, contavariantes ou ambas) de vetores, damos o
nome de tensores. Por exemplo,

(AY7* = (R (BN 5 (R o BY R™ R AT . (VITLLLT)

Vamos particularizar a nossa discussao para os espagos vetoriais sobre o campo dos reais. Neste caso,

lef) = R7,|e;) = (el| = (e;|R?; (VIILL.8)
(e}lel) = (er]ej) R'wRY;  (VIIL1.9)

= (eile;) se transforma como um tensor covariante
que é o tensor métrico do espaco.

Pela definicao (VIII.1.5) para o campo dos reais

¢ = gi;¢  (9i5 = 9j). (VIIL1.11)

Vamos, entdo, definir g/ de forma que , N
¢t =g¢Y¢;. (VIIL1.12)

Mas, de (VIII.1.11) temos que

¢ = gngkc

=gYg;, = &% (VIIL1.13)



Para justificar a (VIIL.1.12) devemos mostrar que g* se transforma como um tensor contravariante de posto-2.

Desta forma

= g'inpile

. glij

113 1
gjcj
115 pl

9" R ja

119 l
g RP R o

g/inpilecl

gplcl

g"

(Rfl)ik (Ril)jlgkl.

Assim como os vetores podem ser representados por dois tipos de componentes, operadores também admitem varias

representagoes.

Ale;)
= (ej|Ale:)

Aki|ek>
A%y (ejler)
gAY

Ay

por se transformar como um tensor covariante de posto-2. Analogamente,

9" Ay = g™ g g,

Ay = A =AY,

que se transforma como um tensor contravariante de posto-2.

Assim,

gUgu .. T7 =T (VIILL14)

ou seja, a multiplicagao por g% levanta o indice j (j — i) enquanto que g;; abaixa o indice j (j — i) de um tensor.

Em particular,

gijgjk

Funcgoes Tensoriais

i

gk
6

(VIIL1.15)

N - . ; i , - -
Seja Wi, («', 2%, ... 2") uma fungao tensorial. Como z"* = (R™')"; 2/ temos z¥ = R¥; 2"/, Entéo a fungio no

novo sistema (K’) é dada por

W (@) = (R (R) ;W (RE2')  (VIILL16)

Uma funcao escalar escalar se transforma como

W' (2"*) =W (R';2"”) (VIL1.17)

Quando W = W' a funcao é dita invariante.



Exemplo: W = zz; = gijxjxi

W = Ry (R ap2™

= 2%z,

Por outro lado, W = a;2° é escalar mas nao é invariante pois
W' = aR'jz"
a;-:n'j
e aj # aj.

Se derivarmos a fungdo escalar W'(z'*) = W (R'; 2"7) com relagao a z'* temos:

ow' oW ozF
ox't  Oxk g’
ow
= RF,——
oxk
= gz[f se transforma como a componente covariante de um vetor v; = % =o,W. (VIIL.1.18)

Transformagoes de Lorentz

A transformagao de Lorentz é um caso particular do que estamos discutindo onde, usando a notagéo p = 0, {i} e {i} =
1,2, 3 para os indices, definimos

1 0 0 0
" 0 -1 0 0
79 =10 0 -1 0
0 0 0 -1
e
at = (et,x) = (:co,xl,xz,z3)
Ty = Gua’

= (ct,—x) (VIIL.1.19)
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. . s . . 2, . . ~ . s
A teoria da relatividade restrita nos diz que o produto z*z, = ¢*t? — |x|° é invariante. Em notagao matricial:

zgr = 7'gr’. (VIIL.1.20)

Vamos representar a transformagao de Lorentz (T.L.) por

' = Az. (VIIL1.21)

Entao de (VIII.1.20)
FAghx = Fgx
= AgA = g (VIIL1.22)

Consequentemente,
det(AgA) = (detA)*detg
= detg
= (detA)® = 1



ou

1 = T.L. propri
detA:{+ T PIOPT g 93)

—1 = T.L. improprias

Vamos estudar as T.L. proprias. Consideremos o ansatz
A=eb,
onde L é uma matriz 4 x 4,

= detA = detel = &L = 1
=trL = 0

Como g2~: 1 temos de (VIII.1.22) que ghg = A='. Mas, A = el = ghg = e9L9 e como A1 = =L temos
g/~\g = e919 = ¢~ ou ainda, gl~/g = —L = gL = —gL. Ou seja, gL é antissimétrica. Portanto,

0 Lot Loz Los
Loy 0 Ly Ly
~ 1= — _w-S—¢-K
Loy —Lq2 0 Los “ ¢

Los —Liz —La3 O

000 O 0 0 0 O 0 0 0 O
000 O 0 0 01 0 0 -1 0
S1=10 00 1" o 0o 00 ™ o1 0 o0
0 01 O 0 -1 0 0 00 0 O
01 00 0 01 0 0 0 01
10 00 0 00O 0 0 0O
Ki=1g 00 o %2=|1 0 0 o[ ®=1g ¢ o o (VHILL2Y
0 00O 0 00 0 1 0 00
Para determinar w e ¢ devemos estudar 2 casos particulares.
Hw=0el=(6é = L=—-(K;.
A = e
= (I - K7})— Kisinh¢ + K7 cosh(
cosh( —sinh¢ 0 O
_ —sinh¢ cosh¢ 0 O
= 0 0 1 0 (VIIL.1.25)
0 0 0 1
H)w=0ése(=0=L=-0S5;
1 0 0 0
0 cosf —sinf O
A= 0 sinf cosf O (VIIL.1.26)
0 0 0 1
No caso geral temos
¢ =pBtanh™' 8 onde ,BZX e w=406n (VIII.1.27)
c

e portanto a forma geral de A é
A=exp{-w-S—-¢ -K}. (VIII.1.28)



O campo eletromagnético em notagao covariante

Dadas as densidades de carga p e de corrente J sabemos que, pela conservacao de carga,
9p

— -J=0. (VIIL.1.2
FA+V-I=0. ( 9)

Vamos definir J* = (¢p, J). Assim a (VIII.1.29) fica

1 ,
Egcp + 2 g9, =0, (VIIL130)

19¢

- ar T V- A =0 pode ser escrito em notacgao covariante como

9, A" =0, (VIIL1.31)

O gauge de Lorent

se definirmos o quadrivetor A* = (¢, A). Neste gauge as equagoes dos potenciais sdo resumidas em
4
O0A% = 2 j* (VIIL1.32)
c
onde O = 9,0" = 93 — V2.

Para os campos temos

10A
E:—E%—V¢ e B=VxA (VII1.33)

Definindo

0 -E, -E, —E,
E. 0 -B, B,
E, B, 0 -B,
E, -B, B, 0

FoP =9%AP — 9P A~ = = —FP> (VIIL1.34)

e o seu dual
nle7el 1 afvyo T
FoP = 56 YEys = (VIIL.1.35)

as equagoes de Maxwell ficam

4
O P = %Jﬁ (VIIL.1.36)
para O par
4 10E
V-E=4mp e VxB:l,]_F,i
c c Ot
€
9o F% =0 (VIIL1.37)
para o par
V-B=0 e VxB:_laE
c Ot

Desta forma vemos que o campo eletromagnético (EM) na sua rotagio covariante exibe a invaridnca por transfor-
magoes de Lorentz (TL) explicitamente, ou seja, as equagdes que regem a dindmica do campo EM sao invariantes
em sua forma com respeito a diferentes observadores cujos referenciais estejam relacionados por TL’s. O tensor
FP assim como a quadricorrente J* relacionam-se, entre os diferentes referenciais, segundo a TL considerada, ou

seja
F/aﬁ (LE/) — Aa’yAB)\F"/)\ (A_lx/)

J (') =A% J7Y (A™'2’) . (VIIL1.36)



VIIIL.2) Equacgoes de onda relativisticas
a)Equacao de Klein-Gordon (KG)

Como sabemos a equacdo de Schrédinger é obtida através da hamiltoniana classica H = p?/2m + V (r) onde
p — —ihV e H — ihd/0t. Desta forma, lembrando que a energia relativistica de uma particula livre é dada por

_ 2.2
pi'p, = m-c

E
p# = <ap)
&

N S

onde

ou E? = m2ct +p*c?, (VIIL2.1)

podemos tentar a mesma substituicao que anteriormente e temos

2
—hQ%Tf = —REVEY +mPely
1 0% 2 me\ 2
=g V() v =0
ou ainda )
Oy + (%) b =0 (VII.2.2)

que é a equagao de Klein-Gordon(KG). Note que i/mc = A. é o comprimento de onda Compton da particula. Esta
equagao, entretanto, apresenta alguns inconvenientes.

i) E uma equagio de 2% ordem no tempo = conhecimento de ¢ (r,0) nio ¢ suficiente para determinarmos v (r, ).

ii) Solugdes do tipo ¥ (r,t) = e®"#u/l = ¢/MEL=PT) admitem energias E = +/m2c* + p2c2, ou seja, 3 solugao de
E <0!

iii) A densidade de probabilidade néo é positiva definida pois

YO+ )Y —¢ (O+A2) " = 0
= M (Y 0. —Oup*) = 0

ou
ot {2mc2 (1/) o En )] +V [sz_ (V*V —pVp*)| =0
ou ,
op T
En +V.-J=0 (VIII.2.3)
onde

_h [eeoet)
P = ome ot ot
nao é uma grandeza positiva definida.

Assim, face a tantos inconvenientes, deve-se buscar uma outra equagao que substitua a (VII1.2.2) e nao sofra das
mesmas deficiéncias.



b) Equagao de Dirac (ED)

A fim de encontrar uma alternativa que nao apresentasse os defeitos da equagao de KG, Dirac propds uma equagao
linear em O; da forma

z‘h%:f = —ihca - Vo + Bmc*y = Hy,  (VIIL2.4)

onde ¥ = [ty ...¥nN] e o; e B sdo matrizes N x N para que possamos ter a invariancia desejada. Caso 1 nao tivesse
N componentes, a ED nao seria invariante nem segundo rotagoes.

Para que a ED represente uma equacao relativistica é necessario que

m62

Otpe + (h> o =0. (VIIL2.5)

Iterando a ED temos

0% o + o hmc?
fhzﬁ = —h?? Z <J2”> o+ Z ; (i + Bay) Oih + BZm2ctep.  (VIIL2.6)
1] 2

Para reproduzir a (VII1.2.5) precisamos que

oo + oo = 20k
a; B+ Ba; =0 (VIIL.2.7)

a?=p%=1
Como a3 + Ba; = 0 temos ;8 = —fa; e
deta;f = det(—1)det ;s
= det(-1) = +1 (VIIL2.8)
= (—1)N = 1 = N épar.

Se N = 2, podemos acomodar apenas 3 matrizes 2 X 2 que anticomutam; o1, 05 e o3. Entao, facamos N = 4. Seja,
entao
= 0 ag;
v g; 0
1 0
8= (O _1) (VIIL.2.9)

Esta escolha satisfaz a (VIIL.2.7).

Se agora calcularmos " Hiyp — ¢y HyT teremos

dp
E-FV-J—O
onde
p = i
4
= ) ¥ia >0
a=1
e

% = epTaky.  (VIIL2.10)

Aqui, evidentemente, p é positivo definido!



Particula em repouso

s,
ih(%} = Bmc*y
=
Sy = et 8
_O_
o
_ 72’Mt ].
o = h 0
_O_
o
C2
Y3 = ent (1)
_0_
o
*ch O
vy = ent ol (VIIL2.11)
1

= ainda hé& solugoes com energia negativa. Vamos, por enquanto, estudar apenas as solugoes aceitaveis, ou seja, as
de £ > 0.

Particula no campo E.M.

Na presenca do potencial E.M. A* = (¢, A) o acoplamento a uma particula carregada é obtido através da substi-
tuicao
AM
p* — pt —e— (VIIL.2.12)
c

éiha—w = {ca~ <p€A> + Bmec? +e¢}1/)
ot c
= z’h%if = co-p—ea-Ap+epp+ fmcp  (VIIL2.13)

= ca aparece como um operador velocidade v,, em H. Por outro lado,

dr 1

prial [H,r] = cae. (VII1.2.14)
também confirma esta comparacao.
Se m = p — eA/c temos
dm_ dp_eOA e fdr o
d — dt cot c\dt
i e 0A
= —_——— . A
h[ )p] c at (O[ V) ?
que apo6s alguma manipulagao nos da
dm

—e (E TR B) . (VIIL2.15)

dt c

que é basicamente a equacao de Lorentz em forma de operador.



Limite nao relativistico da ED

o |P
Seja ¢ = [f{} ) ~ ~ ~
= zh% [;‘fé] =co-m [g] + ep [ﬂ +mc? [%J .

Tentemos a solugio ¢ = e~ime’t/h Ploin2 [P =co-m |X| +eo|?| - 2me? 0
ot
X X ® X X

0
L[ i =co-mx+edp (VIIL.2.16)
ihG = co - o+ edyx — 2me?x
Se x = xoe~ "ot/ temos
Ex = co-mp+epy —2mey
= [E—ep+2mP]lx = co-mp

Como E, e < mc?, x ~ cgﬂ;go

L 0p _(o-m)(o-m)
= ihge = et edp (VIIL217)

Usando que (o -a) (o -b) =a-b+i0 - (a x b) podemos escrever

(o-7)? = m+io-(mxm)
R
= 2-%s.B
c

Oy 1 eA\®  en
v ) L _eAN B
- ot {2m (p c > ome’ +e¢}<p
No caso de campo uniforme A = %B X r e ¢ =0 temos, até 12 ordem em B,
L Op P’ e
h—=9q—+4+—(L+2S)-B VIIL.2.1
ot {2m+2mc( +25) @ 8

que é a chamada equag¢ao de Pauli que descreve a dinimica nao-relativistica de uma particula com momento angular
orbital L e spin S = ho /2 e portanto de um férmion com o fator giromagnético g = 2.
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