Invariancia relativistica da ED
Para discutir a invariancia relativistica da ED devemos escrevé-la de forma mais conveniente. Definindo 70 = 3 e
v' = Ba; temos
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onde {7#,7"} = 29", 4" = {_Oi 0] ey’ = [3 _OJ . (VIIL.2.19)

o
Convém notar que o* = 0; com i = 1,2, 3.

Introduzindo a notagao A =~y*A, = YAy —~ - A temos

g = 2V
x
= (ihd —me)y =

{ (iha— "’f) - mc} ¢ =0, (VIIL2.20)

se a particula esta sujeita a um campo EM.
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Queremos encontrar a transformacao S (A), onde A é a TL 2/ = Az, que deixa a ED invariante, ou seja, a
representagao da TL que opera nos v¥’s.

Devemos ter no novo referencial

_ 0
(zhy’“ i mc) Y (') =0,
onde {7, 7"} = 2g"".

Pode-se mostrar que a ED é obedecida V v'* = Uty*U onde UT = U~!' = podemos ignorar a distincdo entre v'* e
.

Queremos encontrar S (A) tal que

V@) = SA)v(x)
= S(A)y (A1)
=¢(@) = STHA)Y ()
= SH(A) Y (Az). (VIIL2.22)

Podemos ainda escrever

() = S (A_l) Y (2)

que comparada & (VIIL.2.22) nos leva a

No referencial 0 a ED pode ser escrita como

(i 0y — me) Y () =
= (ihv“S‘l (A) 9, — meS™* A)SN)y =



= {ifw“S_l (A) % —meS™! (A)} Y (2) =0 (VIIL.2.24)

—— —mecp (') =0 (VIIL2.25)

que, por sua vez, deve ser igual a (VII1.2.21), o que nos leva a

SA)STHA) A =
= S H(A)AS(A) = A7 (VIIL2.26)

Vamos construir S a partir de TL’s infinitesimais:

Aty = 60, + (Aw)"

(A, g+ (A1) (VIIL.2.27)
= A (AT = 4,87 4+ 6", (A7) 5 4 6% (Aw), + O (Aw?)
= oM, + (Aflw)u o+ (Aw)' , + 0O (sz)
oy
= (A7), = —(Aw)”,
:(A—lw)uggou — (_Aw)uagoz/
= (A7) = —(Aw)*. (VIIL.2.28)
Mas
ghg = A7!
:>/’\\g/] = Alg
= (AW g = (A7) g
ou
A = (AT
= (A7) = (Aw)™

que pela (VIIL.2.28) nos d4a
(Aw)"™ = — (Aw)"*. (VIIL2.29)

Portanto, S deve ter a forma ‘
S~1-— icrm, (Aw)*

onde 0, = —0,, € 4 X 4 e, portanto,

§7' =14 2o, (Aw) . (VIIL230)

Mas, por (VIIL.2.26), §~1y1S = AF, ¥

= {1 + iUW (Aw)“y} ~# {1 - iaw (Aw)“"} ="+ (Aw)"™ g,,7”  (VIIL2.31)



=2 ((5Va’75 — (5”5’}/&) = [’y”, O’ag] (VIH.2.32)

As matrizes o,p que satisfazem a algebra (VII1.2.32) sdo do tipo

i
O = 5 [Vus W]
onde
Yo = 9wy’ (VIIL.2.33)
e, portanto, calculando os comutadores teremos
k

0ij = €ijk [00 UOk} e 00i = —0i0 = 10y =1 L?i %Z} . (VIIL.2.34)

Este resultado nos permite escrever

S ~ 1 —i [0 (80)% + 030 (Aw)® + o35 (Aw)”]
S ~ 1 —%' (2040 (Bw)® + i (Bw) "]
S ~ 1—% [ia-BAﬁ + a-ﬁAe}

=5 = exp —% iae- ¢ + o-w] (VIIL.2.35)

onde w=0w, (= (tanh_1 B) Bef= v/c . Portanto,
st = exp%[ia~(—|—a~w] e st :exp%[—iaT~C+aT-w} =

= eXp% [—io- ¢ + o -w] # SL (VIIL2.36)

Mas,

05T = GXP% [—iv0ay0 - € + Y0070 - w] = GXP% i ¢ + o w = 57!
= St =~ySTy. (VIIL2.37)

Assim vemos que S nio é unitaria e que se relaciona com ST através de (VIII1.2.37).

A densidade de probabilidade J* = ch’yov“w se transforma segundo TLs como
JHa) = eT(@) Y (2)) = cvl(2)STy 0y S (x)
= cpl(@)’ST I SY(z) = cdf(@) et 1" Sy(x)
at,JY (z), (VII.2.38)

onde usamos a*, = A*,. Daqui em diante usaremos uma ou outra notacao equivalentemente.

A combinagao YT (z) 7% (x) é obviamente um escalar segundo TLs. Assim, definindo 11° = 9 (z) temos que
Y(x)1(z) ¢ um escalar. Nao confundir com v (z) 1 (x) que se transforma como a componente zero de um quadrivetor.

Reflexao espacial

Este ¢ um exemplo de TL impropria. Nesta transformacao temos: x' = —x e t' = t = a, = g"¥ . Como
S7Iy#S = a*,y" devemos ter para S = P (paridade) P~1y#P = gty que é satisfeita se P = ey e a
transformacao se escreve como

Y (2") = erygap(x)  (VIIL2.39)



Para uma particula em repouso, as solugoes de 2 > 0 sao tais que Y012 =912 € Yo¥3 4 = —¥3.4.
Bilineares covariantes

E possivel formar produtos linearmente independentes (LI) de matrizes v com propriedades especificas segundo
TLs. Denotamos estas matrizes por Fgg Estas matrizes sao as seguintes:

v
F(S) p— :l_7 FLV) = ’YM7 FEZJ) == O-N,IJ - 5[7}17’}/7/]

F(P) = Z'fyofylny'yg = 75 =5 e FELA) = Y5Yu- (VIIIZ40)

Estas 16 matrizes sdo LI; > ap, 0™ =0 = a,=0e {F(")} formam uma base para o espaco vetorial das matrizes

4 x4, "

Vamos investigar como se transformam as quantidades 1) (z) T(™) 4(x). Tomemos, por exemplo, ¥ (z) vs ¥(z).

P )9 () = P(x) S s Sp(x) = ith(x) ST17° S ST 41§97 4?5571 Syp(x) =
= i(x)a’ v a', a*o 7 Py M(x) = a¥yaty aPs aPNi ()7 P T () =
¢P7a°, a',a, a®\P(x) v5 b (z) = det Ap(2) y5p(x)  (VIIL.2.41)

o que implica que ¥ (x) vs5 ¥ (x) é um pseudo-escalar. Da mesma forma pode-se mostrar que

() y*p(x) & um vetor,
() 5y (x)  é um pseudo-vetor e
¥

() o ¥(x) € um tensor antissimétrico.

Algumas identidades uteis envolvendo as matrizes «y sao:

Yoy =4
VY Y = =27
VAP = 4g"°

VA APy, = =277 yPyY (VIIL.2.42)

v

Solucgoes da ED

Vamos agora resolver a equacao

tentando solugoes do tipo

ou ainda,

onde



sdo spinores de duas componentes. Assim,

L R It o E A ]
ou ainda

(E—mc*)ur(p) = co-pus(p) e
(E+mc*)ux(p) = co-pui(p). (VIIL.2.43)

multiplicando a primeira de (VIII.2.43) por o - p e usando o resultado na segunda delas teremos, como esperado, o
resultado E2? = p%c® + m2c* ou E = £+/p2c2 + m2ct.

Vamos assumir que o subespago bidimensional gerado por u;(p) corresponda a E > 0 enquanto que o gerado por
us(p) corresponda a E < 0.

Escolhendo para E > 0 a base

temos
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Escolhendo para E < 0

temos

Note que se E < 0, E = —|E| e os spinores v!) (p) e v(?) (p) sdo auto estados de (VIII.2.43) correspondendo a
uma solugao do tipo

T

u (p)er(Elt=P™)

ou seja, spinores de energia — |E| e momento linear —p. Portanto, podemos escrever

cO-p (1> cO-p (O)
Et+mce E+mc?
oM (p) = 0 e v (p)= :

) L0

Devido & definicio dos estados 1) = 117y a normalizacio dos spinores deve ser tal que

onde agora E > 0.

TAGLYLCC) R— Sap
(@), (8) —bap
v’ = 0
7@ = 0



Mas, desta forma

ot e | U

ICORRY = ey (1 0)] o
E+mcp2 (O)

Entao devemos substituir v e v por
E + mc?
(r) - P ()
u" (p) V"o v (P)
] E+mc? .
(r) - (r)
v (p) Vo v (P)-

Apos esta substituicao teremos

2.2 2
u.'.(a)u(a) _ 1 + p-c E+mc
(E+ m02)2 2mc?

E—mc*\ E+mc?
1+
E +mc?

2mc?

Mas, como 1t é uma densidade de probabilidade , temos que normalizar o produto u'u , o que nos leva a

me2

u (p) — \/ TU(T) (p)
mc?

v (p) — \/ TU(T) (p)

Para simplificar podemos escrever as solugoes como w(") (p) onde w® (p) = u™ (p), w?® (p) = u® (p), w® (p) =
v (p) e w® (p) = v (p) e

= erme)w™ (p)=0 e w" (p)(y—erme) =0 (VIIL2.44)
onde ¢, = 1 ser = 1,2 e —1 se r = 3,4 e, através das quais, podemos facilmente constatar as relacoes de

ortogonalidade

, E
()t o) = L 5,
w (erp)w (Er p) me2 "

e completeza

4
> ewl (p) @5 (p) = bap.  (VIIL2.45)
r=1



Operadores de projecao de energia e spin

Nesta se¢ao vamos introduzir alguns operadores muito tteis na manipulagao dos spinores de Dirac.

Consideremos a agdo dos operadores A, (p) = (.5 + mc) /2me nos spinores de Dirac. Temos, entdo, os dois
operadores
+
A = EEME i 46)
mc

que quando aplicados um sobre o outro nos dao

m?c? (1 + 6’!“67") + mcﬂ(er + er’)

A (p) A (p) =

4m2c2
pois
w = 0,70,
YA + A
_ <2> 8,0,
9" 0,0,
= 09,
m202
1+ €0
= A (p) A (p) = %AT (p) (VIIL.2.47)
ou
A2 Al
A2 = A_
A+A, - A,A+ = 0
Ap+A- = 1
que implica em
@ () — PEmMe ()
Ay (p)u'™ (p) S U ()
2me
_  2mC (a)
oo ()

N A (p) projeta sobre os estados de E >0 e
(

A_ (p) projeta sobre os estados de E < 0.

No caso de spinores bidimensionais definimos o seu estado de polarizacao |i) através da relagdo o - iijn) = [i). No

caso particular de polarizagao na dire¢ao z temos o,| 1) = | 1) e 0| L) = —| }), 0 que nos permite definir projetores
ao longo das direcoes de polarizagao como

140, _ 1-—
=11 e

=14

Entdo para spinores w(™ (0) (em repouso) teriamos

(1 - ; : ﬁr) W™ (0) = w (0)

. Z ser=1,3
n, = N
-z ser=24

Entretanto esta forma nao é relativisticamente invariante.



Denotemos os quadrivetores no referencial onde a particula esta em repouso por V = (VO VL V2 V3. Sejam
n, = (0,0,0,1); 73 =1 = n# = a*,n% e p = (mc,0); p° = mc = p* = a*,p” e ntp, = 0. Na realidade todas as
consideracoes que faremos abaixo valem para qualquer quadrivetor $# = (0,8) que obviamente obedece a s*p, = 0.

Entao, podemos dizer que (1 + o - 11,)/2 é o projetor do spin na direcdo 2 quando a particula estd em repouso.
No caso dos spinores de Dirac precisamos escrever (I + o,) /2 na forma de um produto escalar como no exemplo
acima. Entao,

1 0 o, 0
1+o, {0 1}4_{0 UJ
2 2
_ 1+ 45730370
2
_ 1+ vs5.70
2

que nos induz (eliminando vy que é uma multiplicagdo por +1) a seguinte forma invariante

1 ; 1
5 (n,) = %ﬁ ou ¥ (s) = 557 (yirro.us)
No referencial em repouso temos
1 S VZ
S (i) w® (0) = %@lw(l) (0)
l1+o,
- +20 w® (0)
= wW(0)
1- z
(-n)e® () = 5w (0)
w® (0)
1_
2 (-n)e® () = 7@ (0)
1
— ww@) (0)
= w®(0)

2 () w® (0) =+ 5w 0) = w® (0)

Entéo, se definirmos u (p,n,) como a solugdo de E > 0 com polarizagao na diregdo n, e v (p,n.) a solugdo de E < 0

com polarizac¢do na —n (isto é, o - n,v (p,n,) = —v (p,n.)) temos
w (p) = u(p,n.)
w(2) (p) = u (p7 —N
w(3) (p) = v (p7 _nz)
w® (p) v (p,n2)

(p, s) (VIII.2.49)



Pacotes de onda

Vamos, inicialmente, considerar a superposi¢ao das componentes de energia FE > 0.

d3p mc? N
) (x, ¢ :/73 — " b(p,s)u(p,s) e Pu="/m (VIIL.2.50)
= [ GV e (

= [ e i = [ @ S8 0.0 (B u (b5

= [ @ pEor -t

A densidade de corrente média neste estado é dada por
JH) = /w(HT (x,t) cap™ (x,t)d*z

e poderia ser calculada diretamente com o auxilio de (VII1.2.50). Entretanto, podemos usar uma decomposigao
particular da densidade de corrente que, além de facilitar o célculo, ainda nos d4 uma nova interpretacao fisica para
este operador.

Vamos comegar notando que a ED da particula livre pode ser escrita como iy*0,1 = k1) onde k = A1 é o inverso
do comprimento de onda Compton da particula. Assim, se ¢ é solugao da ED, temos,

o — i O
i e consequentemente = ——— A"
oxv d v K Ox” v

P =

T
-7
K

Como a densidade de corrente é dada por ciyy*y, podemos escrever metade dela usando i dado pela primeira
expressao acima e a sua segunda metade com 1 dado pela segunda expressao acima. Desta forma teremos,

oy Y
oxv  Oxv

ih [— y y
I = o (W” v W) |

Usando as relagoes de anticomutagao (VIIL.2.19) e a definigao (VIII.2.33) para o, podemos escrever

b YA A = A
B 2 * 2

,YM,V — g;uj — otV

e, portanto,

JH=Jb + Jh,, onde JI 0 (o) e = (waw Oy w).

ol = 2m Oz 2m ox’  Oxv

Esta é a chamada decomposi¢cdo de Gordon que nos mostra que a densidade de corrente pode ser escrita como a
soma de uma densidade de corrente de convecgao J£. . e outra de polarizagao Jgol. Aplicando esta decomposicao

na integral acima para J(*) teremos:

JH = /¢<+)T (x,t) cayp™®) (x,t)d>z

2
C
= / d?’ppEZIb(p,S)l27



ou ainda

2p (+)
JH><Cayﬂ<l;> ~ vy,

Assim como na teoria nao relativistica, a corrente média de um pacote com componentes E > 0 é a velocidade de
grupo a ele associada. Entretanto, ha uma diferenca na teoria relativistica. O operador velocidade na nova teoria
¢ diferente de p/m que é uma constante de movimento. Aqui, [a, H] # 0 e, portanto, auto estados de cv,, = a
devem conter as componentes de E < 0, haja vista que os autovalores de ca; sao +c.

Vamos, entao, construir novos pacotes da forma

d3 2 . w . m
v = | oV "Lf;[b(mmm $) e g (pys) v (ps) P (VIL251)

que nos leva trivialmente & normalizacao

2 2
[estovmn = [@p3 besf +ldwor]
+
=1
e, para a corrente, usando novamente a decomposi¢cao de Gordon teremos,

k.2
B 3 2 2] P°C . *( AP 2izopo/hm( kO
#o= [ {E:Db@,s) )R] T i 3 b (o) (0 5) 2 (. ) 00 (1, 5)

+s +s.+s’

—1 Z b(—p,s')d(p,s)e 2P/ (1 5"y FOu (—p, s)}
+sts’

onde u (y/pe + 2, —p,s) = u(—p,s),

Assim, vemos que além do termo independente do tempo que nos fornece a velocidade de grupo, ha ainda termos
de interferéncia das componentes de energia positiva e negativa que variam numa escala de frequéncia dada por

2poc  2mc?

> > 92 x 10%1s7
n n °

Este termo, conhecido como zitterbewegung, depende da amplitude das solugoes de energia negativa presentes no
pacote de onda considerado. Podemos, entao, perguntar quando a influéncia dos termos de F < 0 serao aprecidveis.
Para tal vamos considerar um pacote gaussiano em ¢t = 0.

3/4
1 2 2
b (6,0, 5) = ( ) 242 (0)

o
—3/4 _,2 d3p mc? ipr * —ipr
= (nd?) e (O)/WVEZ[WP,S)U(PJ)GP /M4 d (p,5) v (p,s) =P /1]

Tomando a transformada de Fourier temos

2\ 252 2 Imc
(;lhg) e? ¢/2h w(l) (0) = ;;[b (pvs)u(pvs) +d* (—p,S)’U(—p7S)]

que, com o auxilio das relagoes de ortogonalidade (VIII.2.45) nos leva a

df((l—):,)s)} _ \/? <7:z;>3/4ep2d2/2ﬁ2 {Uif((_pr;:?;)} w® (0)
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0 que implica em

b(p,+) o ul (p,H)w (0) = 1
b(p,—) < u' (p,—) w® (0) = 0
d'(=p, =) x ol (P ) u (1) =
’ ’ E + mc?
* 1 o pzc
d* (—=p,+) o v (—=p,+)wM (0) = Bt me

Entdo, d* (—p, s) é proporcional a pc/(E + mc?) que é apreciavel para p ~ mc. Mas, pelo principio da incerteza
p > h/d = as componentes de E' < 0 s0 se tornam importantes se tentarmos localizar a particula em regices
menores que o seu comprimento de onda Compton. Este fato sera fundamental na reinterpretacao da equacao de
Dirac mais adiante.
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