A Tranformacao de Foldy-Wouthuysen

Nosso objetivo agora sera eliminar o acoplamento entre as componentes de £ > 0 e E < 0, o que pode ser feito
ordem a ordem no parametro (v/c).

Vamos comecar tratando a particula livre. Tentemos a transformacao
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onde H = - p + Bm.

O problema é analogo a diagonalizar
H=0,B,+0,B,

o que implica numa rotacio de 6 = tan~! (B, /B.) em torno de §, ou seja,
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Assim, tentemos para spinores quadridimensionais a transformacao
S = Ba-pi(p)
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onde usamos as relagoes de anticomutagao entre as matrizes 5 e ay, 0 que nos leva a
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Para eliminar o termo impar (operador impar) que, por definigdo, é o que acopla as componentes ¢ e y devemos
ter
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e separamos as componentes as componentes E > 0 das de E < 0.
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A transformagao geral deve executar a mesma tarefa quando tivermos H da forma

H = a-(p—eA)+mp+ed
= O+mB+E (VIIL2.53)



onde a - (p — eA) = O é um operador impar e E = e¢ é um operador par. Sabemos ainda que

pO = -0p

BE=EB (VIIL.2.54)

Como os campos sdo, em geral, dependentes do tempo, vamos tentar novamente ¢ = ¢*1) onde agora S = S (t).

Assim,
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e fica evidente que nao temos um operador S que elimine os operadores impares de H' em todas as ordens nesta
expansao.

Entretanto, como no caso da particula livre 6 (p) & 1/2m podemos no limite néo relativistico (m > |p|) assumir que
S = O (I/m) e tentar eliminar os operadores impares até uma determinada ordem na expansao (VIII.2.56).

Consideremos o termo O (1);
H' =Bm+E+0+ilS,B]m,
e, em analogia com a particula livre, vamos assumir
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Mantendo termos até os de O ([energia cinética/ m]3) e O (energia cinética x campo/m?) temos:
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onde constatamos a existéncia de operadores impares que sdo O (1/m). Entao fagamos outra transformacao idéntica
a (VII1.2.55) mas com
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ao invés de (VII1.2.57). Assim teremos
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onde agora 0" = O (1/m?) e, portanto, podemos novamente atuar com (VII1.2.55) com
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e assim sucessivamente. O termo resultante H”' é dado por
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Os termos em H'" tém as seguintes interpretagoes:
a) Termos em p - A e o - B sd0 os efeitos Zeeman orbital e de spin;
b) Termo em A? é a contribui¢io diamagnética para a energia;

¢) VxE=0eo-(Exp) representam a interagio spin-orbita,
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d) Ultimo termo: contribuicio de Darwin, V2V/6m?, devida a

SV = (V (r+61) — V (r)) o ~((6r)2) V2V (VIIL2.50)
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ou seja, como a incerteza na coordenada do elétron é da ordem de A., ele vé uma corre¢ao a sua energia devida a
variagao do potencial coulombiano nesta escala de comprimento. Por envolver escalas de comprimento da ordem de
A este termo pode ser associado ao zitterbewegung.

O atomo de Hidrogénio

Vamos agora tratar um problema exatamente soltvel que é o de um elétron sujeito ao potencial coulombiano usando
a equacao de Dirac.

Queremos resolver

Hy=[a-p+mB+V(r)]¢=Ey)

onde V (r) = —Za/r e a = 1/137 & a constante de estrutura fina. Para comecar devemos notar que [H,J] = 0 onde
J=L+S =L+ 0/2. Entao ha autoestados simultaneos de H, J2 e J,. Aqui, o = (0 0_) [ﬂ



Os spinores bidimensionais ¢ e y sdo autoestados de L2, S%, J? e J.,
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que também sao solucoes de JZQOEi) =j({+1) gagi) e, portanto,
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Para um dado valor de j, (p§jn) e gog-;) tém diferentes paridades porque seus valores de [ diferem de 1. Mais ainda,

estes estados se relacionam um com o outro através de
+ g-r
o5 = T‘Pﬁ)' (VIIL.2.60)

Note que o operador o -r/r é um pseudo escalar sob TLs, o que esta perfeitamente de acordo com o fato dos spinores
terem diferentes paridades.

Como V (r) é invariante por reflexdo espacial, os autoestados do nosso problema devem também ser autoestados
do operador paridade, ou seja
V'(2') = By(x) = £p(—a).
Desta forma podemos rotulé-los com os nimero quanticos (j,m) e I e as solugbes sdo pares ou impares, dependendo
do valor de . Assim obtemos
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onde o complexo ¢ foi introduzido por mera conveniéncia (equagoes radiais reais) e
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Substituindo (VII1.2.61) na equagao de Dirac do 4tomo de hidrogénio e usando que
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obtemos as seguintes equagoes radiais:
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que podem ser resolvidas por séries de poténcias (ver Merzbacher, por exemplo) e o espectro de energia resultante
é dado por
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Os niveis de mais baixa energia podem ser aproximados diretamente da expressao exata para £, ; como
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que revela a chamada estrutura fina do &tomo de hidrogénio que é devida ao acoplamento spin-6rbita, uma correcao
que obtivemos naturalmente na expansdo de Foldy-Wouthuysen. Entretanto, o espectro atomico real (ver figura
abaixo) apresenta quebras de degenerescéncia adicionais que ndo podem ser explicadas pela expressao que deduzimos
para os niveis de energia. Estes efeitos necessitam de novos ingredientes para a sua compreensdo. Em seguida
trataremos dois deles; a interacao hiperfina e o Lamb shift.
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A interacao hiperfina é da forma S - I, onde I é o spin nuclear, e resulta do acoplamento do spin eletronico com o
campo magnético gerado pelo spin nuclear. Esta interagao é escrita como
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é o campo magnético produzido pelo proton e p (r) a sua densidade de momento magnético. A variagdo de energia
prevista pela teoria nao relativistica é
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onde o - I =1/2 para estados tripleto e —3/2 para singletos e, consequentemente temos a variagao de energia
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para o n—ésimo estado S do espectro atdémico. Convém notar que AE,, é O (m/M,) se comparada & estrutura fina
do atomo.

A ultima corregdo que nos resta analisar é o chamado Lamb Shift. Este termo é devido a interagdo do elétron com
as flutuagoes do vacuo do campo EM quantizado. Como o elétron sofre diretamente a atuacao do campo elétrico
e este pode ser decomposto em modos normais, ou seja, em osciladores quantizados na teoria quantica do campo
EM, h& uma corregao a sua energia devido ao movimento de ponto zero de cada oscilador correspondente ao campo
EM. O significado deste movimento de ponto zero é que o campo, apesar de ter valor médio nulo, possui varidncia
finita. Como veremos adiante, esta flutuagao faz com que a posicao do elétron também apresente flutuagoes, assim
como vimos na interpretagdo do termo de Darwin em (VIII.2.59). Portanto, a corregdo & energia eletronica deve
novamente ser descrita por um termo idéntico ao de Darwin, porém com a flutuacao ((0r)®) devida ao campo EM
ao invés da imprecisao da medida de posicao oriunda de A..

A correcao a energia do n—ésimo nivel é, em primeira ordem em teoria de perturbagoes, dada por
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Mas, como 6t = eE/m, onde E é um campo flutuante, temos que a transformada de Fourier de r satisfaz a equagao

or, = _eEw/m(,u2 = 0r, = —eEw/mw2.

Assim,



Mas, como vimos antes, o campo eletromagnético pode ser quantizado, o que nos permite escrever
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A questao é como escolher os limites de integracdo da expressao <(67")2>, ja que a integral é logaritmicamente

divergente.
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Assim, ao invés de integrarmos f %" devemos escolher uma frequéncia wy,i, e outra wy.x para efetuar a integragao.
0

Como o comprimento minimo para se determinar a posicao do elétron deve ser o seu comprimento de onda Compton
devemos ter
-1
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Por outro lado a incerteza maxima <(57”) > deve estar ligada com o tamanho do atomo, ou seja, com o raio de Bohr
e, portanto,
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que paran =2, Z =1 el =0 ¢é da ordem de 1000 Mc (megaciclos)/s. Assim, vemos que o nivel 251, tem a sua
energia ligeiramente alterada devido a flutuagdes do campo eletromagnético (vacuo do campo E.M.) na escala or
acima examinada. Esta alteragfo, ndo sendo compartilhada pelos niveis [ # 0, causa a quebra da degenerescéncia
dos niveis 251/, e 2P,/,. Comparando a variacao da energia do Lamb shift a do termo de Darwin em (VIII.2.59)
vemos que a anterior é da ordem de (8«/37m)In(1/Z«) menor que o termo de estrutura fina do atomo.



